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LO‘I NOI PAU

%é’n sdch BAI TAP HINH HOC 11 duoc bién soan nham giup cho

hoc sinh 16p 11 c6 thém tai liéu tw hoc va tu rén luyén dé ndm viing
cdc kién thitc va ki ndng co bdan da dwoc hoc trong sdch gido khoa
Hinh hoc 11, tao diéu kién gép phdn doi méi phuong phdp day va
hoc & truong THPT hién nay. Noi dung cuon sdch bam sdt theo noi
dung cua sdch gido khoa mai, phit hop voi chuong trinh Gido duc
phd théng moén Todn ciia Bo Gido duc va Pao tao viia ban hanh
ndam 2006.

Noi dung cuodn sdch nay gom :
Chuong I : Phép doi hinh va phép dong dang trong mdt phdng
Chuong II : Puong thdng va mat phdng trong khong gian.
Quan hé song song
Chuong III : Vecto trong khéng gian.
Quan hé vuong goc trong khong gian
Bai tdp cuéi nam
Néi dung ciia méi chuong duoc chia ra nhiéu chi dé, moi chii dé la
mot xodn (§). Trong timg xodn, cdu triic duoc trinh bay theo thir i

nhu sau :

A. Céc kién thirc can nh6 : Phdn nay néu t6m tdt nhiing kién thirc
co bdn va ki ndng co bdn can nhé da dwgc trinh bay trong sdch
gido khoa Hinh hoc 11.

B. Dang toan co ban : Phdn nay hé thong lai cdc dang todn thuong
gap trong khi lam bai tdp, néu cdc phuong phdp gidi chu yéu va cho
cdc vi du minh hoa, dong thoi cho thém cdc diéu luu y cdn thiét.
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C. Cau héi va bai tap : Phdn nay nhim muc dich cing co va van
dung kién thitc va ki ndng co bdn dé trd 1oi céu hdi va lam bai tdp
thugc cdc dang vita néu & trén, tao diéu kién cho hoc sinh rén luyén
thém vé phong cdch t hoc. Cudi méi chuong cé cdc bai tdp mang
tinh chdt 6n tdp va mét s6 cau hdi trdc nghiém nham givip hoc sinh
lam quen voi mot dang bai tap mdi.

Cudi sdch cé phdn hudng dan gidi va ddp sé cho cdc loai cdu hdi
va bai tdp. '

Mdc di cdc tdc gid dd c6 gdng rdt nhiéu, nhung chdc rdng khong thé
trdnh ditoc cdc thiéu sét. Rat mong cdc déc gid vui long gép y dé cho
nhitng lan tdi ban sau, cuén sdch sé dugc hoan thién tot hon.

CAC TAC GIA
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CHUONG I

I

o ~ PHEP DOY HINH
VA PHEP BGNG DANG TRONG MAT PHANG

§1. PHEP BIEN HINH
§2. PHEP TINH TIEN

A. CAC KIEN THUC CAN NHO -

PHEP BIEN HINH

Dinh nghia
Quy tdc ddt twong ving méi diém M ciia mdt phdng véi mot diém xdc dinh duy
nhdt M’ cﬁa mdit phdng dé dugc goi la phép bién hinh trong mdt phdng.

Ta thuo‘ng ki hiéu phép bién hinh 1a F va viét F(M) = M’ hay M’ = F(M), khi

d6 diém M’ dugc goi 12 4nh clia diém M qua phép bién hinh F.

Néu F 12 mot hinh no dé trong mit phang thi ta ki hieu F' = F(H) 1a tap

c4c diém M’ = F(M), v6i moi diém M thuoc A. Khi d6 ta n6éi F bién hinh A
thanh hinh S, hay hinh %' 12 nh cia hinh J# qua phép bién hinh F.

Dé chitng minh hinh £’ 1a 4nh ctia hinh H# qua phép bién hinh F ta c6 thé

chiing minh : V6i diém M wy § thuoc H th F(M) € H'va v6i mbi M’
thuoc H' thicé M € H saocho F(M)=M".

Phép bién hinh bién méi diém M clia mat phang thanh chinh né duoc goi 1a
phép dong nhat.
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IL.

III.

IV

T vinae

Khi dé {

PHEP TINH TIEN

Dinh nghia
Trong mat phing cho vecto ¥. Phép bién v -
hinh bién mdi diém M thanh diém M’ sao
cho MM’=% duoc goi 1a phép tinh tién
theo vecto v (h.1.1). / -

M M

Phép tinh tién theo vecto ¥ thudng duoc ki
higula T; . ' . Hinh 1.1

Nhu vay T;(M)=M < MM =7 .

Nhdn xét. Phép tinh tién theo vecto - khong chinh 1a phép dong nhdt.

BIEU THUC TOA PO CUA PHEP TINH TIEN
Trong mat phang Oxy cho diém M(x ; y), v (a ; b). Goi diém M'(x’; y) = T3 (M).
X'=x+a '

4

y=y+tb.

. TINH CHAT CUA PHEP TINH TIEN

Phép tinh tieén.
1) Bao toan khoang céch giita hai diém bt ki ;

2) Bién mot dudng thang thanh dudng thing song song hodc tring v6i dudng
thang di cho ; '

3) Bién doan thang thanh doan thang bing doan thing da cho ;
4) Bién mot tam gic thanh tam gidc bang tam giéc da cho ;
5) Bi€n mot dudng tron thanh dudng tron ¢6 cing ban kinh.

B. DANG TOAN CO BAN

Xéc dinh dnh cla not hinh qua mot phép tinh tién



1. Phuong phdp ziai
Diing dinh nghia hoac biéu thifc toa d6 cua phépy tinh tién.
2.Vidu

Vidu 1 Cho hinh binh hanh ABCD. Dung anh cua tam gidc ABC qua phép tinh
tién theo vecto AD .
Gidi

Vi BC = AD nén phép tinh tién theo vecto
AD bién diém A thanh diém D, bién diém
B thanh diém C (h.1.2). D€ tim 4nh cua
diém C ta dung hinh binh hanh ADEC.
Khi d6 4nh cia diém C 1 diém E. Vay anh B ¢ E
cta tam gidc ABC qua phép tinh tién theo
vecto AD la tam gidc DCE. '

Hinh 1.2

Vi du 2. Trong mat phéng toa d6 Oxy cho v = (-2 ; 3) va dudng thang d c6
phuo‘ng trinh 3x — 5y + 3 = 0. Viét phuong trinh cta duo‘ng thang d’ 1a anh
cua d qua phép tinh tién T .
Gidi

Cdch 1. Liy. mot diém thuoc d, chiang han M = (-1 ; 0). Khi dé
M=T,(M)=(-1-2;0+3)=(-3; 3) thudc d". Vid'song song vdi d nén phuong
trinh cta n6 c6 dang 3x — 5y + C = 0. Do M’ € d’nén 3(-3) - 5. 3+C=0.
Tir d6 suy ra C = 24. Vay phuong trinh cia d’1a 3x— 5y + 24 = 0.

L , - [X=x-2 )
Cdach 2. Tu biéu thic toa do cua T; :{ , Coosuy ra x = x' + 2,

y =y+3

y =y’ — 3. Thay vao phuong trinh cia d ta dugc 3(x"+2) -5('—3)+3 =0,

hay 3x’— 5y’ + 24 = 0. Vay phuong tr.‘mh chiad la:3x—5y+24=0.

Cdch 3. Ta cling c6 thé 14y hai diém phan biét M, N trén d, tim toa do cic anh

M’, N’ tuong tng cla chiing qua T;; . Khi d6 4’ 1a duong thang M’N".

V¥ du 3. Trong mat phang toa dd Oxy cho dudng tron (C) c6 phuong trinh
x2+y2—2x+4y—4=0.

Tim 4nh ciia (C) qua phép tinh tién theo vecto 7 = (=2 ; 3).



Gidi

Cdch 1. D& tha'y (C) 1a dudng trdn tam /(1 ; — 2), bén kinh r = 3. Goi
I'sT:() =(1-2;-2+3)=(-1;1)va(C) la anh cta (C) qua Ty thi (C)
la duong tron tam /" ban kinh r = 3. Do d6 (C") ¢6 phuong trinh

2 2

(X+1) +())—1) =0,

x'=x-2 {xzx'+2
7 :> 7
y=y+3 y=y =3.

Cdch 2. Biéu thic toa do clia T; 1a {
Thay vao phuong trinh cua (C) ta duge

2 2

(C+2) +(=3) —2x+2) +4(y'=3)—4=0
o x2+y? +2x-2y'=7=0
o @+ +(/=1)% =9.

2 2
Do d6 (C) c6 phuong trinh : (x+ 1) +(y—1) =9.

Sl
L viae2
 Ding phép tinh tién d€ gidi ot s6 bai todn dng hinh

1. Phuong phdp gidi

_ Pé dung mot diém M ta tim cdch x4c dinh né nhu 1a 4nh cia mot diém da biét
. qua mot phép tinh tién, hoac xem diém M nhu la giao chia mot dudng c6 dinh
v6i anh ciia mot duong da biét qua mot phép tinh tién.

2.Vidu

Vi du 1. Trong mat phing toa dd Oxy cho ba diém A(-1; 1), B3 ; 1), C(2; 3)..
Tim toa do diém D sao cho tif gidc ABCD la hinh binh hanh.

Giai
Xem diém D(x; y) 12 4nh clia diém C qua phép tinh ti€n theo vecto BA (—4;-2).
Trdésuyrax=2-4=-2;y=3-2=1.

Vi du 2. Trong mit phe“mg cho hai dudng thang d va dj cat nhau va hai diém
A, B khong thudc hai dudng thing dé sao cho dudng thang AB khong song



song hodc triing véi d (hay dj). Hay tin dicm M tréni ¢ va di€ém M’ trén d; dé
tt gidc ABMM’ 13 hinh binh hanh.

Giai- .
Xem diém M’ 1a anh cta diém M qua
phép tinh tién theo vecto BA (h.1.3).
Khi d6 diém M’ vira thuéc d; vira thude

d’ 1a anh cta 4 qua phép tinh tién theo
vecto BA . Tir d6 suy ra cich dung :

— Dung d’ 1a anh cta d qua phép tinh

tién theo vecto BA .
—Dlmg Ml= d] F\d' . Hinh 1.3
— Dung diém M 12 anh cha diém M’ qua phép tinh tién theo vecto AB.

Dé thdy tr gidc ABMM'’ chinh la hinh binh hanh thod mén yéu cdu cta
dau bai.

Van dé 3

.Dimg pheép tinh tién d€-giti mot 88 bai todn tim tap hop diém

1. Phuong phdp gidi o ,

Chiing minh tap hop diém phai tim 14 4nh clia mot hinh da biét qua mot phép
tinh tién..

2.Vidu

V¥ du. Cho hai diém phan biét B va C ¢d dinh
trén dudng tron (O) tam O, diém A di dong
trén duong tron (0). Chimg minh rang khi A di
dong trén dudng tron (O) thi truc tam cua tam
gidc ABC di dong trén mot dudng trop.

G |
Goi H la truc tam’ cla tam gidic ABC va M 1a
trung diém cla BC. Tia BO cat dudng tron Hinh 1.4




1.1.

1.2

1.3.

1.4.

1.5.

ngoai tiép tam gidc ABC tai D. Vi BCD = 90°, nén DC // AH (h.1.4). Tuong tu

AD /] CH. Do d6 ti gidc ADCH la hinh binh hanh. T d6 suy ra

AH =DC =20M. Ta thdy ring OM khong déi, nén c6 thé xem H la anh
cta A qua phép tinh tién theo vecto 20M . Do d6 khi diém A di dong tr@:n
dudmg tron (O) thi H di dong trén duomg tron (O’) 1a anh cta (O) qua phép

tinh tién theo vecto 2 OM.

C.CAU HOI VA BAI TAP

Trong mat phéng toa d6 Oxy cho v = (2 ; —1), diém M = (3 ; 2). Tim toa d¢
ctia cdc diém A sao cho :

a) A=T;(M);

b) M =T;(A).

Trong mat phang Oxy cho Vv = (-2 ; 1), dub’ng thang d c¢6 phuong trinh

2x — 3y + 3 =0, dudng thang d; c6 phuong trinh 2x— 3y —5=0.

a) Viét phuong trinh cta dudng thing d’ 12 4nh cha d qua T;.

b) Tim toa d6 clia w c6 gid vuong goc véi duong thang d dé d, 1a dnh chad
quaT .

Trong mat phang Oxy cho dudng thang d ¢6 phuong trinh 3x —y — 9 = 0.

Tim phép tinh tién theo vecto cé phuong song song véi truc Ox bi€n d thanh
dudng thang d’ di qua géc toa do va viét phuong trinh dudng thang d'.

Trong mat phang Oxy cho dudng tron (C) ¢6 phuong trinh

x*+y*~ 2x + 4y — 4 = 0. Tim 4nh cha (C) qua phép tinh tién theo vecta
v=(-2;5).

Cho doan thing AB va duong tron (C) tam O, bén kinh 7 ndm vé mét phia

cia dudng thing AB. L4y diém M trén (C), 16i dung hinh binh hanh ABMM'.
Tim tap hop cdc diém M’ khi M di dong trén (C).



' §3. PHEP PGI XUNG TRUC

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. DINH NGHiA

Cho dudng thang d. Phép bién hinh bién méi diém M thuoc d thanh chinh né,
bién méi diém M khong thuoc 4 thanh diém M’ sao cho d 1a dudng trung truc
ctia doan thdng MM’ dugc goi 1a phép doi ximg qua duomg thdng d hay phép

doi xing truc d (h.1.5).

Phép doi xiing qua truc d thudng duoc M
ki hiéu 1a D,. Nhu vay M’ =D,(M)

& MM =-MM, v6i M, 1a hinh Mo

chiéu vuong géc cia M trén d.

Puong thang d dudc goi la truc doi
xing cta hinh J néu D, bién H
thanh chinh né. Khi d6 F duogc goi la
hinh c6 truc doi ximng.

M

Hinh 1.5

IL. BIEU THUC TOA PO

IIL

Trong mat phéng toa do Oxy, véi méi diém M = (x; y), goi M’ = Dy(M) = (x'; y).

4

Néu chon d 1a truc Ox, thi {x,

y'=-y.
x'=-x
Néu chon d 1a truc Oy, thi { ,
. Y =y.
TINH CHAT

Phép doi xing truc

1) Béo toan khoang cach giita hai diém bat ki ;

2) Bién mot duding théng thanh dudng thang ;

3) Bién mot doan thing thanh doan théng bing doan thing da cho ;
4) Bi€n mot tam gidc thanh tam gi4c bang tam gi4c di cho ;

5) Bi€n mot duong tron thanh duding tron ¢6 ciing ban kinh.



B. DANG TOAN CO BAN

@ Van di 1

~ Chi cin x4c dinh anh cta cic dinh cia tam

12

Xéac dinh anh clia mét hinh qua mét phép dbi xing truc

1. Phufo’ng phadp glaz

Dé xac dinh anh £’ cia hinh S qua phép d6i ximg qua dudng thang d ta cé
thé dung cdc phuong phép sau :

— Dung dinh nghia cia phép d6i ximng truc ;

— Dung biéu thitc vecto clia phép déi ximg truc ;
— Duing biéu thtic toa do ciia phép déi xiing qua céc truc toa do.

2.Vidu

i du 1. Cho tit gide ABCD. Hai dudng thing
AC va BD cit nhau tai E. Xac dinh anh cua

tam gidc ABE qua phép doi xiing qua dudng
thang CD.

Giai

gidc A, B, E qua phép doi xing d6. Anh phai
tim la tam gidc AB'E’.

Hinh 1.6

V¥ du 2. Trong mat phing Oxy, cho diém M(1; 5), dudng thang d c¢6 phuong
trinh x — 2y + 4 = 0 va dudng tron (C) ¢6 phuong trinh :

X2 +y? —2x+4y—4=0.
a) Tim anh ctia M, d va (C) qua phép d6i xiing qua truc Ox.
b) Tim &nh ctia M qua phép d6i xing qua dudng thang d.

- Gidi |

a) Goi M’, d’ va (C’) theo thy ty 12 anh chia M, d va (C) qua phép doi ximg truc Ox.
Khido M'=(1;-5).

Dé tim d’ ta sir dung biéu thic toa do chia phép d6i xing truc Ox : Goi diém
N'(x"; y") 1a 4nh cha diém N(x ; y) qua phép doi xing truc Ox.



Khi dé {x,zx @{x”;
=y T =y

Taco Ned @ x—2y+4=06 x'-2(-y)+4=0 x'+2y'+4=0
_ - N’ thuoc duong thdng d’ ¢6 phuong trinh x + 2y +4 =0.
'Vay 4nh clia d 12 dudng thing d’ c6 phuong trinh x + 2y + 4 = Q.
Pé tim (C"), truée hét ta dé ¥ ring (C) 1a dudng tron tam J = (1 ; -2), bdn kinh
R = 3. Goi J'1a anh cia J qua phép d6i xing truc Ox. Khi d6 J’ = (1 ; 2). Do d6
(CH1a duong tron tam J’ bén kinh bang 3. Tix d6 suy ra (C") c6 phuong trinh
(x- 1) +(- 2) =9,
b) Pudng thang d; qua M vudng géc véi d c6 phuong trinh
~1_y-5 |
2222 ookt y=7=0 (b.17)
1 -2 o
Giao cha d va d; 1a diém M c6 toa do thod man hé phuong trinh
x—2y+4=0 [x=2
==
2x+y-7=0 y=3.
Vay My = (2 ; 3). Tir d6 suy ra anh clia M qua phép ddi xing qua dudng
théng d 12 M” sao cho M, 12 trung diém ctia MM", do d6 M" = (3 ; 1). -

Y
M
d
M
B
' J M
A X
| 0
i J
| B
7
Hinh 1.7
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@ Van dé 2

Tim truc doi xing cla mét da gjac
1. Phuong phdp gidi

St dung tinh chét : Néu mot da gidc ¢6 truc d6i leg d thi qua phep doi xung
truc d méi dinh cta né pha1 bién thanh mot dinh cla da gidc, mdi canh cta né
phai bién thanh mot canh cta da giac bang canh dy.

2. Vidu

Vi du. Tim céc truc d6i xing chia mat hinh chir nhat.

Giai
Cho hinh chit nhat ABCD, AB > BC. Goi F 1a phép d6i xing qua truc d bién
ABCD thanh chinh né. Khi dé canh AB chi c6 thé bién thanh chinh né hoac
bién thanh canh CD. :

Néu AB bién thanh chinh né thi chi c6 thé xay ra F(A) = B (vi néu F(A) = A thi
F(B)=B suy ra d tring v6i dudng thang AB, diéu nay vo 1i). Khi d6 4 1a dudng
trung truc cia AB.

Néu AB bi€n thanh CD, thi khong thé xay ra F(A) = C, F(B) = D. Vi néu thé
thi AC // BD (cung vuong géc véi d) diéu d6 vo li. Vay chi c6 thé F(A) =D
F(B) = C. Khi d6 d 13 dudng trung truc ciia AD. |
Vay hinh chit nhat ABCD c6 hai truc d6i xing 1a cdc dudng trung truc clha AB
va AD.

’

Van dé 7

*Ding phép déi xiing truc dé gidi mét s& bai toan dung hinh

14

1. Phuong phdp gidi

Dé dung mot diém M ta tim cdch xdc dinh né nhu 1a anh ctia mot diém da biét
qua mot phép d6i xing truc, hoac xem diém M nhu 1a giao chia mot dudng ¢
dinh véi dnh cia mot duomg da biét qua mot phep doi ximg truc.

2.Vidu

Vi du. Cho hai dudng tron (C), (C") c6 ban kinh khdc nhau va duong thang d.
Hay dung hinh vuoéng ABCD c6 hai dinh A, C 14n luot nam trén (C), (C") con
hai dinh kia nim trén 4.



Gidi

Phan tich

‘Gia st hinh vuong da dung dugc. Ta
thay hai dinh B va D cua hinh vudng
ABCD lu6n thuoéc d nén hinh vuodng
-hoan toan xac dinh khi biét dinh C.
Xem C la anh cia A qua phép doi xing
qua truc d. Vi A thuoc dudng tron (C)
nén C thudc dudng tron (C;) la anh cia
(C) qua phép doi xing qua truc d. Mat
khac C ludén thuoc dudong tron (C). Vay N\ |/
C phai la giao ctia dudng tron (C) véi O™ B
dudng tron (C). Hinh 1.8

@)

R UL \ N 7 S,

Tir d6 suy ra cich dung.

Cdch dung

a) Dung duong tron (Cy) 1a anh ctia (C) qua phép doi xing qua truc d.

b) Tt C thuoc (C;))N(C") dung diém A déi xting v6i C qua d. Goi I 1a giao
cua AC véi d. _

c) Ldy trén d hai diém B va D sao cho / 12 trung diém cta BD va IB = [D = IA.
Khi d6 hinh vuéng ABCD lé. hinh cin dung.

Chimg minh ‘

- Dé thdy ABCD 1a hinh vuong c¢6 B va D thudc d, C thuoc (C’). Ta chi cAn
chitng minh A thudc (C). That vay vi A doi xiing v6i C qua d, ma C thudc (C”)
nén A phai thudc (C) 1a anh cta (C’) qua phép doi xitng qua truc d.

Bién ludn

Bai toan Cé_m(f)t, hai, hay v6 nghiém tuy theo s6 giao diém cta (C) véi .(C’).

Van dé 4

Dung phep ddi xiing truc d€ gidi mot s bai todn tim tép hop dicm
1. Phuong phdp giai
Chtmg minh tap hop diém phai tim 12 4nh ciia mot hinh da biét qua mot phép

d6i xing truc.

15 .



2.Vidu

Vi du. Cho hai diém phan biét B va C ¢6 dinh trén dudng tron (O) tam O diém
A di dong trén duorng tron (O). Chimg minh ring khi A di dong trén duong
tron (O) thi truc tam cia tam gidc ABC di dong trén mot duong tron.

Goi I, H’ theo thit tu 1a giao cuia tia AH v6i
BC va dudng trg‘)n (0). Taco

BAH = HCB (tuong tmg vudng goc)
BAH = BCH’ (cung chan mot cung).

Vay tam gidc CHH' can tai C, suy ra H va
H’ d6i xting véi nhau qua dudng thang BC.

Khi A chay trén duong tron (O) thi H’ ciing-
chay trén duong tron (O). Do d6 H phai
chay trén dudng tron (O') 1a anh cia (0)
qua phép d6i ximg qua dudng thing BC.

1.6.

1.7.

1.8.
1.9.

1.10.

16

Gidi

Hinh 1.9

C. CAU HOI VA BAI TAP

Trong mat phéng toa do Oxy, cho diém M(3 ; —5), dudng théng d ¢6 phuong trinh
3x + 2y - 6 = 0 va dudng trdn (C) c6 phuong trinh : x2 +y2 — 2x + 4y —4 =0,
Tim anh ctia M, d va (C) qua phép d6i xing qua truc Ox.

Trong mit phing Oxy cho dudng thang d ¢6 phuong trinh x — 5y + 7 = 0 va
dudng thang d’ ¢6 phuong trinh 5x — y — 13 = 0. Tirm phép d6i xung truc bién
dthanh d’. '

Tim cdc truc d6i ximg cua hinh vuong.

Cho hai duo‘ng thang ¢, d ct nhau va hai diém A, B khong thugc hai dudng
thang d6. Hay dung diém C trén c, diém D trén d sao cho tf gidc ABCD la
hinh thang c4n nhén AB la mot canh ddy (khong can bién luan).

Cho duomg thang d va hai diém A, B khong thu¢c d nhung ndm cuing phia
d6i véi d. Tim trén d diém M sao cho tdng cdc khoang cach tir d6 den A
va B la bé nhat.



§4. PHEP POI XUNG TAM

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. PINH NGHIA

Cho diém /. Phép bién hinh bién diém / thanh chinh né, bién mdi diém M
khac 7 thanh M’ sao cho / 12 trung diém clia doan thang MM’ dugc goi |a phép
doi ximg tam 1.

Phép d6i xung tam / thudng dugc ki hieu 1a D, . -

T dinh nghia ta suy ra :

WM’ = Dy(M) & IM'=~IM .
Hinh 1.10

Tudo suyra:
eNeuM =/thiM = 1. .
e NéuM = [ thi M’= D;(M) & I1a trung diém cha MM,

2) Diém I duoc goi 1a tdm doi ximg cla hinh J néu phép doi xing tam / bién
hinh &# thanh chinh né. Khi d6 A duoc goi 13 hinh 6 tam doi xitng.

IL BIEU THUC TOA PO
Trong mat phang toa d6 Oxy, cho I = (xg 5 yp) 801 M=(x;y)va M'=(x";y)
14 anh ca M qua phép d6i xting tam /. Khi d6
' J'_x' =2xp - X
[v'=25-.

III. CAC TINH CHAT
Phép d6i xtng tam
1) Béo toan khoang céch giita hai diém bat ki ;
2) Bién mot dudng thdng thanh dudng thang song song hoac tring véi dudng
thang da cho ;
3) Bién mot doan thang thanh doan thang bang doan thang da cho ;

©

4) Bién mot tam gidc thanh tam gidc bang tam gidc da cho ;
5) Bién mot dudng tron thanh dudng trdn ¢ cung béan kinh.

2 BT HINHHOC11(C)-A 17



B. DANG TOAN CO BAN

[
L vivaen

Xac dinh anh clia mét hinh qua mot phép déi xiing tam

1. Phuong phdp giai

Diing dinh nghia, biéu thic toa do hoac tinh chat cua phép doi xing tam.

2. Vidu

V¥ dy. Trong mat phang toa do Oxy cho diém (2 ; =3) va duong thang d ¢6
phuong trinh 3x + 2y — 1 = 0. Tim toa do clia di€m I’ va phuong trinh cia duong
thang d’ 4n luot 12 anh chia / va dudng thang d qua phép d6i ximg tam O.

Gidi
I'=(=2;3). '
Dé tim d’ ta c6 thé 1am theo céc cach sau :

Cach 1. Tux biéu thic toa do cua phép doi xiing qua goc toa do ta c6
| x=—x
{y =-y.
Thay biéu thiic ctia x va y vao phuong trinh cta d ta dugc

3(=x) + 2(-=y).~ 1 =0, hay 3x"+ 2y’ + 1 = 0. Do d6 phuong trinh cua d’ la
3v+2y+1=0. .

Cdch 2. Vi d’ song song hoac tring vé6i d nén phuong trinh cia d’ ¢6 dang
3x+2y+ C =0. Lay diém M0 ; %) thuoc d, thi anh ctianéla M'=(0 ; —%).
Vi M’ thudc d’ nén —2-—]2—+C:0. TudosuyraC=1..

Cdch 3. Ta ciing c6 thé 1dy hai diém M, N thugc d. Tim anh M’, N’ tuang ting
cla ching. Khi d6 @’ chinh 1a dudng thing M'N". .

[J
L vinae2
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1. Phuong phdp giai

Né&u hinh da cho 1a mot da gidc thi sir dung tinh chat : Mot da giac ¢6 tam doi
xtng I thi qua phép d6i ximg tam / méi dinh cGa né phai bién thanh mét dinh
cua da gidc, mdi canh cla n6 phai bién thanh mot canh cia da gidc song song
va bang canh ay.

Néu hinh da cho khong phai 12 mot da gidc thi sir dung dinh nghia.
2.Vidu
Vi du 1. Chiing minh rang trong phép déi ximg tam / néu di€ém M bién thanh
chinh né thi M phai trang véi /.

Gidi
Tacé IM=—IM =2IM=0=IM=0=>M=1.
Vi du 2. Chiimg minh rang néu mot tir gidc ¢ tam doi xing thi nd phai la hinh
binh hanh. '
Gia sur tir gidc ABCD c6 tam doi xung la /. A : D~
Qua phép doi xing tam /, tf gidc ABCD
bién thanh chinh né nén dinh A chi ¢6 thé

bién thanh A, B, C hay D. - !
~ Néu dinh A bién thanh chinh né thi theo B o c
vi du trén A trung /. Khi d6 ti gidc c6 hai ' Hinh 1.11

dinh d6i xing qua dinh A. Diéu do vo Ii.

— Néu A bién thanh B hoac D thi tam déi xuing thudc cdc canh AB hoac AD
cla tif gidc nén cling suy ra diéu vo li.

Vay A chi ¢6 thé bién thanh dinh C.

Li luan tuong tu dinh B chi ¢6 thé bién thanh dinh D. Khi dé tam déi xing /
Ia trung diém cua hai dudng chéo AC va BD nén it gidac ABCD phai la hinh
binh hanh.

E Vandé 7 -

Dung phép déi xing tam dé gidi mot s bai toan hinh hoc

.1. Phuong phadp giai

Str dung tinh chat cua phép doi xiing tam.
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pé dung mot diém i ta tim cach xac dinh no nhu 1a anh cia mot diém di biét

qua moét phép doi xing tam, hoac xem diém M nhu 1a giao cua mot duong co- -

dinh véi anh cua mot dudng da bi€t qua mot phép déi xing tam.

2. Vi du
Vi du. Cho g6c nhon xOy va mot diém A thudc mién trong clia goc do.

a) Hay tim mot dudng thang di qua A va cit Ox, Oy theo thit ty tai hai di€m M,
N sao cho A 14 trung diém cta MN.

b) Chimg minh ring néu mot dudng thang bat ki qua A cit Ox va Oy lan luot
- tai C va D thi ta luén cé dién tich tam gidc OCD 16n hon hoac bang dién tich
tam giac OMN.
Gid |
a) Gia st M, N di dung dugc
(h.1.12). Goi O’ 1a anh cua O qua
phép do6i xing qua tam A. Khi d6
tr gide OMO’N 1a hinh binh hanh.
Tir d6 suy ra cach dung :

— Dung O’ la anh ctia O qua phép
d6i xtng qua tam A.

. —Dung hinh binh hanh OMO’'N
sao cho M, N lan lugt thuoc Ox, _
Oy. Dé thdy duong thing MN di Hinh 1.12
qua A va AM = AN. Do d6 duo’ng
thang MN 12 dudng thang can fim.

b) Gia st duo’ng thang d bat ki di qua A cit O'M, Ox, Oy lan luot tai B, C, D
(C thuoc tia Mx). Do phép déi xing qua tam A bién dudng thang O'M thanh
duong thang Oy, nén né bién B thanh D. Tir d6 suy ra AABM = AADN.

Do d6 dién tich AOMN = dién tich tt gidc OMBD < dién tich AOCD.

C. CAU HOI VA BAI TAP

1.11. Cho tt gidc ABCE. Dung anh ctia tam gidc ABC qua phép doi xing tam E.

1 12. Trong mat phang Oxy, cho hai diém /(1 ; 2), M(=2 ; 3), dudng thang d c6
phuong trinh 3x —y + 9 = 0 va duong tron (C) ¢6 phuong trinh :

,\‘-+y +2v— 6y+6=0.
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Hay xdc dinh toa do cua diém M’, phuong trinh cua duong thing d’ va dudng
tron (C”) theo thif tu 1a anh cua M, d va (C) qua
a) Phép doi xing qua goc toa do ;
b) Phép dé6i ximg qua tam /.
1.13. Trong mat phang Oxy, cho dudng théng d c6 phuong trinh : x — 2y +2 =0 va
d’ ¢6 phuong trinh : x — 2y — 8 = 0. Tim phép doi xting tam bién d thanh d’

va bién truc Ox thanh chinh no.

1.14. Cho ba diém khong thang hang /, J, K. Hiy dung tam gidc ABC nhan /, J, K
lan luot 1a trung diém cha cac canh BC, AB, AC,

§5. PHEP QUAY

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

1. PINH NGHiA

Cho diém O va géc lugng gidc «. Phép bién ,
hinh bién O thanh chinh n6, bién méi diém M M
khic O thanh diém M’ sao cho OM’ = OM va

g6c lugng gidc (OM ; OM") bang « dugc goi 1a

phép quay tdm O géc « (h.1.13).

biém O duoc goi la tdm quay, « duoc goi la

goc quay. G
Phép quay tam O goéc « thuong dugc ki hiéu la Hinh 1.13
0,2

Nhdn xét

— Phép quay tam O géc quay « = (2k+ 1)z véi k nguyén, chinh la phép dai
xtng tam O.

- Phép quay tam O géc quay « = 2kz vdi k nguyén, chinh la phép dong nhat.
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II. TINH CHAT

Phép quay
1) Bao toan khoang cich giita hai diém bat ki ;
2) Bién mot dudng thang thanh dudng thang ;
3) Bién mot doan thang thanh doan thang bang doan thing di cho :
4) Bién mot tam gi4c thanh tam gidc bang tam gidc da cho ;
5) Bién mot duong tron thanh du‘ong tron ¢d cung ban kinh,
1= Cha y. Gia stt phép quay tam / géc « bién d 0
dudng thang d thanh dudng thang d’ (h.1.14). “
Khi dé '
7

— Néu 0<a£%th‘1gécgifradvad’bénga; ' 7Nz -

. T RS s s .
— Néu 5<a<7zth1gocguradvad bang 7 - & . Hinh 1

B. DANG TOAN CO BAN
D v ae
Xéc dinh anh ctia méL hinh qua-mot phép quay

1. Phuong phap gidi
Dung dinh nghia cua phép quay.

2. Vidu

Vi du 1. Cho hinh vuong ABCD tam O A M B
(h.1.15). M 1a trung diém cua AB, N la trung ' '
diém clra OA. Tim anh cla tam gidc AMN

qua phép quay tam O géc 90°.

Gidi
Phép quay tam O géc 90° bién A thanh D, 0
bién M thanh M’ 1a trung diém cta AD, bién
N thanh N’ 1a trung diém ciua OD. Do do6 no D
bién tam gidc AMN thanh tam gidc DM'N’. Hinh 1.15
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Vi du 2. Trong-1ind. pnang toa 46 Oxy

y

cho diém AQ3 ; 4) Hay tim toa do 1

diém A’ 12 nh clia A qua phép quay

tam O géc 90°. _ C A

Giai A B

~Goi cac diém B(3 ; 0), C(0 ; 4) 14n luot

1a hinh chi€u vuong géc ctia A 1én cac : : R
truc Ox, Oy (h.1.16). Phép quay tam O c’ 0 B X
géc 90° bién hinh chit nhat OBAC

thénh hinh chit nhat OB'A’C". D& thdy S

=(0;3),C"'=(-4;0). Tir d6 suy Hinh 1.16

raA =(~4;3).

Van dé 2

8t dung phép quay dé gidi mét s6 bai toan hinh hoc

1. Phuong phdp giai

Chon' tam quay va g6c quay thich hop réi sit dung tinh chat cua phép quay.

Luu y dén chd y néi & muc A.Il.

2. Vidu

Vi du. Cho ba di€ém thang hang A, B, C, diém B nam giita hai diém A va €. Dung
vé mot phia clia dudng thang AC céc tam giac déu ABE va BCF.

a) Ching minh rang AF = EC va géc giita hai duong thang AF va EC bang 60° .
b) Goi M va N 1an luot la trung diém clia AF va EC, ching minh tam giac BMN déu.

2

Gidi

5 nhé 5 F.
a) Goi Q(B 60°) la phép quay tam B
e 0 . A P i : E
goc quay 60°. Q(B,_6O°) bién cac diém M
E, C lan luot thanh cdc diém A, F nén
né bién doan thang EC thanh doan
thang AF. Do d6 AF = EC va géc giita i 5 C

hai dudng thang AF va EC bing 600
(h.1.17). Hinh 1.17
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b) Q(B 60°) cling bién trung diém N cta EC thanh trung diém M cta AF nén

BN =BM va (BN , BM) = 60°, do d6 tam gidc BUN déu.

@VA’N dé %

Dung phép quay dé gidi mot s bai toan duag hinh

1. Phuong phdp gidi

Dé dung mot diém M ta tim cdch x4c dinh né nhu 13 anh clia mot diém da biét
qua mot phép quay, hoac xem M nhu 13 giao cua mot duong ¢ dinh véi anh
ctia mot duong da bi€t qua mot phép quay.

2. Vidu

V¥ du. Cho hai duong thang a, b va diém C khong a
nam trén ching. Hay tim trén a va b lan luot hai A
diém A va B sao cho tam giac ABC la tam giac déu. b

: Giai
Néu xem B la anh clia A qua phép quay tam C

géc quay 60° thi B s& la giao ciia dudng thing b B
v6i duong thang a’ 1a anh cla a qua phép quay néi
_ trén (h.1.18).

S6. nghiém cua bai toan tuy thudc vao s6 giao
diém ctia dudng thang b véi dudng thang a”.

Hinh 1.18

C.CAU HOI VA BAI TAP

1.15. Cho luc gidc déu ABCDEF, O la tam d6i xing cha nd, / 1a trung diém cla AB.
a) Tim anh cua tam gidc A/F qua phép quay tam O géc 120°.
b) Tim anh clia tam gidc AOF qua phép quay tam E géc 60° .

1.16. Trong mat phéng Oxy cho céc diém A(3 ; 3), B0 ; 5), C(1 ; 1) va duong
thang d c6 phuong trinh 5x — 3y + 15 = 0. Hay xdc dinh toa d¢ cdc dinh cia
tam gidc A'B'C’ va phuong trinh cia duong thang d’ theo thi tu 12 anh cla

tam gidc ABC va dudng thing d qua phép quay tam O, géc quay 90°. .
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1.17. Cho nira dudng tron tam O duong kinh BC. Diém A chay trén nua dudng
tron d6. Dung vé phia ngoai cta -tam gidc ABC hinh vuong ABEF. Ching
minh ring E chay trén mot nira duding tron c6 dinh.

1.18. Cho tam giac ABC: Dung vé phia ngoai ctia tam giéc cdc hinh vuéng BC1J,
ACMN, ABEF va goi O, P, Q lan lugt la tam doi xing ctia chiing.

a) Goi D la trung diém cia AB. Ching minh ring DOP la tam gidc vuong
can dinh D.

b) Chitng minh AO vuéng géc véi PQ va AO = PQ.

§6. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH
VA HAI HINH BANG NHAU

A. CAC KIEN THUC CAN NHG

I. DINH NGHIA
Phép doi hinh 12 phép bién hinh béo toan khoang cach giita hai diém bat ki.
Nhdn xét | |
. Céc phép tinh tién, d6i xing truc, d6i xing tam va quay déu 1a nhitng phép
doi hinh.

o Néu thyc hién lien ti€p hai phép doi hinh thi dugc mot phép doi hinh.

IL TINH CHAT

Phép doi hinh

a) Bién ba diém thing hang thanh ba diém thang hang va bao toan thi tu giita
céc diém 4y ;

b) Bién mot dudng thing thanh dudng théng, bién tia thanh tia, bién doan
thang thanh doan thédng bang né ; '

c) Bién mot tam gidc thanh tam gidc bang tam gidc da cho, bién mot géc thanh
g6c bang géc da cho ; :

d) Bi€n mot dudng tron thanh dudng tron ¢6 cung bén kinh.

25



I11. HAI HINH BANG NHAU

Pinh nghia : Hai hinh dugc goi a bdng nhau néu c6 mot phep doi hinh bién
hinh nay thanh hinh kia.

@ VAN di 1

Xéc dinh anh ctia mét hinh qua mét phep dai hinh

" B. DANG TOAN CO BAN

1. Phuong phdp gidi
Dung dinh nghia va tinh chat clia phép doi hinh.
2.Vidu

v afu. Trong mat phang OAy cho ducmg thang d co phuong tiinh 3x y 3=0.
“Viét phuong trinh clia dudng thang d’ 12 anh cua dudng thang d qua phep doi
hinh c6 dugc bang céch thuc hién lién tiép phép déi ximg tam /(1 ; 2) va phép tinh
tién theo vecto v =(-2; 1).
Gidi .

Goi phép doi hinh can tim 12 F. Goi d; 12 anh ctia d qua phép d6i ximg tam (1 ; 2),
d'1a anh cta d; qua phép tinh tién theo vecto v = (-2 ; 1). Khi dé d’ = F(d). Vi
d| song song hodc tring véi d, d’ song song hoac tring v6i d; nén d’ song song
hoac tring véi d. T d6 phuong trinh cua d’ ¢6 dang : 3x — y + C = 0.
Bay giod ta 1dy diém M(1 ; 0) thudc d. Phép déi ximg tam I(1 ; 2). bién
M thanh M, (1 ; 4). Phép tinh ti€n theo vecto vV = (-2 ; 1) bién M, thanh
M'=(1-2;4+1)=(=1;5). Khidé M'= F(M). Do d6 M’ thudc d’. Thay toa

d¢ ciia M’ vao phuong trinh ctia d” ta duge 3. (1) ~ 1. 5+ C = 0. Tir d6 suy ra
C = 8. Vay phuong trinh cia d’1a 3x — y + 8 = 0.

@ VaN di 2

‘Céc bai toan vé mdi lién quan gilia mdt 86 phép doi hinh quen biét

1. Phuong phdp gidi
Str dung dinh nghia ctia cac phép doi hinh c6 lién quan.
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L&y duong thang 4 nhan ¥ lam

2. Vidu

Vi dv. Chimg minh rang phép tinh tién theo vecto ¥ #0 12 két qué cha viéc
thuc hién lién ti€p hai phép déi xing qua hai truc song song véi nhau.

Giai

vecto phap tuyén. Goi d’ la anh cta d

qua phép tinh tién theo vecto %\"-

_ . M 1 M, 1 M
Lay diém M wy y. Goi M| =D (M),
M’=Dp(M,). Khi dé ta c6 ;
. d '
MMI=MM] +M1M'=21M| +2Mlll Hinh 1.19

| =20I'=7 .

Vay M)=M.
Vian dé 7

Ching minh hai hinh bang nhau

1. Phuong phdp gidi

Chimg minh hai hinh dé la anh cta
nhau qua mot phép doi hinh.

2.Vidu

VX du. Cho hinh chit nhat ABCD. Goi
O la tam d6i xing ctand ; E. F. G,
H, I, J theo thit tu |2 trung diém cua
cac canh AB. BC. CD. DA. AH. OG.
Chitng minh rdng hai hinh thang :
AIOE va GJFC bang nhau. ' Hinh 1.20

Giai

Ta ¢6 phép tinh tién theo AO bién A, /. 0. E lan lugt thanh O. J, C, F. Phép d6i
ximg qua dudng trung truc cua OG bién O, J, C. F lan luot thanh G, J, F, C.
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Tir d6 suy ra phép doi hinh c6 dugc bang cach thuc hién lién ti€p hai phép
bién hinh trén s€ bién hinh thang AJOE thanh hinh thang GJFC. Do dé hai
hinh thang &y bang nhau.

C. CAU HOI VA BAI TAP

1.19. Trong mat phang Oxy, cho v(2;0) va diém M(1 ; 1).

a) Tim toa do cta diém M’ 1a anh cha diém M qua phép doi hinh ¢6 dugc
bang cach thuc hién lién ti€p phép d6i xing qua truc Oy va phép tinh tién
theo vecto V. '

b) Tim toa do chia diém M” 1a 4nh cla diém M qua phép doi hinh cé duoc
bang cach thuc hién lién ti€p phép tinh ti€n theo vectd v va phép doi
xing qua truc Oy.

1.20. Trong mat phang Oxy, cho vectd v = (3 ; 1) va dudng thang d c6 phuong
trinh 2x — y = 0. Tim anh cla d qua phép doi hinh c6 dugc bang cich thuc

hién lién ti€p phép quay tam O géc 90" va phép tinh tién theo vecto v .

1.21. Chimg minh ring mdi phép quay déu c6 thé xem la két qua cla viéc thuc
hién lién ti€p hai phép doi xing truc.

1.22. Cho hinh vuéng ABCD ¢6 tam [. Trén tia BC 14y diém E sao cho BE = Al.
a) Xac dinh mot phép doi hinh bién A thanh B va I thanh E.
.b) Dung anh ctlia hinh vuong ABCD qua phép doi hinh dy.

§7. PHEP VI TU

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

1. PINH NGHIA

Cho diém 7 va mot s6 k # 0. Phép bién hinh bién mdi diém M thanh diém M’
sao cho IM’ = k.IM dugc goi 1a phép vi tw tam I, i 56 k.

IL TINH CHAT
1) Gia st M’, N’ theo thit ty 1a anh cua M, N qua phép vi tu ti s6 k. Khi dé
a) M'N’ = kMN ; b) M'N’ = lkLMN :
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2) Phép vi tu ti s6 k

a) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va bao toan thi tu
gitta cac diém ay ;

b) Bi€n mat dudng thang thanh dudng thang song song hodc trung véi duong
thang di. cho, bién tia thanh tia, bién doan thang thanh doan thang ;

¢) Bién mot tam gidc thanh tam gidc déng dang véi tam giac da cho, bién
goc thanh géc bang né ;

d) Bi€n mot dudng tron ¢é ban kinh R thanh dudng tron cé ban kinh [4IR.

II1. TAM VI TU CUA HAI PUONG TRON
' Dinh li : Vi hai ducng tron bdt ki luon c6 mot phép vi tu bién duong tron nay
thanh duong tron kia.
Tam cha phép vi tu néi trén duge goi la tdm vi tir clia hai dudng tron
Cho hai duéﬁg tron (I ; Ry va(I’; R). C6 ba truong hop xay ra :

ONéultrL‘mgvmlthlphepvgtutﬁmltls(‘)?vaphepv;tutém[tls(‘)—?

bién duong tron (I ; R) thanh dudng tron (7 ; R) (h.1.21).
) : . R L
e Néulkhacl'va R # R thiphépvitutam O t1s0 k = n va phép vi tu tam O

ti s6 k, = ) $& bién dudng tron (7 ; R) thanh duong tron (I”; R”). Ta goi O ia

tam vi tw ngoai con O | la tam vi g trong ciia hai duong tron néi trén (h.1.22).

M’ M’
M
.
0 R I
\_ /o
L

Hinh 1.21 Hinh 1.22

e Néul khac I’ va R = R' thi chi ¢6 phép vi tu tam O) t1 80 k = "2 = -1 bién

dudng tron (/ ; R) thanh dudng tron (I ; R’) (h.1.23). D6 chinh la phép doi
ximng tam O .
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M

Hinh 1.23

B. DANG TOAN CO BAN

@ Van dé 1

30

Xéc dinh anh clia mét hinh qua mét phép vi ty

1. Phuong phdp gidi

Dung dinh nghia va tinh chét cua phép vi tu.

2. Vidu

Vi du. Trong mat phang Oxy cho dudng thiang d ¢6 phuong trinh 3x + 2y — 6 =0.
Hay viét phuong trinh clia dudng thang d’ 1a anh clia d qua phép vi tu tam O
ti s6 k =-2.

Gidi
Do d’ song song hoac trung véi d nén phuong trinh cua né c¢6 dang : 3x + 2y +
+ C =0. Lay M(0 ; 3) thudéc d. Goi M'(x"; y") la anh cta M qua phép vi tu:
tam O, ti s6 k = -2. Dé y rang OM =(0;3), OM’'=(x"; y)=-20M, ta c6
X'=0,y'=-23=-6.Do M’ thuéc d'nén 2.(-6)+ C =0.Dod6 C =12.
Tir d6 suy ra phuong trinh ciia ¢’ 12 3x + 2y +12 = 0.
Bai nay cling c6 thé giai bing céach sau :
LAy hai diém M, N phan biét thuoc d, tim anh M’, N’ cua ching qua phép vi tu
tam O, ti s6 k = —2. Khi dé &’ chinh Ia dudng thang M'N".
Goi M'(x'; y) 12 anh clia M qua phép vi tu trén. Khi d6

: 1, 1,
X'=-2x,y'= 2y @ x=-ox, YEIoY



_ shaa
Tac6:Mede3x+2y—-6=0 & —%,r’—é.y’—6=0®3x"+2y’+12=0

- © M’ thudc duong thing d’ c6 phuong trinh 3x + 2y +12 = 0.
Vay anh cta d qua phép vi tu trén chinh la d".

r
EVA’NJ@Q

Tim tam vi ty clia hai dusng tron

1. Phuong phdp gidi

Str dung cach tim tam vi tu da néu & muc II1. M
2.Vidu
3R
Vi du 1. Cho hai dudng.tron (O ; R) va (O’ ; 3R) 2N\ P
nhu hinh 1.24. Tim cac phép vi tu bi€n duong T 0 0
~ tron (O ; R) thanh dudng tron (O”; 3R).
Giai
Str dung cach tim tdm vi tu da néu & muc II1 a
ta duoc hai phép vi tu V, a Vi biél
a JC hal phep vi (,3) va 1 =3) 1€n Hinh 1.24

dudng tron (O ; R) thanh dudng tron (O’ ; 3R).

Vi du 2. Trong mat phang Oxy cho hai diém A(2 ; 1) va B(8 ; 4). Tim toa do
tam vi tu cia hai duong tron (A ; 2) va (B ; 4).

Gidi |
Day 1a hai dudng tron khong dong tdm va khac ban kinh, nén cé hai phép vi tu
ti s6 2 bién dudng tron (A ; 2) thanh dudng trdn (B ; 4). Goi I(x ; y) 1a tam vi
8—x=%2(2-x)

tu. Khi d6 ta c6 1B =+2]A <
4—y=22(1-y).

Giai cac hé¢ phuong trinh trén s& tim duoc tam vi tu ngoai la 1(—4 —2) va tam
vi tu trong 1a I'(4 ; 2).
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@ VAN di 3
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&l dung phép vi tu dé gidi toan

1. Phuong phap gidi

Pé xac dinh mot diém M ta xem né nhu 12 anh clia mot diém da bi€t qua mot
phép vi tu, hodc xem M nhu la giao cia mot dudng ¢6 dinh v6i anh cua mot
dudng da biét qua mot phép vi tu.

2.Vidu

V¥ du. Cho tam gidc ABC c¢6 hai géc B, C déu nhon. Dung hinh chi nhat
DEFG cé EF = 2DE véi hai dinh D, E ndm trén BC va hai dinh F, G 14n luot
niam trén AC, AB. ‘

Giai

Gia st da dung dugc hinh chit nhét
DEFG thoa min di€u kién dau bai
(h.1.25). Khi d6 tir mot diém G’ wy ¥
trén doan thiang AB ta dung hinh chit
nhat D'E'F'G’ ¢6 E'F’ = 2D'E’, hai dinh
D’, E’ nam trén BC. Ta ¢6

BG _GD _2GF _ GF-

BG' GD 2GF GF

Do d6 B, F', F thang hang.

Tir d6 ¢6 thé xem hinh chit nhat DEFG 1a anh cta hinh chit nhat D’E’F'G’ theo

HARAS Q'.I d
B D" E D E C
Hinh 1.25

phép vi ty tam B ti s6 B—g—,-Tudo ta c6 cach dung :

~ L4y diém G’ tuy y trén canh AB ;

— Dung hinh chit nhat D’E'F'G’ ¢6 E'F’ = 2D’E’, hai dinh D', E' nim trén BC ;
— Duong théng BF’ cat AC tai F. Pudng thang qua F song song v6i BC cit AB
tai G. Goi E, D 1an luot 1a hinh chiéu vuong géc cia F, G lén dudng thang BC.
Ta s& ching minh DEFG 12 hinh can dung.

‘ GF BG _GD

That vay, vi GF /| G'’F’,GD Il G'D’ nén ——=—,=——- Tu d6
it vay, vi G G’D’ nén GF _BG GD 0 suy ra
D

s GD =2 . Do d6 hinh chunhatDEFGlahmhcandung

GF GF



C. CAU HOI VA BAI TAP

1.23. Trong mat phang toa do Oxy cho dudng thang d ¢6 phuong trinh 2x + y —4 = 0.
' a) Hay viét phuong trinh ctia dudng thang d, 12 anh ctia d qua phép vi tu tam
Otis6k=3.
b) Hay viét phuong trinh cua duong thang d, 12 anh cta d qua phép vi tu tam
I(-1;2)tis6 k=-2. -
1.24. Trong mat phang toa do Oxy cho dudng tron (C) c6 phuong trinh
=3 +(y+1) =9
Hay viét phuong trinh ctia dudng tron (C”) 1a anh cua (C) qua phép vi tu tam
I(1;2)tis6k=-2.

1.25. Cho nita dudng tron dudng kinh AB. Hay dung hinh vuong c6 hai dinh nim
trén nira dudng tron, hai dinh con lai ndm trén dudng kinh AB cha nlra dudng
tron dé.

1.26. Cho géc nhon xOy va diém C ndm trong g6c d6. Tim trén Oy diém A sao cho
khoang cich tir A dén Ox biang AC.

§8. PHEP PONG DANG

~A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. PINH NGHIA
Phép bién hinh F duoc goi 1a phép déng dang ti s6 & (k > 0) néu véi hai diém
M, N bat ki va dnh M’, N’ tuong ting cla chiing ta lu6n ¢c6 M'N" = k.MN.
Nhdn xét
— Phép doi hinh Ja phép dong dang ti s6 1.
— Phép vi tu ti s6 & 1a phép ddng dang ti s& Il
— N&u thuc hién lién tiép hai phép déng dang thi dugc mot phép dong dang.

’

IL TINH CHAT
Phép dong dang ti s6 k

a) Bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang va bao toan thit tu gilra
cac diém 4y ;

3.BT.HINHHOC11(C)-A . 1



b) Bién mot duong thang thann dudng thang ; bién tia thanh tia ; bién doan
thang thanh doan thang ;

¢) Bién mot tam gi4c thanh tam gidc dong dang véi tam gidc da cho ; bi€n géc
thanh géc bang né ;

d) Bién mot dudng tron ban kinh R thanh duong tron ban kinh &R.

I11. HINH PONG DANG

Hai hinh dugc goi 13 déng dang v6i nhau néu c6 mot phép dong dang bién
hinh nay thanh hinh kia.

B. DANG TOAN CO BAN
@ Van dé 1
Xac dinh nh clia mét hinh qua mot phép dong dang

1. Phuong phdp gidi
Dung dinh nghia va tinh chat cua phép déng dang.

2.Vidu

V% du. Trong mat phang Oxy cho dudng thang d c6 phuong trinh x + y — 2 = 0.
Viét phuong trinh duong thang d' 1a 4nh clia d qua phép ddng dang c6 dugc

bang c4ch thuc hién lién ti€p phép vi tu tam /(-1 ; —1) ti 6 k = % va phép

‘quay tam O géc —45°.

>

Giai
Goi d, 1a anh cta d qua phép vi tuy tam /(-1 ; 1) tisok= % . Vid, song song
hoac tring véi d nén phuong trinh ctia né. cédang :x+y+C=0.
Lay M(1 ; 1) thudc d, thi 4nh clia n6 qua phép vi tu ndi trén 1a O thudc d;.
Vay phuong trinh cia d; 14 : x +y = 0. Anh clia d; qua phép quay tam O géc —45°
12 dudng thang Oy. Vay phuong trinh ctia d’1a x = 0. '

34 3.BT.HINHHOC11(C)—B.



!
@ Vian di 2
Tim phép déng dang bién hinh S thanh hinh ¢’

1. Phuong phdp giai

- Tim céch biéu thi phép déng dang d6 nhu la két qua cla viéc thyc hién lién
ti€p cac phép dong dang quen biét.

2.Vidu

Vi du. Cho hai hinh cht nhat c6 ti s6 gilta chiéu rong va chiéu dai bang %

Chimg minh rang luon c¢6 mot phép dong dang bién hinh nay thanh hinh kia.
Gidi

Gia sir ta ¢6 hai hinh chit
nhat ABCD, AB'C'D’ va Dy —— c
BC BC 1 | ) ’
“—=""=— (h1.26).
AB AB 2
Phép tinh tién T bien A’ 1B |p
hinh chi nhat ABCD D >
thanh hinh chi@t nhat

AB,C,D;.

Phép quay QA o) VO

a = (A'B;, A'B’) bién hinh

chit nhat A'B,C,D, thanh B Hinh1.26
hinh chit nhat A’B,C,D,.

L ADy _AD 1 n ADy _AB, _AG

ABy, AB 2 AD  AB AC
AD  AD
AD,  AD
nhat A’B'C’D". Vay phép déng dang c6 dugc bing céch thyc hién lién tiép céc
phép bi€n hinh T, Oa 4y VA V4 4y s€ bién hinh chit nhat ABCD thanh
hinh chif nhat A’B'C'D", -

. Tt d6 suy ra phép vi tu

s€ bién hinh chi nhat A’B,C,D, thanh hinh chir

‘/(A’,k) Vé‘ikz
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T vinae s

Diing phép déng dang d€ gidi todn
1. Phuong phdp gidi
Dung cac tinh chat cia phép dong dang..

2.Vidu _
Vi du. Cho hai dudng thing a va b cét nhau va diém C (h.1.27). Tim trén a va b
cdc diém A va B tuong ting sao cho tam gidc ABC vudng can & A.

Gidi
Ta thdy géc luong gidc (CA ; CB) = —45°
vé'%=\/§. Do d6 c6 thé xem B 1a anh

clia A qua phép dong dang F c6 dugc bang
cach thyc hién lién ti€p phép quay tam C,

géc —45° va phép vi tu tam C, ti s6 V2.

Vi A€a nénBe a”=F(a), B lai thuoc b.
Do d6 B la giao ctua a” vdi b. Hinh 1.27

C. CAU HOI VA BAI TAP

1.27. Trong mat phing Oxy cho dudng thang d c¢6 phuong trinh x = 2.2 . Hay viét

phuong trinh dudng thang d*1a anh cla d qua phép déng dang c6 dugc bang

cach thyc hién lién ti€p phép vi tu tam O ti s6 k = % va phép quay tim O

géc 45°.

| ; 2 2
1.28. Trong mat phang Oxy cho dudng tron (C) ¢6 phuong trinh (x— 1) +(y-2) =4.

Hay viét phuong trinh dudng tron (C") 1 anh cta (C) qua phép déng dang c6
dugc bing cach thuc hién lién ti€p phép vi ty tam O ti s6 k = —2 va phép déi
ximg qua truc Ox.

1.29. Chiing minh ring hai da gidc déu c6 cing s6 canh luon dong dang véi nhau.
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1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

- 1.34.

1.35.

1.36.

1.37.

1.38.

Cho hinh thang ABCD ¢6 AB song song v6i CD, AD = a, DC = b con hai
dinh A, B c¢6 dinh. Goi [ 14 giao diém cta hai dudng chéo.

a) Tim tap hop cdc diém C khi D thay doi.
b) Tim tap hop céc diém / khi C va D thay ddi nhu trong cau a).

CAU HOI VA BAI TAP ON TAP CHUONG I

Trong mat phing Oxy cho dudng thing d ¢6 phuong trinh 3x - 5y+3=0va
vectd V- (2 ; 3). Hay vié€t phuong trinh duo‘ng thang d’ 1a anh clia d qua phép

tinh tién theo vecto v .

Cho hinh binh hanh ABCD c6 AB c6 dinh, duong chéo AC c¢6 do dai bang m

khong déi. Ching minh rang khi C thay déi, tap hop céc diém D thuoc mot

duong tron xac dinh.

Cho tam gidc ABC. Tim mot diém M trén canh AB va mot diém N trén canh

AC sao cho MN song song véi BC va AM = CN.

Trong mat phang Oxy cho dudng thang d c6 phuong trinh 3x — 2y — 6 = 0.

a) Viét phuong trinh clia dudng thang d; 1a anh cla d qua phép d6i xing
- qua truc Oy.

b) Viét phuong trinh cua duong thang d, 1a anh cta d qua phep déi xing
qua dudng thang A cé phuo‘ng trinhx+y-2=0.

Chodudng tron (C) va hai diém c6 dinh phan biét A, B thuoc (C). Mot diém

M chay trén dudng tron (trir hai diém A, B). Hay xac dinh hinh binh hanh

AMBN. Chimg minh rang tap hop cdc diém N cling nim trén mét dudng tron

xéc dinh.

Cho hai dudng tron cung ¢6 tdm O, ban kinh ldn lugt laRvar, (R>r). Ala
mot diém thudc dudng tron ban kinh r. Hay dung duong thang qua A cat duong
tron béan kinh r tai B, cit dudng tron ban kinh R tai C, D sao cho CD = 3AB.

Trong mat phing Oxy cho dudng thang d c6 phuong trinh x + y — 2 = 0.
Hay viét phuong trinh cla dudng thing d’ 12 anh cla d qua phép quay
tam O géc 45°.

Qua tam G clia tam gidc déu ABC, ké dudng thang a cét BC tai M va cat AB
tai N, ké dudng thing b cit AC tai P va AB tai O, dong thoi goc gilta a va b

bing 60°. Chimg minh rang tir gilc MPNQ 14 mot hinh thang can.
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1.39. Goi A, B’, C’ tuong Ging 1 daki cua ba di€m A, B, C qua phép déng dang ti sO k.

Ching minh ring AB.A'C’ = k> AB.AC.

1.40. Goi A’, B’ va C’ tuong tng 1a anh cua ba diém A, B va C qua phép dong dang.

1.41.

1.42.

1.43.

1.44.

Chimg minh rang néu AB = pﬁ thi AB' = pA’C’, trong d6 p 12 mot s0. Tu
d6 ching minh ring phép déng dang bién ba diém thang hang thanh ba di€m
théng hang va néu diém B ndm giifa hai diém A va C thi diém B’ nam gilfa
hai diém A’ va C".

Trong }nat phing Oxy xét phép bién hinh F bi€n médi diém M(x ; y) thanh
M'(2x — 1 ; = 2y + 3). Chimg minh F 1a mot phép dong dang.

Dung tam gidc BAC vuéng can tai A ¢6 C 1a mot diém cho trudc, con hai
dinh A, B lan luot thugc hai duong thdng a, b song song véi nhau cho trudc.

CAU HOI TRAC NGHIEM

Trong mat phang Oxy cho diém A(2 : 5). Phép tinh tién theo vectd v (1 ; 2)
bién A thanh diém nao trong céc diém sau ?

(AYBG;1); - BCA;6); O D3B3 | (D) E@4 ;7).

Trong mat phang Oxy cho diém A(4 ; 5). Hoi A 1a anh coa diém nao trong
cac diém sau qua phép tinh tién theo vecto ¥ (2; 1) ? .
(A)B3;1); - BC(;6); O D@;7); (D) E2 5 4).

1.45. C6 bao nhiéu phép tinh ti€n bién mot dudng thang cho trude thanh chinh né ?

(A) Khong c6 (B) Chi c6 mot ; (C) Chi c6 hai ; (D) Vo sd.

1.46. C6 bao nhiéu phép tinh tién bién mot dudng tron cho trude thanh chinhné ?

(A) Khong ¢é ; (B) Mot ; (C)Hai; (D) Vo s6.

1.47. C6 bao nhiéu phép tinh tién bién mot hinh vuong thanh chinh né ?

(A)Khong cé;-  (B) Mot ; (C) Bon ; (D) Vo 6.

1.48. Trong mit phang Oxy cho diém M(2 ; 3), hdi trong b6n di€m sau diém nao la
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anh ciia M qua phép ddi xing qua truc Ox ?
(A)AG3:2); (B)B2:-3); ~ (OCB3;-2); (D) D(=2 ; 3),



1.49. Trong mat phing Oxy cho diém A2 ; 3), hdi M ia anh cua diém nao trong

bon diém sau qua phép d6i xing qua truc Oy ?
(A)AG;2); (B) B2 ; -3); (O C3;-2);,. D)D(=2;3).

1.50. Trong mat phang Oxy cho diém M(2 ; 3), hoi trong bon diém sau diém nao la

151

anh cta M qua phép d6i ximg qua dudng thang x —y = 0?

(A)AG3;2); (B)B(2;-3); (©CGB;5-2); (D) D(=2; 3).
Hinh gém hai dudng tron ¢6 tdm va ban kinh khic nhau cé bao nhiéu truc
doi xing ?

(A) Khong ¢6 ; \ (B) Mot ; (C) Hai ; (D) Vo s6.

1.52. Trong cac ménh dé sau ménh dé nao ding ?

(A) Puong tron 1a hinh ¢6 vo s6 truc d6i xing.

(B) Mot hinh ¢6 vo6 s6 truc d6i xding thi hinh d6 phai 1a dudng tron.

(C) Mot hinh ¢6 vo s6 truc d6i xding thi hinh dé pha1 la hinh gém nhiing
dudng tron dong tam.

(D) Mot hinh ¢6 vo s6. truc d6i ximg thi hinh dé phai 12 hinh gém hai dudng
thang vudng géc.

1.53. Trong mit phéng Oxy, cho hai diém I(1 ; 2) va M(3 ; ~1). Trong bon diém

sau diém nao 12 anh clia M qua phép ddi ximg tam /?

(AAQ; 1); B)B(-1;5);  (©C(-1;3);  D)DS;-4).

1.54. Trong mat phiang Oxy, cho dudng thing A c6 phuong trinh x = 2. Trong bon

dudng théng cho bdi cdc phuong trinh sau dudng thang nao la anh cla A
qua phép doi xing tam O?

(A)x=-2; B)y=2;" O x=2; (D)y=-2.

1.55. Trong cdc ménh dé sau ménh dé nao ding ?

1.56.

(A) Phép dé6i xing tam khong c6 diém nao bién thanh chinh né.
(B) Phép ddi ximg tam c6 diing mot diém bién thanh chinh né.
(C) C6 phép d6i xing tam c6 hai di€ém bién thanh chinh no.

(D) C6 phép d6i xing tam c6 vo s6 di€m bién thanh chinh né.

Trong mét phang Oxy, cho dudng thing A c6 phuong trinh x - y + 4 = 0,
Hoi trong bon duong thang cho béi cac phuong trinh sau dudng théng nao c6
thé bién thanh A qua mot phép d6i xing tam ?
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1.57.

1.58.

1.59.

1.60.

1.61.

1.62,

1.63.

1.64.

40

(A)2x+y—4=0, Bya+y-1=0;
(C)2x~2y+1=0; (D) 2x+2y-3=0.

Hinh gém hai dudng tron phan biét c¢6 cing ban kinh ¢6 bao nhiéu tam doi
xung ?

(A) Khong c6 ; (B) Mot ; (C) Hai ; (D) V6 s0.
Trong mat phang Oxy cho diém M(1 ; 1). H6i\trong bon diém sau diém nao
1a anh ctia M qua phép quay tam O, géc 45° 2

(AA(-1;1);  (B)B(1;0); ©C(H2Z;00;  (DDO;2).
Cho tam gidc déu tam O. Hoi c¢6 bao nhiéu phép quay tam O goc «,
0 <a <2m,bién tam gidc trén thanh chinh né ?

(A) Mot ; (B) Hai ; (C)Ba ; (D) Bén.

Cho hinh vuéng tam O. Hoi c6 bao nhiéu phép quay tam O gbéc «,
0 < a <2, bién hinh vuong trén thanh chinh né ?

(A) Mot ; (B) Hai ; - (C)Ba ; (D) Bon.

Cho hinh chit nhat ¢é O 1a tam d6i xing. Hoi ¢6 bao nhiéu phép quay tam O
goéc @, 0< <27 , bién hinh chit nhat trén thanh chinh né ?

(A) Khong c6 ; (B) Hai ; (CO)Ba ; (D) Bon.

C6 bao nhiéu diém bién thanh chinh né qua phép quay tam O géc a # 2kr,
k 1a mot s6 nguyén ? _ _

(A) Khong c6 ; (B) Mot ; (C) Hai ; (D) Vo s6.
Trong mat phiang Oxy cho diém M(2 ; 1). Hoi phép doi hinh c¢6 dugc bang
cach thuc hién lién ti€p phép doi xing qua tam O va phép tinh ti€n theo
vectd v (2 ; 3) bién M thanh di€m nao trong cdc diém sau ?

(A)A(1;3); (B)B(2;0); (O C0;2); (D) D(4 5 4).

: , 2 2
Trong mat phang Oxy cho dudng tron (C) ¢ phuong trinh (x — 1) +(y+2) =4.
Hoi phép doi hinh c6 duge bing cach thuc hién lién ti€p phép doi xing qua
truc Oy va phép tinh ti€n theo vecto v (2 ; 3) bién (C) thanh dudng tron nao
trong cac duong tron ¢6 phuong trinh sau ? '

2 2
(A) x?+y? =4; (B)(x=2) +(=6) =4,

2 2 2 2
O x=-2) +(y-3) =4, O)x-1) +@-1) =4



1.65. Trong mat phang Oxy cho duong thang d c6 phuong innhx +y -2 = 0. Héi
phép ddi hinh c6 duge bang céch thuc hién lién ti€p phép d6i xing qua tim O
va phép tinh tién theo vecto ¥ (3 ; 2) bi€n d thanh duong thang nao trong cdc
dudng thang c6 phuong trinh sau ?

(A)3x+3y—-2=0; B)x-y+2=0;
COx+y+2=0; D)x+y-3=0.

1.66. Trong cdc ménh dé sau ménh dé nao ding ?
(A) Thuc hién lién ti€p hai phép tinh tién s& dugc mot phép tinh tién.
(B) Thuc hién lién ti€p hai phép doi xing truc s€ dugc madt phép doi xung truc.
(O) Thuc hién lién ti€p phép d6i xing qua tam va phép doi xung truc s€ dugc
mot phép doi xing qua tam.
(D) Thuc hién lién ti€p phép quay va phép tinh tién s& duoc mot phép tinh tién.

1.67. Trong cac ménh dé sau ménh dé nao ding ?
(A) C6 mot phép tinh ti€n theo vecto khac khong bién moi diém thanh chinh né.
(B) C6 mot phép doi xing truc bién moi diém thanh chinh n6.
(C) C6 mot phép déi xung tam bi€n moi diém thanh chinh né.
(D) C6 mot phép quay bi€n moi diém thanh chinh né.
1.68. Trong mat phiang Oxy cho diém M(-2 ; 4). Hoi phép vi tu tam O ti s6 k = -2
bién M thanh diém nao trong cac diém sau ?
(A) A(-8;4); (B) B(-4;-8);
(O C4;-8); (D) D(4; 8).

1.69. Trong mat phang Oxy cho dudng thang d c6 phuong trinh 2x + y —3 = 0. Hoi
phép vi tu tam O ti s6 k = 2 bién d thanh dudng thang nio trong cic dudng
thang c6 phuong trinh sau ?

(A)2x+y+3=0; (B)2x+y-6=0;
(C)d4x—-2y-3=0; (D)4x+2y-5=0.
1.70. Trong mét phang Oxy cho dudng thing d c6 phuong trinh x + y — 2 = 0. Héi

phép vi tu tam O ti s6 k = -2 bién d thanh dudng thing nao trong cdc dudng
thing c6 phuong trinh sau ?

(A)2x+2y=0; : (B)2x+2y—4=0;
(C)x+y+4=0; D)x+y-4=0.
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1.71.

1.72.

- 1.73.

1.74.

42

. 2 - N 2 2
Trong mat phang Oxy cho dudng tron (C) ¢ phuong trinh (x— 1) + (- 2) =4
Hoi phép vi tu tam O ti s6 k = -2 bién (C) thanh dudng tron nao trong Cac
dudng tron c6 phuong trinh sau ?

(A) (x-2) + (-4 = 16; (B) (x—4) +(y=2) =4

©) (-4 +(y-2) =16 D) (x+2) + (5 +4) = 16.

Trong mat phing Oxy, cho diém M(2 ; 4). Hbi phép déng dang c6 duoc _béng
cééh thuc hién lién tiép phép vi tu tam O ti s6 k = % va phép dai xing qua
truc Oy sé& bién M thanh diém nao trong cdc diém sau ?

(A)A(L; 2); (B) B(-2;4);
O C(-152); (D) D(1; -2).

Trong mat phang Oxy cho dudng thing d c¢6 phuong trinh 2x — y = 0. Hoi
phép d(‘ing dang c6 dugc bang cdch thuc hién lién ti€p phép vi tu tAm O, ti s6
k=-2va phep doi ximg qua truc Oy s€ bién d thanh dudng thang nao trong
céc dudng thang c6 phuong trinh sau ?

(A)2x-y=0; B)2x+y=0;
(C)dx-y=0; (D)2x+y-2=0.

. ) . . 2 2

Trong mat phang Oxy cho dudng tron (C) ¢6 phuong trinh (x - 2) + (y—2) =4.
Hoi phép dong dang c6 duge bang cich thuc hién lién ti€p phép vi tu tam O
2 g 1 N 7 7 . af ~ ~ \’
tisd k= 5 va phép quay tam O géc 90° s& bién (C) thanh dudng tron nao
trong céc duc‘n_ig tron sau ?

2 2 2 2
A)(x=2) +0-2) =1; B)x-1) +@-1) =1;

2 2 2 2
Ox+2) +o-1 =1; D)yx+1) +@u-1) =1



HUGNG DAN GIAI VA PAP SO

§1. PHEP BIEN HINH - §2. PHEP TINH TIEN

1.1.

e x=3+2 x=5
a) Gia st A = (x ; ). Khi d6 =

y_=2¥1 y=1
VayA=(5;1) |
ca . s 3=x+2 x=3-2 x=1
b) Gid st A = (x ; y). Khi do = =
2=y-1 y=2+1 y=3.
VayA=(1;3).

1.2. a) Lay mot diém thuoc d, chang han M = ( 0; 1). Khi d6

1.3.

M=TWM) = (0 -2;1+1)=(-2;2) thudc 4. Vi d’ song song véi d nén

phuong trinh clia né c6 dang 2x — 3y + C = 0. Do M’ € d' nén

2(-2)-3.2+C =0. Tu d6 suy ra C = 10. Do d6 d’ c6 phuong trinh

2x-3y+10=0.

b) Lay mot diém thuoc d, ching han M = (0 ; 1). Pudng thing d, qua M

vuodng géc véi d ¢ vecto chi phuong 1a v = (2 ; —3). Do d6 phuong trinh clia
x-0 y-1

dy la 5 =—3 hay 3x + 2y — 2 = 0. Goi M’ 1a giao clia d; véi d, thi toa
| _16
o L [2x=3y-5=0 _ "7 T3
do cta n6 phai thoa man hé phuong trinh =
3x+2y-2=0 _ 11
13

Tir d6 suy ra v_v'=MM'=(E ; —%).
13 13

Giao ctia d véi truc Ox 1a diém A(3 ; 0). Phép tinh tié€n phai tim c6 vecto tinh
tién ¥ = AO =(-3; 0). Dudng thing d’ song song vdi d va di qua goc toa do
nén né ¢6 phuong trinh 3x —y = 0.

1.4. Cdch 1. D& thdy (C) la dudng tron tam /(1 ; -2), ban kinh r = 3. Goi

I'=T;(I) =(1-2;-2+5)=(-1;3) va (C") 1a 4nh cda (C) qua T; thi (C)
Ja dudng tron tam I” bén kinh r = 3. Do d6 (C”) ¢6 phuong trinh

(X+1)2+(y—3)2=9.
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1.5.

Cdch 2. Biéu thitc toa do cla Ty 12 {x =x-2 {x =x'+2

/ :> ’
y=y+5 |y=y-5
Thay vao phuong trinh cua (C) ta dugc
2 2 ’
(X +2) +( =5 —2+2)+4(y —5) -4 =0
o xX2+y? 42 —6y'+1=0

oW+ +(y =32 =9.

2 2
Do d6 (C’) c6 phuong trinh (x + 1) + (y=3) ' =9. () ©
Do tit gisc ABMM’ 12 hinh binh hanh o 0
nén BA=MM’. Tir d6 suy ra M’ 1a anh w ) \m

cia M qua phép tinh ti€n theo vecto
BA . Tir d6 suy ra tap hop céc diém M’
14 dudng tron (C’), anh cua (C) qua phép
tinh tién theo vecto BA (h.1.28).

A B
Hinh 1.28

§3. PHEP POI XUNG TRUC

- 1.6.

1.7.

44 -

Goi M’, d’ va (C’) theo thit tir 12 anh cta M, d va (C) qua phép ddi xitng qua
truc Ox. Khi d6 M’ = (3 ; 5). Pé tim 4’ ta viét biéu thitc toa do ctia phép ddi

X' =x x=x" -
xﬁngquatrucOx:{ , :>{ , (D).
y ==y y=-y
Thay (1) vao phuong trinh ctia dudng thing d ta duoc 3x’ — 2y’ — 6 = 0. Tir
d6 suy ra phuong trinh ciad’la 3x -2y -6 = 0.
Thay (1) vao phuong trinh ctia (C) ta duge x +y? — 2x'— 4y’ — 4 = 0. Tix
2 2 '
d6 suy ra phuong trinh cia (CHla(x—1) +(y-2) =9.
Ciing ¢6 thé nhan xét (C) c6 tam 1a /(1 ; —2), ban kinh bang 3, tir d6 suy ra tam I’
2 2
clia (C") 6 toa do (1 ; 2) va phuong trinh ctia (C)1a (x— 1) +(y—2) =9,
Dé thdy d va d’ khong song song véi nhau. Do d6 truc doi xing A ciia phép
d6i xing bién 4 thanh d’ chinh 1a dudng phan gidc cha gbéc tao bdi d va 4.
Tir d6 suy ra A ¢6 phuong trinh



1.8.

lx—5y+7|_|5x—y—l3l
Vi+25  J25+1

Tir d6 tim dugc hai phép d6i xiing qua cac truc :

Ay ¢6 phuong trinh x + y— 5 =0, Ay ¢6 phuong trinh x —y — [ =0.

& x—Sy+7=%(5x-y-13).

Cho hinh vuong ABCD. Goi F 1a phép doi 4 B
Xung truc 4 bién hinh vuoéng dé thanh chinh
né. L{ luan tuong ty nhu vi du di néu & vin
dé 2, §3, ta thay A chi c6 thé bién thanh cic
diém A, B, C hoic D.

— Né&u A bién thanh chinh né thi C chi cé thé

bién thanh chinh né va B bién thanh D. Tu d6

suy ra F l1a phép d6i xing qua truc AC. D c
Hinh 1.29

— Néu A bién thanh B thi d 1a dudng trung truc

* cua AB. Khi d6 C bién thanh D.

Céc truong hop khac lap luan twong tw. Do d6 hinh vuéng ABCD cé bon truc

- déi-xing 1a cac dudng thang AC, BD va cic dudng trung truc caa AB va BC

1.9.

1.10.

- — Dung dudng trung truc A cua D

- GoiC=d'nc.

.diém M thuoc d

(h.1.29).

Ta thdy rdng B, C theo thd tu la )
anh cia A, D qua phép d6i xing
qua duodng trung truc cua canh AB,
tir d6 suy ra cich dung :

doan AB. -
— Dung d’ 1a anh cua d qua phép d
d6i ximg qua truc A.

— Dung D la anh cia C qua phép Hinh 1.30
déi xing qua truc A (h.1.30).

Goi B’ 1a anh cla B qua phép déi

xtmg qua truc d. Khi dé véi mbi A

MA + MB = MA + MB’ nén d
MA + MB bé nhit & MA + MB’ bé nhat
& A, M, B’ thang hang.

Tac1aM = (AB)Ynd (h.1.31).

Hinh 1.31 B’
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§4. PHEP DOI XUNG TAM

1.11.

Dung énh ciia ting diém A, B, C qua phép d6i ximg dé.

1.12. a) Goi M’, d’ va (C") theo thit tu 1a anh cua M,.d va (C) qua phép doi ximg

1.13.

1.14,

qua O. Dung biéu thiic toa do cua phép doi ximg qua géc toa do ta co:

M’ = (2 ; -3), phuong trinh cta d’ : 3x —y =9 = 0, phuong trinh ciia dudng
tron (C) : X* +y* = 2x + 6y + 6 = 0.

b) Goi M’, d’ va (C ) theo thit tu 1a anh cua M, d va (C) qua phép doi xing
qua /.

Vi/ la trung diém cta MM'nén M’ = (4 ; 1).

Vi d’ song song v6i d nén d’ c6 phuong trinh 3x — y + C = 0. Ly mot diém
trén d, chang han N(0 ; 9). Khi d6 anh clia N qua phép d6i xing qua tdm /13
N'(2;-5).ViN'thuocd'néntacé3.2-(-5)+ C=0. Tudé suyraC =-11.
Vay phuong trinhchad’'la3x—y—11=0.

Pé tim (C"); trudc hét ta dé y ring (C) 1a dudng tron tm J(— 1 ; 3), béan kinh
bang 2. Anh ctia J qua phép d6i ximg qua tam /12 J°(3 ; 1). Do d6 (C") Ia dudng
tron tam J” bén kinh bing 2. Phuong trinh cdia (C) [a (x—3)? +(y—1)* = 4.

Giao cua d vad’' v6i Ox 1an lugt 1a A( -2 ; 0) va- A'(8 ; 0). Phép ddi xing qua
tam cén tim bién A thanh A" nén tam déi ximg chand la/=(3; 0).

Gia st tam gidc ABC dia dung dugc
(h.1.32). L4y diém M bat ki. Goi N la
anh ciia M qua phép doi xing tam /. P la
anh cua N qua phép d6i xing tam J, Q la
anh cua P qua phep déi xung tam K. Khi

d6 CM =—-BN = AP——CQ Do dé C la

trung diém cta QM. Tir dé suy ra cich
dung tam giac ABC.

‘\
‘)( .
M Hinh 1.32

§5. PHEP QUAY

1.15. a) Phép quay tam O géc 120° bién F, A, B 14n luot thanh B, C, D ; bién

46

trung diém / cha AB thanh trung diém J cha CD Nén né bién tam gidc AJF
thanh tam giac CJB (h.1.33).



L16. Goi Q

1.17.

1.18.

b) Phép quay tam E géc 60° bién A, O, F

14n luot thanh C, D, O.

0. 90°) 12 phép quay tdm O,

géc quay 90° (h.1.34).

A'= (_3 > 3)3
B'=(-5;0),
C'=(1;1).

d di qua B va M(-3 ; 0),

nén d’ 1 duong thing B'M’ c6
phuong trinh 3x + 5y + 15 =0.

Xem E la anh cta A qua phép quay

tam B, géc 90°. Khi A chay trén
nra dudng tron (0), E sé& chay trén
nita dudng tron (O’) 1a anh cia nita
dudng tron (O) qua phép quay tdm B,

géc 90° (h.1.35).

a) Phép quay tam C géc 90° bién
MB thanh Al. Do d6 MB bing va
vuong géc véi Al. DP song song va
bing ntta BM, DO song song va
bang nua Al. Tir d6 suy ra DP bang
va vudng goc véi DO (h.1.36).

b) Tir cau a) suy ra phép quay tam D,
géc 90° bién O thanh P, bién A
thanh Q. Do d6 OA bang va vuéng
goc voi PQ.

Hinh1.33 C

o<

=

4NN IEEE

/
N

VAN
S

Hinh 1.36
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§6. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH VA HAI HINH BANG NHAU

1.19.a) M’'=(1;1) =M.

1.20.

1.21.

by M" =(-3;1).

Goi d; la anh clia d qua phép quay tam O géc 90°. Vi d chita tam qﬁay o
nén d) ciing chira 0. Ngoai ra d; vuodng goc véi d nén d; c6 phuong trinh
x+2y=0. '

Goi d’1a anh cia d| qua phép tinh tién vecto v . Khi d6 phuong trinh ca d’
cédang x + 2y + C = 0. Vid' chia O'(3 ; 1) 1a anh cua O qua phép tinh tién

vecto v nén 3 + 2 + C = 0, tr d6 C = -5. Vay phuong trinh coa d’ la
x+2y-5=0.

Goi @y, o) 1a phép quay tam / géc « (h.1.37). Lay dudng thang d bat ki qua .
Goi d' 1a anh cia d qua phép quay tam 7 géc %- L4y diém M bat ki va goi

M’ = Q, o) (M). Goi M" 1a anh cua M qua phép d6i xing qua truc d, M, la

+ anh cua M"” qua phép d6i ximg qua truc d'. Goi J 1a giao cia MM " vé6i d, H 1a

giao cia M"M , V61 d". Khi d6 ta c6 déng thiic gifta cdc géc luong gi4c sau :

(IM, IM}) =M, IM")+(IM", IM) d

=2(1J,IM") + 2(M", IH)

M =M "

= 2(17, IH) ! H__M p

=2%:a = (IM, IM"). 7
Tirdé suyraM’ = M;. Nhu vay M’ _ I; M
¢6 thé xem 1a 4nh cia M sau khi
thuc hién lién ti€p hai phép d6i xing Hinh 1.37

qua hai trucd va d".

1.22. a) Goi F 1a phép d&i xing qua dudng trung truc d cha canh AB, G 1a phép doi

Xing qua dudng trung truc d’ clia canh JE. Khi d6 F bi€n Al thanh BI, G bién
Bl thanh BE. Tir d6 suy ra phép doi hinh ¢6 dugc bang cach thuc hién lien tiep

- hai phép bién hinh F va G s& bién Al thanh BE (h.1.38).
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Hon nita, goi J 1a giao coa d va
d’, thi dé thay JA = JB, JI = JE
va 2(JI, JB) = (JI, JE) = 45°
(Vi JE // IB). Do d6 theo két qua
cua bai 1.21, phép doi hinh néi
trén chinh la phép quay tdm J

géc 45°.

1% Lwu y. C6 thé tim dugc nhiéu
phép doi hinh bién Al thanh BE.
b) F bién cdc diém A, B, C, D
thanh B, A, D, C ; G bién céc
diém B, A, D, C thanh B, A", D", Hinh 1.38
C’. Do d6 anh cta hinh vuong
ABCD qua phép doi hinh néi trén
la hinh vuéong BA'D’C’ d6i xing
v6i hinh vuéng BADC qua d'.

§7. PHEP VI TU

1.23. a) L4y hai diém A(0 ; 4) va B(2 ; 0) thuoc d. Goi A’, B’ theo thit tu 13 anh cia

A va B qua phép vi tu tdm O ti s6 k = 3. Khi d6 ta ¢6

OA’ =30A, OB =30B.
Vi OA=(0;4) nén OA’ =(0;12). Dod6A’=(0; 12). Tuong tu B’ = (6 ; 0) ;
dy chinh 1a dudng thang A’B’ nén né c6 phuong trinh
x—=6 'y '
=—— hay2x+y—-12=0.

6 12 v
b) C6 thé giai twong tu nhu cau a). Sau day ta s& giai biang cdch khic.
Vi d,// d nén phuong trinh cia dy c6 dang : 2x + y + C = 0. Goi
A’=(x";y")1aanh cla A qua phép vi tu dé thi ta ¢6 :

IA =214 hayx'+1=-2,y'-2=-4.

Suyrax'=-3,y =-2.
Do A’ thudc dy nén2(-3)-2+C=0.Tudésuyra C = 8.

Phuong trinh cta dy 1a 2x+y + 8 = 0.
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1.24. Ta c6 A(3 : ~1) la tam cua (C) nén tam A’ ctia (C) la anh ciia A qua phep vi
tw dd cho. Tir d6 suy ra A" = (=3 ; 8). Vi bdn kinh ctia (C) bing 3, nén bén

1.25.

1.26.

50

kinh cta (C") bang I-2I. 3 = 6.

Vay (C’) ¢6 phuong trinh : (x+3)? +(y-8)2 = 36.

Goi O 1 trung diém ctia AB (h.1.39). Gia sit dyng dugc hinh vuong MNPQ
c6 M, N thudce dudng kinh AB ; P, Q thuoc nira dudng tron. Khi d6 O phai la
trung diém chia MN. Néu lay mot hinh vudng M’N’P’Q’ sao cho M’, N’ thuge

AB, O 1a trung diém M’N’, thi dé thay

OM _ON _OP _0Q

oM’ ON" OP 0¢Q

Tur d6 suy ra hinh vuong MNPQ 1a anh cha hinh vuéng M’N’P’Q’ qua phép
vi ty tam O, suy ra O, P, P’ va O, Q, Q' thiang hang. Vay ta c6 cach dung :

— Dung hinh vuéng M’N'P’'Q’ nam
trong nua hinh tron da cho sao cho
M’N’ thuoc AB va O la trung diém
cta M’'N’. Tia OP’ cat nlra duodng
tron tai P ; tia OQ’ cat nlra dudng
tron tai Q.

Khi dé dé thay tt gidc MNPQ la
hinh vuong cdn dung.

Gia st diem A da dung dugc
(h.1.40). Goi B la hinh chi€u vuéng
gbc cia A trén Ox, khi d6 AB = AC.
L4y diém A’ bat ki trén Oy, goi B’ 1a
hinh chi€u vuéng géc cua A’ trén
Ox, dudng thang qua A’ song song
v6i AC cit dudng thang OC tai C.
Khi d6 c6 thé coi tam gidc ABC la
anh cda tam giac A'B’C’ qua phép vi
AC -nén A'C'=AB".

tu tdm O ti s6

Tur d6 suy ra cach dung :

— Lay diém A’ bat ki trén Oy, dung
B’ 1a hinh chiéu vuéng géc cta A’
lén Ox.

0] P
Qg P

M M O N N B
Hinh 1.39

Hinh 1.40



— Ldy C’ 1a mot giao diém cla dudng tron tam A’ ban kinh AB’ véi dudng
thang OC.

~ Puong thing qua C song song v6i A'C’ cat Oy tai A.

Dé thay A 1a diém phdi dung.

Bai todn c¢6 hai nghiém hinh.

§8. PHEP PONG DANG

1.27. Goi d 1a anh cha d qua phép vi tu tam O y
ti s6 k = % thi phuong trinh cia d; la
x = v2 (h.1.41). Gia sir d’ 12 anh cita d, 2 .
qua phép quay tam O géc 45°. Ldy Y — M \d,
M(\/— 0) thudc d, thi anh cua né qua ’ E
/! ‘M
phép quay tam O géc 45° 1a M'(1 ; 1) 0 ] 3 *
thuoc 4. Vi OM Ld; nén oM 1d.
Vay d’ l1a duong thang di qua M’ va Hinh 1.41

vudng géc véi OM’. Do dé né cé phuong
trinhx+y-2=0.

1.28. Dé thay ban kinh cta (C) bang 4. Tam [’ clia (CH 1a anh ctia tam /(1 ; 2) cua
(C) qua phép dong dang néi trén. Qua phép vi tu tam O ti s6 k£ = -2, I bién
thanh /,( -2 ; —4). Qua phép doi ximg qua truc Ox, /; bién thanh I'( -2 ; 4).

_ 2 2
Tur d6 suy ra phuong trinh cta (CHla(x+2) +(y—-4) =

1.29. Dung phép tinh tién dua vé hai da gidc déu cung tam d6i xing, sau d6 dung phép
quay dua vé hai da gidc déu cling tam d6i xing c6 céc dinh trong tng thang hang
* v6i tam, cudi cung dung phép vi tu bién da giac nay thanh da giac kia.

1.30. a) Dung hinh binh hanh ADCE. Ta c6 DC = AE khong déi (h.1.42).

Do AE = b khong déi, nén E ¢6 dinh. Do AD = EC = a nén khi D chay trén
dudng tron (A ; a) thi C chay trén duong tron (E ; a) la anh cua (A : a) qua

phép tinh tién theo AE.
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1.31.

1.32.

1.33.

52

b) Dudng thang qua I,
song song véi AD cat
AFE tai F.

Al AB
:> =
Al+IC AB+b
Al AB
= —=
AC AB+b

= Al = AC.
AB+b

Hinh 1.42

Do d6 c6 thé xem [ 13 anh ctia C qua phép vi tu tim A, ti s6 Vay

AB+b
khi C chay trén (E ; a) thi / chay trén dudng tron la anh cta (E ; a) qua
phép vi tu néi trén.

CAU HOI VA BAI TAP ON TAP CHUONG I

Phuong trinh d”: 3x -~ Sy + 12 = 0.

Xem D la anh cia C qua phép tinh tién theo vecto BA: Do C chay trén
dudng tron (C) tam A bén kinh m, tri ra giao diém cha (C) v6i dudng thing
AB, nén D thu¢c duong tron la anh cia dudng tron néi trén qua phép tinh

tién theo vecto BA .
Gia str da dung dugc hai diém M, N thoa man diéu kién dau bai. DPudng

thdng qua M va song song v&i AC cat BC tai D. Khi d6 wt gidc MNCD la
hinh binh hanh. Do d6 CN = DM. Tt d6 suy ra tam gidc AMD can tai M. Do

d6 MAD = MDA = DAC . Suy ra AD I phan gi4c trong cta géc A. Do dé
AD dung duge. Ta lai c6 NM =CD, nén c6 thé xem M 13 anh cfia N qua

phép tinh tién theo vecto DC .
Tir d6 suy ra cach dung : ‘
— Dung dudng phan gidc trong ciia géc A. Pudng nay cat BC tai D.



1.34.

—~ Dung dudng thang d 12 anh cla dudng
thang AC qua phép tinh tién theo vecto

CD.d cit AB tai M.

— Dung N sao cho W:cT)
Khi d6 dé thay M, N thoa man di€u kién
ddu bai (h.1.43).

a)d;: 3x+2y+6=0.

b) Giao cua d va A la A2 ; 0). Lay
B(0 ; -3) thuoc d. Anh cha B qua phép
d6i ximg qua dudng thang A 1a B'(S ; 2).
Khi d6 4’ chinh la dudng thing AB’ :
2x—-3y—-4=0.

1.35. Tap céc diém N thudc dudng tron (C) 1a

1.36.

anh cta (C) qua phép d6i ximg qua
trung diém clia AB.

Goi (C) 1a dudng tron tam O ban kinh r,
(Cy) la duong tron tam O ban kinh R
(h.1.44). Gia st duong thang di dung
duoc. Khi d6 c6 thé xem D la anh cta B
qua phép doi xing qua tam A. Goi (C")
la anh cta (C) qua phép d6i xing qua
tam A, thi D thuéc giao ctia (C) va (C)).
S6 nghiém cua bai todn phu thudc vao s6
giao diém ctia (C") véi (C,).

1.37. Dé thay d chita diém H(1 ; 1) vaOH L d.

1.38.

Goi H' la anh cha H qua phép quay tam
O goéc 45° thi H' = (0 ; ~/2). Tir d6 suy
ra d’ phai qua H’ va vuong géc véi OH'.
Vay phuong trinh cha d’ a y = +/2.

Goi Q

(G,120°%) la phép quay tam G géc

120° (h.1.45). Phép quay nay bién b

B D C

Hinh 1.43

(©)

()
Hinh 1.44

Hinh 1.45
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1.39.

1.40.

1.41.

1.42.
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thanh a, bién CA thanh AB ; do d6 né bién P thanh N. Tuong tu Q(G 120°)

ciing bién Q thanh M. Tir d6 suy ra GP = GN, GQ = GM. Do d6 hai tam gidc

GNQ va GPM bang nhau, suy ra NQ = PM. Vi Q(G 120°) bien PQ thanh

NM nén PQ = NM. Tur d6 suy ra hai tam gidc NOM va PMQ bang
nhau. Do d6 NQM =PMQ. Tuong tu QNP =MPN . Tit do suy ra
PNQ +NQM =180°. Do d6 NP // QM. Vay ta cé ti giac MPNQ 1a mot
hinh thang can.

Theo dinh nghia cia phép dong dang ta ¢ B'C’ = kBC, tu d6 suy ra
B'C? = k*BC? . Hay (A'C'—ﬁ;)2 = kz(R —AB)%. Suy ra
AC? _2AC AB + AB? =k*(AC? —2AC.AB + AB?).

D&y ring A'C% = k2AC?, A'B’ = k*AB? ta suy ra diéu phi chiing minh,

Péyring AC? =k*AC?, AB? =k*AB®, AC AB"=k>AC.AB ,taco
(AB - pA'CYr = AB? —2pA'B.A'C + p*A'C™?

= kK2(AB? —2pAB.AC + p*AC?)

=k2(AB- pAC)? =0.
Tu do suy ra AB - pA'C’=0.
Gia str ba diém A, B, C thang hang va diém B nam giita hai diém A va C. Khi
d6 AB=tAC,v6i 0 <t < 1. Ap dung bai 1.39 ta ciing c6 A'B'=tA’'C’, véi
0 <t<1.Do déba diém A’, B, C’ thang hang va diém B’ nam giita hai diém
A'vaC'".
Ldy diém N(x;; y;) , thi diém N'(2x, — 1 ; - 2y, +3) = F(N). Tac6

’agr2 2 2 2 2 2

M'N™ =Q2x; =2x) +(-2y;+2y) =4[(x;—x) +(1~») |=4MN .

Tir d6 suy ra véi hai diém M, N tuy ¥ va M’, N” 1an luot la dnh clia chiing qua
Ftacé M'N'=2MN. Vay F 1a mot phép déng dang V6i ti s6 dong dang 1a 2.

Xem B la-anh ctia A qua phép déng dang c6 dugc bang céch thuc hién lien
ti€p phép quay tam C géc + 45° va phép vi ty tam C ti s6 k= V2 (h.1.46),



Vi A thuoc a nén B thuoc duong thang ¢ ia ana cda a qua phép dong dang
néi trén. Vay B la giao clia @’ va b. Tir d6 suy ra cach dung. Bai toan ¢6 hai
nghiém hinh. : ’

v
B, b
C
a
A
Hinh 1.46
CAU HOI TRAC NGHIEM
1.43. (C). 1.59. (C).
1.44. (D). 1.60. (D).
1.45. (D). : 1.61. (B).
1.46. (B) D6 1a phép tinh tién theo vecto 0. L.62. (B).
1.47. (B) D6 1a phép tinh tién theo vecto 0. | 1.63. (C).
1.48. (B). 1.64. (D).
1.49. (D). 1.65. (D).
1.50. (A). . 1.66. (A).
1.51. (B). 1.67. (D).
1.52. (A). 1.68. (C).
1.53. (B). 1.69. (B).
1.54. (A). : 1.70. (C).
1.55. (B). 1.71. (D).
1.56. (C). 1.72. (C).
1.57. (B). : 1.73. (B).
1.58. (D). 1.74. (D).
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cHUONG I1

BUUNG THANG VA MAT PHANG
TRONG KHONG GIAN. QUAN HE SONG SI.'ING

§1. PAI CUONG VE DUONG THANG
VA MAT PHANG

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

‘1. CAC TINH CHAT THUA NHAN
Tink chdt 1. C6 mot va chi mot duong thang di qua hai diém phan biét.
Tinh chdt 2. C6 mot va chi mot mat phang di qua ba diém khong thang hang.

Tinh chdt 3. Néu mot duong thing cé hai diém phan biét thudéc mot mat phang
thi moi diém clia dudng thang déu thuoc mat phing dé.

Tinh chdt 4. C6 bon diém khong cung thudc mot mat phing.

Tinh chdt 5. Néu hai mat phang phan biét c6 mot di€m chung thi chiing con c6
mot diém chung khic nita.

Tir d6 suy ra : Néu hai mat phang phan biét c6 mét diém chung thi ching s&
¢6 mot dudng thdng chung di qua diém chung 4y.

Tinh chdt 6. Trén moi mat phang, cdc két quéa da biét trong hinh hoc phang déu dring.

II. CACH XAC PINH MAT PHANG
Mot mat phang hoan toan duge xac dinh khi biét :
1. N6 di qua ba diém khong thang hang ;
2. N6 di qua mot diém va chita mot dudng thing khong di qua diém dé ;
3. N6 chira hai dudng théng cét nhau.
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Ki hiéu
~ (ABC) biéu thi mat phang xéc dinh boi ba diém phan biét khong thang hang
A, B, C (h.2.1).

~ (M, d) biéu thi mat phang x4c dinh bdi dudng thing d va diém M khong nam
trén d (h.2.2). :

—(d, ,d,) biéu thi mat phing xdc dinh bdi hai dudng thang cat nhau d| ,d, (h.2.3).

SEET

(ABC) M, d) | (dy,dy)

Hinh 2.1 Hinh 2.2 Hinh 2.3

III. HINH CHOP VA HINH TU DIEN

1. Hinh chép

Trong mit phiang (&) cho da giac 16i A1A2 ...A,. Liy diém S nam ngoai (a).
Lan luot ndi S v6i céc dinh Ay, Ay, ..., A, ta duoc n tam gidc SAjA,,
SAyAs, ..., SA,A;. Hinh gom da gidc AjA,...A, va n tam gidic SAjA,,
SAyAs, ..., SA A dugc goi 12 hinh chép, ki hieu 1a S.AjA, ... A, .

2. Hinh tit dién

Cho bon diém A, B, C, D khong déng phing. Hinh gém bon tam gidc ABC,
ABD, ACD va BCD dugc goi 1 hinh tf dién, ki hiéu 1a ABCD.

B. DANG TOAN CO BAN

E Van dé 1

Xac dinh giao tuyén clia hai mit phing

1. Phuong phdp gidi

Muén tim giao tuy€n cla hai mat phang, ta tim hai di€ém chung cta ching.
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2. Vidu

Vi dyu 1. Cho S la mot di€m khong thuge mat phéng hinh binh hanh ABCD. Tim

giao tuyén cha hai mat phang (SAC) va (SBD).

Giai
Goi O la giao diém ctia AC va BD
(h.2.4). Ta c6 S va O la hai diém
chung cta (SAC) va (SBD) nén :

(SAC) n (SBD) = $0.

Vay giao tuyén ctia hai mat phang
(SAC) va (SBD) 1a dudng thang SO.

Vi du 2. Cho S 12 mot diém khong
thuoc miat phang hinh thang
ABCD (AB // CD va AB > CD).
Tim giao tuyén clia hai mat phang
(SAD) va (SBC).

>

Gidi

Goi I 1a giao diém AD va BC (h.2.5).

Ta ¢6 S va I 12 hai diém chung clia
(SAD) va (SBC) nén

(SAD) n (SBC) = SI.

Vay giao tuyén clia hai mat phang
(SAD) va (SBC) la dudng thang SI.

L vivaez
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Tin gjao diém cla cucsng thz%ng d va mat phéng ()

1. Phuong phap gidi

Hinh 2.4

Truong hop 1. Trong (@) ¢6 san duong thiang d’ cat d tai I.

Tacédngayd n (o) =1.

Truong hop 2. Trong () khong ¢6 san d’ cat d. Khi d6 ta thuc hién nhu sau -

— Chon mat phang phu (/) chita d va (f) cét (@) theo giao tuyén d’,



~Goil=d N d.
Tacéd N(a) =
2. Vidu

Vidu 1. Cho tt dien ABCD. Goi I, J 1a céc diém 1an lugt nam trén cic canh AB,
AD véi Al = EIB va Al = —;—JD Tim giao diém cla dudng thing IJ véi mat
phing (BCD).

Giai
Al = iIB
Do i
Al ==JD
2

nén /J kéo dai s& cit BD, goi giao diém ¥
laK (h.2.6). Tac6 K =1J N (BCD). Hinh 2.6

Vidu 2. Cho tit dién ABCD. Goi l,J va
K 1an luot 1a cdc diém trén cic canh AB,
BC va CD sao cho

A1=%AB;BJ= %BC;CK= %CD.

Tim g1a0 diém ctia mat phang (IJK) vé6i
dudng thang AD.

gidi
- Goi E la giao diém cta JK va BD, F
la giao diém ctia AD va IE (h.2.7).

Tacé F=AD n (IJK).

D VAN dé 7

Ching minh ba diém Lhzging hang

Hinh 2.7

1. Phuong phdp gidi

Néu phai chimg minh ba diém nao d6 thing hang; ta chimg minh ba diém ay
ciing thudc hai mat phang phan biét.
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2.1.

2.2,

2.3.

24.

60 .

2. Vidu

Vi du. Cho ba diém A, B, C khong thuoc
mat phang (Q) va cac duong thang BC,
CA, AB cat (Q) lan luot tai M, N, P.
Ching minh rang M, N, P thing hang.

Giai
Ta c6 M, N, P lan luot thudoc vé hai mat
phang (Q) va (ABC) nén M, N, P thuoc
giao tuyén d cua (Q) va (ABC) (h.2.8).
Vay M, N, P thang hang.

Hinh 2.8

C.CAU HOI VA BAI TAP

Cho tt dien ABCD va diém M thudc mién trong cta tam gidac ACD. Goi |
va J tuong dng 12 hai diém trén canh BC va BD sao cho IJ khong song song
voiCD.
a) Hay xéc dinh giao tuyén clia hai mat phang (IJM) va (ACD).
b) Lay N la diém thudc mién trong clia tam gidc ABD sao cho JN cat doan
AB tai L. Tim giao tuyén cla hai mat phang (MNJ) va (ABC).
Cho hinh chép S.ABCD cé6 day 1a ut gidc ABCD ¢6 hai canh déi dién khong
song song. Ly diém M thudc mién trong clia tam giac SCD.
- Tim giao tuyén cla hai mat phéng :
a) (SBM) va (SCD) ;
b) (ABM) va (SCD) ;
¢) (ABM) va (SAC).

Cho 1 dién ABCD. Trén canh AB 1ay diém I va 1ay cac diém J, K 1an luot 1a
diém thuoc mién trong cdc tam gidc BCD va ACD. Goi L 1a giao dlem cua
JK véi mat phang (ABC).

a) Hay xac dinh diém L.
b) Tim giao tuyén cha mat phang (IJK) véi cac mat cua tit dien ABCD.
Cho t dién ABCD c6 cic diém M va N 14n luot 1a trung diém clia AC va BC.

Lay diém K thuoc doan BD (K khong la trung diém cta BD). Tim giao diém
cia dudng thing AD va mat phang (MNK).



2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

Cho hinh chép S.ABCD. Lay M, N va P lan luot ia cac diém trén cac doan SA,
AB va BC sao cho ching khong trung véi trung diém chia c4c doan thang ay.
Tim giao diém (néu c6) cha mat phang (M NP) véi cac canh ciia hinh chép.

Cho hinh chop SABCD.M va N tuong tmg 1a cac diém thuoc cac canh SC va
BC. Tim giao diém cia dudng thang SD v4i mat phang (AMN).

Cho tit dién SABC. Trén SA, SB va SC lan luot lay cdc diém D, E va F a0
cho DE cit AB tai I, EF cat BC tai J, FD cét CA tai K.

Chtng minh ba diém /, J, K thdng hang.

Cho hai mit phang (@) va () cét nhau theo giao tuyén d. Trong (@) 18y hai
diém A va B sao cho AB cit d tai I. O 1a mot diém nim ngoai (@) va (B) sao
cho OA va OB lan luot cat (f) tai A’ va B

a) Chimg minh ba diém 7, A’, B’ thang hang.

b) Trong (&) lay diém C sao cho A, B, C khong thang hang. Gia st OC cit (,6’)
tai C’, BC cit B'C' tai J, CA cat C'A’ tai K. Ching minh /, J, K thing hang.

Cho tir dién SABC ¢6 D, E 14n luot 12 trung diém AC, BC va G la trong tam

tam gidc ABC. Mat phang (@) qua AC cét SE, SB 14n luot tai M, N. Mot mat

phang (£) qua BC cat SD va SA lan luot tai P va Q.

a)'Goi I = AM n DN, J = BP n EQ. Ching minh bon diém S, 1, J, G
thang hang. ]

b) Gia sit AN " DM = K, BQ n EP = L. Chiing minh ba diém S, K, L
thang hang.

§2. HAI PUONG THANG CHEO NHAU
VA HAI PUONG THANG SONG SONG

A. CAC KIEN THUC CAN NHG

L VI TRI TUONG POI CUA HAI PUONG THANG
TRONG KHONG GIAN

Cho hai dudng thang a va b trong khong gian. C6 hai trudng hop sau day xay
radoivéiavab:
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Truong hop I : C6 mot mit phéng chita @ va b.

Xay ra ba kha nang sau :
1. @ va b cat nhau tai diém M, taki hicua N b=M ;’
2. avab song song v&i nhau, taki hieua // bhoac b // a;
3. a va b tring nhau, ta ki hiéu a = b.

Truong hop 2 - Khong c6 mat phang nao chita ca a va b, khi d6 ta néi a va b
chéo nhau.

II. CAC PINH Li VA TINH CHAT

1. Trong khong gian, qua mot diém khong nam trén dudng thing cho trudc, cé
mot va chi mot dudng thang song song vdi duong thang da cho.

2. Néu ba mat phing phan biét doi mot cit nhau theo ba giao tuyén phan biét
thi ba giao tuyén dy hodc dong quy hoac doi mot seng song véi nhau. (Dinh
If vé giao tuyén clia ba mat phang.)

3. Néu hai mat phang phan biét lan luot chita hai dudong thang song song thi
giao tuyén clia chiing (néu c6) cling song song véi hai dudng thang dé hoac
triing v6i mot trong hai dudng thing dé.

4. Hai duong thang phan biét cling song song véi duong thing thit ba thi song
song vGi nhau. '

B. DANG TOAN CO BAN

@ VAN dE 1
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Tim giao tuyén ca hai mit phing (ding quan hé song song)

1. Phuong phdp giai

N(‘;’u hai mat phang (@) va (f) c6 diém chung S va l4n luot chita hai dudng
thang song song d va d’ thi giao tuyén cta (&) va (f) la dudong thang A di
qua .§ va song song hoac trung vdi d hay d'.

2. Vidu

Vi du. Cho hinh binh hanh ABCD va § 1a diém khong thudc mat phang cua
hinh binh hanh. Tim giao tuyén cta (SAD) va (SBC).



Giai
Hai mat phéng (SAD) va (SBC) c6 diém
chung § va chia hai duong thang song
song AD va BC nén giao tuyen cua
ching 1a dudng thang d di qua S va song
song vai1 AD va BC (h.2.9).

@ Van dé 2 Hinh 2.9

Ching minh hai dudng th%mg song song

1. Phuong phap gidi

a) Chimg minh chiing ciing thuéc mét mat phang va dung phuong phap chimg
minh hai dudng théng song song trong hinh hoc phang.

b) Chitng minh chiing cling song song véi dudng thang th(x ba.

c) Diing tinh chat : Hai mat phang phan biét 1an lugt chita hai dudng thang
song song thi giao tuyén cua ching (néu ¢6) ciing song song va4i hai duong
thang ay.

d) Dang dinh 1i vé giao thyé’n ctia ba mat phang.

2. Vidu

V¥ du. Cho tt dién ABCD. Goi M, N theo thit tu 1a trung diém cla AB, BC va Q
12 mot diém nam trén canh AD va P la giao diém ctia CD véi mat phang
(MNQ). Ching minh rang PQ // MN va PQ // AC.

Giai
Ba mat phiang (ABC), (ACD) va
(MNQ) lan lugt cat nhau theo céac
giao tuyén AC, MN va PQ.

Vi MN // AC (tinh chét dudng trung
binh cuia tam giéc), nén PQ // MN // AC
(theo dinh i vé giao tuyén cha ba
mat phang) (h.2.10). :

C
Hinh 2.10

63



& vinae 3

Chiing minh hai ducng thng chéo nhau

1. Phuong phdp gidi
Ta thudng dung phuong phap phan chimg nhu sau :
Gia st hai dudng théng da cho cling nam trong mot mat phing réi rit ra diéu
mau thuan.
2.Vidu
V¥ du. Cho d,, d, la hai duong théng chéo nhau. Trén d, , 1dy hai diém phan
biet AvaB; trén d, ldy hai diém phan biét C va D. Ching minh rang AC va
BD chéo nhau.

Gidi
Gia sit AC va BD khong chéo nhau.

Nhu vay c6 mot mat phang (P) chita
ca d; va dp. Khi d6tacé d| va d;

cing nam trén (P). Diéu nay mau
thudn vé6i gid thi€t d; va d, chéo
nhau. Vay AC va BD chéo nhau
(h.2.11). Hinh 2.11

C. CAU HOI VA BAI TAP

2.10. Cho hinh chép S.ABCD c6 déy 1a hinh binh hanh ABCD. Tim giao tuyén ciia
cic cap mit phang sau day :

a) (SAC) va (SBD) ; b) (SAB) va (SCD) ; ¢) (SAD) va (SBC).

2.11. Cho tir dien ABCD. Trén céc canh AB va AC lan lugt 18y cdc diém M va N

AM AN
sao cho 9B E Tim giao tuyén ctia hai mat phang (DBC) va (DMN)

2.12. Cho 1t dién ABCD. Cho [ va J tuong tmg la trung diém cta BC va AC, M 1a
mot diém tuy ¥ trén canh AD.

a) Tim giao tuyén d clia hai mat phang (MIJ) va (ABD).



2.13.

b) Goi N 1a giao diém cha BD véi giao tuyén d, K 1a giao diém cta /N va JM.
Tim tap hop diém K khi M di dong trén doan AD (M khong la trung diém
cua AD).

¢) Tim giao tuyén clia hai mat phang (ABK) va (M1J).
Cho t¢ dien ABCD. Goi M, N, P, Q, R va S lan lugt 1a trung diém cta AB, CD,

BC, AD, AC va BD. Chimg minh rang ti gidc MPNQ 1a hinh binh hanh. Tir
d6 suy ra ba doan thang MN PO VARS cat nhau tai trung diém méi doan.

2.14. Cho tit dién ABCD c6 [ va J lan lugt la trong tam cac tam gidc ABC va ABD.

2.15.

Ching minh rang 1J /1 CD.

Cho hinh chép S.ABCD cé day la hinh thang ABCD véi day la AD va BC.
Biét AD = a, BC = b. Goi I vaJ lan lugt la trong tdm clia cdc tam gidc SAD
va SBC. Mat phéng (ADJ) cat SB, SC lan luot tai M, N. Mat phang (BCI) cat
SA, SD lan luot tai P, Q.

a) Chiing minh MN song song vé6i PQ.
b) Gia sit AM cét BP tai E ; CQ cat DN tai F. Ching minh rang EF song
song vdi MN va PQ. Tinh EF theo a va b.

§3. PUONG THANG
VA MAT PHANG SOMG SONG

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

1. VI TRi TUONG POI CUA PUONG THANG VA MAT PHANG

5.8T.

Giita dudng thang d va mat phalmg () taco ba vi tri t(romg dé6i nhu sau : -

1. d va (@) cat nhau tai M, ki hieu d N (@) ={M};

2. d song song Vv&i (&), ki hieud // (@) hay (@) // d ;
3. d nim trong (@), ki hieud c(a).
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I1. PINH LI VA TINH CHAT

I

Néu dudng thang d khong nam trong mat phing (¢) va d song song VOi
dudng thang d’ nam trong (@) thi d song song véi ().

dz ()

djjd =d//(a).

d'c(a)

. Cho dudng thang d song song v6i mat phang (). Néu mat phang (f) chia d

va cét (@) theo giao tuyén d’ thi d’ song song vdi d.
d/l(a)
(,H):)_d ' =d/ld.
WBn@=d

. Néu hai mat phang phan biét cing song song vdi mot duo‘ng thang thi giao

tuyén ctia chiing (néu c6) ciing song song vou dudng thang dé.
(@)//d
(B)ild =d/ld.
(@n(P=d

. Cho hai dudng thang chéo nhau. Cé duy nhit mot mat phing chita dudng

thang nay va song song véi dudng thing kia.

B. DANG TOAN CO BAN

@ Van di 1

Chiing minh cduong thazmg song song voi mat phazing

66

1. Phuong phdp giai

a) Ta chimg minh dudng théng va mat phing khong c6 diém chung.

b) Ta chimg minh duong thang d6 khong nam trong mat phéng va song song

vGi mot duo‘ng thang nam trong mat phang

5.BT.HINHH0C11(C)_B



2. Vidu

Vi du. Cho 14 dién ABCD. G la trong tam tam gidc ABD. Trén doan BC lay
diém M sao cho MB = 2MC. Chimg minh rang MG // (ACD).

5. A
Giai
Goi / 1a trung di€ém AD (h.2.12).

/
Trong tam gidc CBI ta c6 '
BM BG 2
—=——=—nén MG //CI.
" BC Bl 3 | ¢ D
- M
: B

Ma CI ndm trong mat phing (ACD)
suy ra MG // (ACD).

10 vise2

Dung thiét dién song song v&i mét dudng thzgmg

Hinh 2.12

1. Phuong phdp gidi
Ta c6 thé dung dinh Ii sau :

Cho dudng thang d song song véi mat phing (). Néu mat phang (f) chia d
va cét () theo giao tuyén d’ thi d’ song song v6i d.

2. Vidu

Vi di. Cho hinh chép SABCD ¢6 ddy 1
hinh binh hanh ABCD, O 1a giao diém
cua AC va BD, M la trung diém cta SA.
Tim thiét dién cha mat phang (&) véi
hinh chép S.AABCD néu («) qua M va
déng thoi song song véi SC va AD.

Gidi
Vi (&) song song voi AD nén (¢) cét

hai mat phang (SAD) va (ABCD) theo hai Hink 2.13
giao tuyén song song v&i AD (h.2.13).

Tuong tu (&) song song véi SC nén () cét hai mat phang (SAC) va (SCD)
theo cac giao tuyén song song véi SC.
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Goi O = AC ™ BD, ta c6 SC // MO (dudng trung binh trong tam gidc SAC).
Qua O ké duong thang song song vdi AD, cit AB va CD lan luot tai Q va P.
Qua M, ké dudng thapg song song v&i AD cat SD tai N.

Theo nhan xét trén, ta c6 MN // PQ va NP // SC.
Vay thiét dién la hinh thang MNPQ.

C. CAU HOI VA BAI TAP

2.16. Cho it dién ABCD. Goi G, va G lan luot la trong tam cuia cic tam gidc ACD va
BCD. Chimg minh ring G,G, song song v6i cdc mat phang (ABC) va (ABD).
2.17. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF nam trong hai mat phéng phan biét.
Goi O 1a giao diém ctia AC va BD, O’ 1a giao diém cla AE va BF.
a) Chiing minh ring OO’ song song v&i hai mat phang (ADF) va (BCE).
b) Goi M va N lan lugt 1a trong tdm cha cic tam gidc ABD-va ABE. Chiing
minh rang MN // (CEF).

2.18. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh binh hanh ABCD. Goi G 14 trong tam
clia tam gidc SAB va I 1a trung diém cta AB. L4y diém M trong doan AD sao .
cho AD = 3AM.

a) Tim giao tuyen cua hai mat phang (SAD) va (SBC).

b) Dudng thang qua M va song song v6i AB cat CI tai N. Chimg minh rang
NG /1 (SCD).

¢) Ching minh rang MG // (SCD).
2.19. Cho hinh chép SABCD c6 ddy 1a hinh thang ABCD, déy 16n 1a AD va AD = 2BC.
Goi O la giao diém clia AC va BD, G 1a trong tam clia tam gidc SCD.
a) Ching minh rang OG // (SBC).
b) Cho M 1a trung diém cha SD. Chiing minh rang CM // (SAB).

¢) Gia st diém I nam trong doan SC sao cho SC = 3SI Ching minh rang
SA// (BID).

2.20. Cho tit dién ABCD. Qua diém M nim trén AC ta dung mot mat phang (a)
song song v6i AB va CD. Mat phéng nay 14n luot cat cdc canh BC, BD va AD
tai N, Pva Q. ,

a) Tit gidc MNPQ 12 hinh gi ?
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b) Goi O 1a giao diéni hai dudng ciéo cha W giac M NFQ. Tim tap hop cac

diém O khi M di dong trén doan AC.
2.21. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy I hinh binh hanh ABCD. M 1a mot diém di

dong tren doan AB. Mot mat phing () di qua M va song song vé6i SA va BC ;

(@) cét SB, SC va CD lan luot tai N, P va Q.

a) Tw gidc MNPQ 1a hinh gi ?

b) Goi I 1a giao diém cia MN va PQ. Ching minh ring / ndm trén mot
dudng thang c6 dinh.

§4. HAI MAT PHANG SONG SONG

A. CAC KIEN THUC CAN NHG

I. PINH NGHIA
Hai mat phang (&) va () dugc goi la song song véi nhau néu chiing khong c6
diém chung, ki hiéu («)//(B) hay (B)// ().
| @B = (@ (P)=2.

IL. PINH Li VA TINH CHAT

1. Néu mit phing (@) chita hai dudng thing cit nhau a, b va hai dudng théng
nay cling song song v6i mat phang (A) thi mat phang () song song véi mit

phang ().
ac(a), bc(x)

Ja citb = (@) /[ (B)
all(B), bll(f)

2. Qua mot diém nim ngoai mot mat phang cho trudc ¢6 mot va chi mot mat
phang song song véi mat phang di cho.

Hé qua 1
Néu dudng thang d song song véi mat phing (@) thi qua d c6 duy nhdt mot

mat phang song song véi ().
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III.
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Hé qua 2

Hai mat phiang phan biét cing song song v4i mat phéng thi ba thi song

song vdi nhau.

Hé qua 3

Cho diém A khong nam trén mat phing (&). Moi duong thing di qua A va
song song v4i (&) déu nam trong mat phéng di qua A va song song vdi ().

3. Cho hai mat phang song song v6i nhau. Néu mot mat phang cat mat phang
nay thi cling cat mat phang kia va hai giao tuyen song song vdi nhau.

Hé qud

Hai mat phang song song chin trén hai cét tuyén song song nhitng doan

thang bang nhau.

4. Dinh li Ta-lét (Thaleés)

Ba mat phang déi mot song song chan trén hai cat tuyén bat ki nhu‘ng doan

thang tuong ting ti 1.

HINH LANG TRU VA HINH CHOP CUT

¢ Hinh lang tru

Cho hai- mat phang song song () va (a"). Trén (a) cho da giic 16i

AlAy...A, . Qua cdc dinh A}, A, ..
nhau va cat (&) lan lugt tai A, Ay, ...

Hinh gom hai da giac
Alhy A, Al A A va céc
hinh binh hanh A A4]AjA,,
AyASASAy . AJALATA dugc
goi 1a hinh lang tru va ki hiéu la
AlAy.. Ay AAS A (h.2.14).
Lang tru c¢6 ddy la hinh binh
hanh duogc goi la hinh hop.

,A, ta V& c4c dudng thing song song véi

Hinh 2.14



® Hinh chép cut

Cho hinh chép SA1A2 A, . Mot mat

phéng khong qua dinh, song song véi
mat phing ddy cia hmh chép cit céc
canh SA;, SA,, .., SA, ldn luot tai

Al, A, .., A’ . Hinh tao bdi thiét dién
AlA) .. Al va diy AA,..A, cia
hinh chép cung vé6i cdc ti gidc
A hA, Hashh. . AAAA,
goi la hinh chép cut, ki hiéu la
AlA,... A AA, A (h2.15) Hinh 2.15

_ B. DANG TOAN CO BAN
E Van dé 1
Chitng minh hai mat phz%ng song song véi nhau

1. Phuong phdp giai _
a) Taco thé chtng minh chiing cing song song v6i mat phang thit ba.

b) Ta chithg minh mat phing nay chita hai dudong thing cét nhau ciing song
song vdi mit phang kia.

2. Vidu

V¥ du. Cho hinh binh hanh ABCD. Tir c4c dinh A, B, C va D lan luot ké cac ?&a
dudng théng Ax, By, Cz va Dt song song v4i nhau va khong nam trong mat phang
(ABCD). Chimg minh mat phang (Ax, By) song song véi mat phéng (Cz, Dr).

Giai
Ta c6 Cz // By nén Cz // (Ax, By)
(h 2.16). Do wt gidc ABCD la hinh binh
hanh nén CD // AB do 46 CD // (Ax, By).

Mat phang (Cz, Dt) chita hai duong
thang cat nhau Cz, CD cling song song
véi (Ax, By) nén (Cz; Dr) // (Ax, By)."

Hinh 2.16
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)
@ VAN dé 2
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Xac dinh thiét dién tao bdi mat phegmg (@) véi mdt hinh chop khi cho biét
(&) song song v&i mot mat ph%r_lg xac dinh nao do

1. Phuong phdp gidi |

a) Ap dL_mg. Khi (@) song song v6i mot mat phang () nao dé thi (@) s& song
song vdi tat ca duong thang nam trong (/).

b) D€ x4c dinh giao tuyén cua () vdi cdc mit cua hinh chop, ta 1am nhu sau :

— Tim dudng thang d nam trong ().

— Vi (@) // d nén (@) cit nhitng mat phang chia d theo céc giao tuyén song

song véi d.

2.Vidu

Vi du. Cho hinh chép S.ABCD v6i déay la hinh thang ABCD ¢6 AD // BC,
AD = 2BC. Goi E ]a trung diém AD va O la giao diém ctia AC va BE. I ]amot -
diém di dong trén canh AC khac v6i A va C. Qua /, ta v& mat phang (&) song
song voi (SBE). Tim thiét dién tao bdi () va hinh chép S ABCD.

Hinh 2.17



Ta thay rang t gidc AEDC fa nh biak hanh vi:

' 1
ED /I BC,ED =BC (= EAD] , (h.2.17).

Truong hop 1. I thudc doan AO va I khac O. Goi vi trf nay 1a 1y, (a) // (SBE)
nén («) // BE va (&) // SO.

e (@) // BE nén (@) cét (ABE) theo giao tuyén M[N; di qua [; va
M/N, /| BE (M, € AB, Ny € AE).

e (@) // SOnén (&) cét (SAC) theo giao tuyén S;/; di qua /| va song song
v6i SO (S, € SA). '

Ta c6 thiét dién 12 tam gidc S;M;Ny .

Trutong hop 2. I thuoe doan OC va I khéc O. Goi vitrd nay 1a I, (@) // (SBE)
nén (&) // BE va (&) // SO.

e (@) // BE nén (@) céat (BEDC) theo giao tuyén M,N, di qua I, va
M,N, /| BE (M, € BC, Ny € ED).

e () /] SO nén (@) cét (SOC) theo giao tuyén Qlé di qua /, va song song
v6i SO (Q € SC).

Do (&) // CD (vi CD // BE) nén (&) s& cit hai mat phang (BEDC) va (SDC)
theo hai giao tuyén M, N, , PQ clng song song v6i CD (P € SD).
. Ta c6 thiét dién la hinh thang M, N,PQ.

Truong hop 3.1 = O

Dé thay thiét dién la tam gidc SBE. Khi d6, (SBE) = () (loai).

C. CAU HOI VA BAI TAP
2.22. Cho ttt dién ABCD. Goi G;, G,, Gz lan luot la trong tam cta cdc tam gidc
ABC, ACD, ABD. Ching minh rang (G;G,G3) // (BCD).
2.23. Tir b6n dinh cua hinh binh hanh ABCD vé& bon nira dudng thang song song

ciing chiéu Ax, By, Cz va Dt sao cho chiing cét mat phang (ABCD). Mot mat
phéng (@) cat bon nita dudng thang theo thit tu néi trén tai A’, B, C'va D',
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2.24,

2.25.

2.26.

2.27.

2.28.

a) Ching minh rang (Ax, By) // (Cz, Dt) va (Ax, D) /] (By, Cz). ‘

b) Tt gidc A'B'C'D’ 1a hinh g1 ?

¢) Ching minh AA"+ CC'=BB’+ DD".

Cho hai hinh vuong ABCD va ABEF & trong hai mat phéng phan biét. Trén
cac dudng chéo AC va BF lan lugt 14y cac diém M va N sao cho AM = BN.

C4c duong thing song song véi AB vé tir M va N lan lugt cit AD va AF tai
M’ va N’. Chimg minh

a) (ADF) // (BCE).

b)M'N’// DF.

c) (DEF) |/ (MM’N’'N) va MN /| (DEF).

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C’ c¢6 céc canh bén 1a AA’, BB', CC". 001
I va I’ tuong g 1a trung diém cla hai canh BC va B'C".

a) Chung minh riang Al // A'T".

b) Tim giao diém ctia A’ v6i mat phéng (AB'C").

¢) Tim giao tuyén cua (AB'C") va (A'BC).

Cho hinh lang tru tam giac ABC.A’B'C’. Goi H la trung diém clia A'B".
a) Chimg minh ring CB’// (AHC").
b) Tim giao tuyén d cua (AB’C") va (ABC).
Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khong cling nim trong mot mat
phéng. Goi M va N la hai diém di dong tuong g trén AD va BE sao cho

' AM BN

MD NE

Ching minh rang dudng thang MN 1luén ludn song song véi mot mat phang
c6 dinh. Hay chi ra mat phang c6 dinh dé. :

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la hinh binh hanh ABCD, O la giao diém hai
dudng chéo, AC = a, BD = b, tam gidc SBD déu. Goi I 1a diém di dong trén

doan AC v6i Al = x (0 < x < a). L&y (&) 1a mat phéng di qua / va song song
v6i mat phéng (SBD).

a) X4c dinh thiét dién clia mat phang (@) vé6i hinh chép S.ABCD.
b) Tim dién tich S cta thiét dién & cau a) theo a, b, x. Tim x dé S 16n nhat.

2.29. Cho ba mat phang (), (£, () song song v6i nhiau. Hai dudng théng a va a’ céi
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ba mat phang 4y theo thit tu néi trén tai A, B, C va A', B’, C". Cho AB = 5,
BC =4,A'C’=18. Tinh do dai A'B’, BC".



2.30. Cho tit dien ABCD. Goi I va J 14n Liot 1a hai diém di dong wén cc canh AD

2.31.

va BC sao cho % = jg Ching minh rang /J luén ludn song song véi mot
mat phang c6 dinh.

Cho hai tia Ax, By chéo nhau. Ldy M, N 1an lugt 12 cac diém di dong trén Ax,
By. Goi (@) 1a mat phang chita By va song song véi Ax. Dudng thang qua M
va song song vdi AB cat (a) tai M.

a) Tim tap hop diém M.

b) Goi / 1a trung diém ctia MN. Tim tap hop cdc diém I khi AM = BN.

§5. PHEP CHIEU SONG SONG.
HINH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. PHEP CHIEU SONG SONG

Cho mat phang () va dudng thang A cat (@). V6i mdi diém M trong khong
gian, duong thiang di qua M va song song hoac trung v&i A cét (@) tai diém M’
xac dinh.

Diém M’ dugc 801 1a hinh chiéu song song cla diém M trén mat phéang (o)
theo phuong A.

Mat phang (@) dugc goi 1a mat phang chiéu, phuong clia dudng thang A dugc
goi la phuong chiéu.

Phép dit tuong img mdi diém M trong khong gian vdi hinh chi€u M’ clia né
trén mat phang (@) dugc goi la phép chiéu song song Ién () theo phuong A.

IL. CAC TINH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG

1. Phép chi€u song song bién ba diém thang hang thanh ba diém thang hang
va khong 1am thay ddi thd tu ba diém dé.

2. Phép chi€u song song bién dudng thang thanh dudng thang, bién tia thanh
tia, bién doan thang thanh doan thing.
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II1.

3. Phép chi€u song song bién hai duong thang song song thanh hai dudng
thang song song hoac triing nhau.

4. Phep chi€u song song khong lam thay ddi ti s6 do dai cua hai doan thang
nam trén hai dudng thang song song hoac cling ndm trén mot dudng thang.

HINH BIEU DIEN CUA MOT SO HINH KHC)NG_ GIAN

TREN MAT PHANG

1. Mot tam gidc bat ki bao gid cling c6 thé coi 12 hinh biéu dién clia mot tam gidc
tuy ¥ cho truéc (c6 thé 1a tam gidc déu, tam gidc can, tam gidc vuong ...).

2. Mot hinh binh hanh bat ki bao gi¢ ciing c6 thé coi Ia hinh biéu dién ctia mot

hinh binh hanh tuy y cho truéc (co thé 1a hinh binh hanh, hinh vuong, hinh
chit nhat, hinh thoi...).

3. Mot hinh thang bat ki bao glor ciing c6 thé coi la hinh biéu dién chia mot
hinh thang tuy y cho truée, mién la ti s6 do dai hai ddy cua hinh b1eu dién
phai bang ti s6 do dai hai d4y cua hinh d3 cho.

4. Nguoi ta thucmg dung hinh elip dé bleu dién hinh tron.

B. DANG TOAN CO BAN
VAN dé

V& hinh biéu dién clla mdt hinh FE cho trudc

1. Phuong phdp giai .
a) Xac dinh cic yéu t6 song song ciia hinh .
b) Xac dinh ti s6 diém M chia doan AB.

-¢) Hinh " 12 hinh biéu dién clia hinh € phai ¢6 tinh chat
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~ Bao dam tinh song song trén hinh

— Bao dam ti s6 clia diém M chia doan AB.

2. Vidu _

V¥ dy 1. Ching minh riing trong tam G cha tam gidc ABC ¢6 hinh chiéu song
song la trong tam G’ cha tam gidc A'B'C’, trong d6 A'B’C” 1a hinh chiéu song
song cla tam gidc ABC.



5011 Ja trung diém clia canh AB.

Hiin chigu 17 cha 1 1a trung
diém cua AR’ (h.2.18).

GeClnénG e CT';

. Vay G’ 1a trong tam tam gidc A'B'C".

Giai

Hinh 2.18

Vi du 2. Hinh thang c6 thé 1a hinh biéu dién cda hinh binh hanh khéng ?

gid

Hinh thang khong thé 13 hinh biéu dién ctia hinh binh hanh vi hai canh bén
cua hinh thang khong song song trong khi d6 cip canh d6i cua hinh binh hanh

thi song song.

C. CAU HOI VA BAI TAP

2.32. Hinh chi€u song song ctia hai duong théng chéo nhau c6 thé song song véi
nhau hay khong ? Hinh chi€u song song cia hai dudng thang cat nhau c6

song song vGi nhau hay khong ?

2.33. Trong mat phang (@) cho mot tam gidc ABC bat ki. Chimg minh ring c6 thé

xem tam gidc ABC 1a hinh chiéu song song clia mot tam gidc déu nao dé.

2.34. V& hinh biéu dién ciia mot hinh lye gidc déu.

gbc cua dudng tron do.

2.35. Hay vé hinh biéu dién cha mot duorng tron cung véi hai dudng kinh vudéng

2.36. Hay chon phép chi€u song song v6i phuong chiéu va mat phang chiéu
thich hop dé hinh chi€u song song clia mot tf dién cho truéc 1a mot hinh

binh hanh.
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CAU HOI VA BAI TAP ON TAP CHUONG II

2.37. Trong mat phang (@) cho tam gidc ABC. Tir ba dinh ctia tam gidc nay ta ké

cic nita duong thang song song cung chiéu Ax, By, Cz khong nam trong ().
Trén Ax 14y doan AA’ = q, trén By ldy doan BB’ = b, trén Cz lay doan CC’=c.
a)Goil,J vaK lan llIO't 1a c4c giao diém B'C’, C’A’ va A'B’ véi ().

IB JC KA

Chimg minh raing — —-
IC JA KB

b) Goi G va G’ l4n luot ]a trong tam cua céc tam gidc ABC va A'B'C".
Chimg minh : GG’ // AA’.
¢) Tinh GG’ theo a, b, c.

2.38. Cho tit dién ABCD va diém M ndm trong tam gidc BCD.

a) Dung dudng thing qua M song song véi hai mat phang (ABC) va (ABD).
Gia sir dudng thang nay cit mat phang (ACD) tai B'.

Chiing minh ring AB’, BM va CD déng quy tai mot diém.

MB' _ dt(AMCD)

BA  dt(ABCD)

b) Chimg minh

c) Dudng thing song song Vvéi hai mat phzing (ACB) va (ACD) ké tix M cat
(ABD) tai C’ va dudng thang song song véi hai mat phfmg (ADC) va (ADB)
ké tir M cit (ABC) tai D’. Chimg minh rang :
MB’ MC MD
BA CA DA

© 2.39. Tix céc dinh clia tam gidc ABC ta ké cac doan thing AA’, BB’, CC’ song song, |

2.40.
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cung chiéu, bang nhau va khéng nim trong mat phing ctia tam gidc. Goi I, G
va K lan luot 1a trong tam cua céc tam gidc ABC, ACC’vaA'B'C".

a) Ching minh (IGK) // (BB'C'C).

b) Ching minh rang (A'GK) // (AIB"). _

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D". Goi M va N lan luot 12 trung di€m cua hai
canh bén AA’ va CC'. Mot diém P n3m trén canh bén DD".

a) X4c dinh giao diém Q ciia dudng thang BB’ v6i mét phing (MNP).



2.41.

b) Mat phang (MNP) cat hinh hop theo ot thici dien. Thiét dién d6 cé tinh
chat gi ?

¢) Tim giao tuyén clia mat phang (MNP) véi mat phang (ABCD) ctia hinh hop.

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Hai diém M va N lan luot nam trén hai canh

AD vaCC'’ saochoﬂ CN

MD NC’
a) Ching minh ring dudng thing MN song song véi mat phang (ACB).

b) X4c dinh thiét dién ctia hinh hop cat boéi mat phiang di qua MN va song
song véi mat phang (ACB)).

2.42. Cho hinh lang tru ti giac ABCD. A’B’C’D’

2.43.

2.44.

a) Chiing minh rang hai duong chéo AC’ va A'C cit nhau va hai duorng chéo
BD'va B'D cét nhau.

b) Cho E va F 14n luot 1a trung di€m cta hai dudng chéo AC va BD
Chitng minh MN = EF.

Cho hai mat phang (@) va (f) cét nhau theo giao tuyén m. Trén dudng thang
d cat (o) 6 A va cit (f) 6 B ta ldy hai diém c6 dinh S, S khong thuoc (@),
(). Goi M 1a mot diém di dong trén (f). Gia st cdc dudng thang MS;, MS,
cat (o) lan luot tai M| va M,.

a) Chimg minh rdng M;M, lu6n ludn di qua mot diém c6 dinh.

b) Gia st dudng thang MM, cét giao tuyén m tai K. Chiing minh rang ba
diém K, B, M thang hang. | -

c) Goi b la mof duong thang thudc mat phél{g_ (£ nhung khong di qua diém
B va cit m tai I. Chiing minh réng khi M di dong trén b thi cic di€m M| va
M, d1 dong trén hai dudng thang c0 dinh thudc mat phang (a).

Cho hinh lap phuong ABCD. A’B’C 'D' va céc trung diém E, F cla cic canh

AB, DD’. Hay xéc dinh c4c thiét dién cta hinh lap phuong cit boi cdc mat
phing (EFB), (EFC), (EFC") va (EFK) véi K 1a trung diém clia canh B'C".
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2.45.

2.46.

247.

2.48.

2.49.

2.50.

2.51.
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(A)A e (ABC);

CAU HOI TRAC NGHIEM

Céc yéu t6 nao sau day xdc dinh mot mat phing duy nhat ?
(A) Ba diém ; ' (B) Mot diém va mot duong thang ;
(C) Hai duong thang cét nhau ; (D) Bén diém.

Cho hai duong thing a va b. Diéu kién nao sau day du dé két luan a va b
chéo nhau ?

(A) a va b khong c6 diém chung ;

(B) a va b 1a hai canh clta mot hinh t& dién ;

(C) @ va b nim trén hai mat phéng phan biét ;

(D) a va b khong cling nim trén bat ki mat phang nao.

Cho tam gidc ABC, 1dy diém [ trén canh B C
AC kéo dai (h.2.19). Cic ménh dé nao
sau day 1a ménh dé sai ?

(B)I € (ABC)
(O) (ABC) = (BIC) ; 1
(D) BI ¢ (ABC).

Hinh 2.19

Cho tam gidc ABC. C6 thé xac dinh dugc bao nhiéu mat phang chia tdt ca
cac dinh tam giac ABC ?

(A)4; B)3; O©2; (D) 1.

Trong khong gian cho bén diém khong dong phing, c6 thé x4c dinh nhiéu
nhat bao nhiéu mat phang phan biét tir cic diém d6 ?

(A)6; (B)4; ©3; (D) 2.

Cho hinh chép S.ABCD véi day la tir gidc ABCD c6 cac canh déi khong song

song. Gia st AC N BD = O va AD N BC = I. Giao tuyén clia hai mat phéng
(SAC) va (SBD)1a :

(A) SC; (B)SB; (© SO ; (D) SI.

Cho hinh chép S.ABCD véi ddy 1a tit gidc ABCD. Thiét dién clia mat phang
(@) tuy y v6i hinh chép khong thé 1a
(A) Luc giac ; (B) Ngii giac ;

(O) Tt gidc ; (D) Tam gidc.



2.52.

2.53.

Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C'D’. C6 bao nhiéu canh cua hinh lap
phuong chéo nhau véi dudng chéo AC’ ctia hinh 1ap phuong ?

(A)2; (B)3; ©4; (D) 6.

Cho hai dudng thang phan biét a va b trong khong gian. C6 bao nhiéu vi tri
tuong doi giltaa va b ?

(A1 - (B)2; ©3; (D) 4.

2.54. Cho hai dudng thédng phan biét cling nim trong mot mét phang. C6 bao nhiéu

vi tri tuong d6i gitta hai dudng thang dé ? _
A)1; (B)2; © 3; (D) 4.

2.55. Cho ti dién ABCD. Goi M, N, P, O, R, S 14n luot 1a trung diém céc canh AC,

BD, AB, CD, AD, BC. B6n diém nao sau day khong déng phang ?
(A)P,Q,R,S; (BYM,P,R,S;
(C)M,R,S,N; ' DYM,N,P, Q.

2.56. Trong cac ménh d€ sau day, ménh dé nao diing ?

2.57.

2.58.

(A) Hai duong théng lan lugt nim trén hai mat phang phan biét th1 chéo nhau ;
(B) Hai dudng thang khong c6 diém chung thi chéo nhau ;

(C) Hai dudng thing chéo nhau thi khong c6 diém chung ;

(D) Hai duong thang phan biét khong song song thi chéo nhau.

Cho hai dudng théng a va b chéo nhau. C6 bao nhiéu mat phéng chtta a va

song song voi b ?

(A) Vo s6 ; (B)2; ©)1; (D) Khong c6 mat phang nio.
Cho tt dién ABCD. Diém M thuoc doan AC. Mt phang (&) qua M song
song véi AB va AD. Thiét dién cua (&) véi tr dién ABCD 1a

(A) Hinh tam giéc ; ~ (B) Hinh binh hanh ;

(O) Hinh chir nhat ; (D) Hinh vudng.

2.59. Cho céc gia thiét sau day. Gia thiét ndo két luan dudng théng a song song véi

mit phing () ?
(A)allbvab]/ (a); B)an()=9;
(©allbvabc (); D)a/l (B) va(B) /] (@)

2.60. Trong cdc ménh dé sau day, tim ménh dé diing.

(A)Néu (@) /| (B) vaa c (@), b c (B) thia//b;
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(B)yNéua// (o) vab// (f) thia//b:
(C)Néu () // (B) vaa c (@) thia// (B);
(D)Néua//bvaa C (a),b < (f) thi(a) // (B).

2.61. Trong khong gian, cho hai mat phang phan biét (@) va (£). C6 bao nhiéu vi
tri twong déi gitta (@) va (H) ? .
(A)1; B)2; ©3; (D) 4.

2.62. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy 1a hinh binh hanh ABCD. Giao tuyén ciia hai
mat phing (SAD) va (SBC) 1a dudng thing song song véi dudng thang nio
sau day ? .
(A) AC; (B)BD ; (C)AD ; (D) SC.

2.63. Cho hinh chép S.ABCD cé ddy la hinh binh hanh ABCD. Gia st M thugc
doan thang SB. Mat phang (ADM) cit hinh chép S.ABCD theo thlet dién

la hinh
(A) Tam giac ; (B) Hirh thang ;
(O) Hinh binh hanh ; (D) Hinh chir nhat.

2.64. Cho tt dién ABCD. Gi& st M thuoc doan BC. Mot mat phang (<) qua M
song song v&i AB va CD. Thiét dién cua (&) va hinh ti dién ABCD 1a
(A) Hinh thang ; (B) Hinh binh hanh ;
(C) Hinh tam giic ; ‘ (D) Hinh ngii giac.

HUGNG DAN GIAI VA PAP SO

§1. DAl CUONG VE PUGNG THANG VA MAT PHANG

2.1. a) Nhan xét :

Do gia thiét cho 1/ khong song song v6i CD va chung cung nidm trong mat
phang (BCD) nén khi kéo dai chiing gap nhau tai mot diém (h.2.20).

GoiK=1J n CD. |
Ta c¢6: M la diém chung thit nhét cha (ACD) va (IJM) ;

. D
{KEIJ “ {KGC . Ke (ACD).

= Ke MIlJ
IJcMl) ( ) CD c (ACD)
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" nén Q 12 diém chung thi hai caa (MNJ) va (ABC).

2.2. a) Ta c6 ngay S, M 1a hai diém chung cta
(SBM) va (SCD) nén (SBM) n (SCD) = SM

2.3.

Vay (MI]) N (ACD) = MK.
b) V6iL=JN N AB,tacé:
{Le JN

= Le (MNJ
IN © (MNJ) € (MN)

Le AB :
= Le (ABC).
AB C (ABC) _

Nhu vay L 1a diém chung thd nhat
cua hai mat phang (MNJ) va (ABC).

Goi P=JL n AD,Q =PM n AC.
’ {Qe PM

Tacéd: = 0e (MNJ)

PM c (MNP)

7\ {Qe AC
va = Q€ (ABC)

AC Cc(ABC)

Vay LQ = (ABC) N (MNJ).

(h.2.21).

b) M 1a diém chung thit nhét ctia (AMB) va (SCD).

Goil=AB N CD.

Tacé: I € AB= I € (ABM).
Mat khéc /€ CD = I € (SCD)
nén (ABM) n (SCD) = IM.

¢)GoiJ=IM N SC.Tacé: Je SC = J e (SAC)
va J e IM = J € (ABM). Hién nhién A€ (SAC)
va A€ (ABM), vay (SAC) N (ABM) =AlJ.

a) Goi N=DK n AC ;M =DJ N BC (h.2.22).
Ta c6 (DJK) M (ABC) = MN = MN c (ABC).
ViL = (ABC) M JK nén dé thay L = JK ~ MN.

Hinh 2.20

Hinh 2.21
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2.4,

2.5.
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b) Ta ¢6 1 1a mot diém chung cia (ABC) va (IJK).

Mat khic vi L = MN ~ JK ma
MN C (ABC) vaJK c (IJK) nén L 1a
diém chung thd hai cia (ABC) va
(JK), suy ra (IJK) N (ABC) = IL.

Goi E=IL "~ AC; F=EK n CD. Li

luan twong tu ta c6 EF = (IJK) N (ACD).
N6i FJ cat BD tai P ; P 1a mot giao
diém (IJK) va (BCD).

Ta c6 PF = (IJK) n (BCD)

va IP = (ABD) n (IVK).

Nhdn xét. Trén hinh vé 2.23 khong cé
sin dudng thing nio clia mat phang
(MNK) cit AD. Ta xét mat phang chia
AD ching han (ACD) r6i tim giao
tuyén A cia (ACD) véi (MNK). Sau
dé tim giao diém / cha A va AD, |
chinh 12 giao diém phéi tim.
Goi L = NK N CD.
Tac6L e NK = L e (MNK)

Le CD = Le (ACD)

nén ML =(ACD) n (MNK) = A.
ANMAD=]1=I=(MNK) N AD.

Ta lan luot tim giao diém clha mat

phing (MNP) véi céc dudng thing _

chtta cac canh cua hinh chép (h.2.24).
Goil=MN N SB.

. |1e MN
Taco = e (MNP).
|MN c(MNP) :

Vay I =SB  (MNP).

Tu d6, lam tuong tu ta tim dugc giao
diém cta (MNP) v6i cdc canh con lai.
Cu thé :

Hinh 2.22

Hinh 2.24



GoiJ=IP N SC,tacéJ=5C r {4NF).
Goi E=NP N CD,tac6 E=CD n (MNP).
Goi K =JE N SD,tac6 K =SD n (MNP).

2.6.Goi O=AC N BD;

K=50 n AM ;

L=BD m AN ; A
P =KL ~ SD (h.2.25).

Tacdé P=SD n (AMN).

'Nht_in xét. Trong cach hgiéi trén, ta ldy

" (SBD) 1a mat phang chita SD, réi tim

giao tuyén cua (SBD) v6i (AMN). Tu

d6 tim giao diém cla giao tuyén nay
va SD. :

27.Tacol=DE N AB
DE c (DEF) = I € (DEF)

AB C (ABC) = I € (ABC) (h.2.26).

Li luan tuong tu thi J, K ciling lan lugt

thuoc vé hai mat phang trén nén I, J, K

thugoc vé giao tuyén cua (ABC) va
. (DEF)nén |, J, K thang hang.

2.8. a) I, A, B’ 1a ba diém chung cua hai
mat phing (OAB) va (f) nén ching
thang hang (h.2.27).

b) 1, J, K 12 ba diém chung ctia hai
mat phang (ABC) va (A’'B'C’) nén /0<
ching thang hang. i

2.9. Huong dan
a)S,1,J,Gla dlém chung cua (SAE) va (SBD).

b) S, K, L la diém chung ctia (SAB) va (SDE).

Hinh 2.27
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§2. HAl PUONG TfoNq CHEO NHAU
VA HAI PUONG THANG SONG SONG

2.10. a) (h.2.28).
. {SE (SAC)
Tacod:

= Se (SAC) N (SBD).

Se (SBD)
Lo, O¢€ (SAC)
Giast:ACn BD=0 =
_ O€ (SBD)
= 0e (SAC)N(SBD)
= (SAC)"(SBD) = SO.
AB
b) Tacd: S € (54B) = Se (SAB)N(SCD). Hinh 2.28
Se (SCD)
AB C (SAB)
Ta lai c6 {CD C (SCD) = (SAB)N(SCD) = Sx va Sx// AB// CD.
AB//CD

¢) Lap luan tuong tir cau b) ta 6 (SAD)(SBC) =Sy va Sy // AD // BC.

AB |
211, 1S %% MN c (ABC) (h2.29).
Ne AC

Trong tam gidc ABC ta cé :
AM _ AN
AB AC

Hién nhién De (DBC)N(DMN)

BC c (DBC)
MN c (DMN)
BC /| MN

=MN // BC.

= (DBC)N(DMN) =DxvaDx//BC /| MN. Hinh 2.29

Me (ML)

= Me (MIJ)N(ABD) (h.2.30)
Me AD = M e (ABD)

2.12. 2) {
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17/ AB
Ta cling ¢6 : { IJ < (MIJ)
AB C (ABD).
= (MIJ)N(ABD) =d = Mt
va M1/l AB /I 1J.
b) Tacé6 Mt //AB = Mt~ BD=N

KelIN

INNJIM=K =
, KeJM.

Vi Ke IN = K € (BCD) ’ Hinh 2.30
va K e JM = K€ (ACD).

Mat khdc (BCD) N (ACD) = CD do d6 K € CD. Do vay K ndm trén hai nua
dudng thdng Cm va Dn thudc duong thing CD. (D€ ¥ ring néu M la trung
diém ctia AD thi s& khong ¢6 diém K.)

(K€ (ABK)
¢)Taco: = K € (ABK)N(MIJ)
|keIN= Ke M)
AB C (ABK)
ma {IJ C(MIJ) = (ABK)~(MIJ) = KxvaKx /| AB /I 1J.
ABJ/ 1]

2.13. Trong tam gidc ABC (h.2.31) tacé:
MP 1/ AC vaMP = ATC -
Trong tam gidc ACD ta c6 :

ON // AC va ON = %-

MP [|QN
MP =QN

Tt d6 suy ra {

Hinh 2.31

= ti gidc MPNQ la hinh binh hanh.

Do vay hai dudng chéo MN va PQ cét nhau tai trung diém O cta méi dudng.
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Tuong tu : PR// QS va PR = OS = i;i,

Do dé tt gidc PRQOS 1a hinh binh hanh.

Suy ra hai dudong chéo RS va PQ cét nhau tai trung diém O cua PQ va
OR =0S.

Vay ba doan thang MN, PQ va RS cét nhau tai trung diém méi doan.

2.14. Goi K trung diém cta AB (h.2.32). A

Vi I 1a trong tam cua tam gidc ABC nén
"I € KC vaviJ latrong tim cla tam giac
ABD nénJ e KD.

Tirdosuyra =& _L _ yryep.
KC KD 3 ,
2.15.a) (h2.33). . ,
Tacé:1€ (SAD) = I € (SAD) n (IBC). c
AD /| BC' , | ' Hinh 2.32
Vay {AD  (SAD) = (SAD)N(IBC) = PQ
BC < (IBC)
vaPQ/IADJ/BC. (1)
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F=DN n CQ :{

Tuong ty: J € (SBC) = J € (SBC) N (JAD).

AD// BC : Ky
Vay 4 AD c (JAD) = (JAD)(SBC) = MN

BC c (SBC)
vaMN /I BC /I AD. (2)
Tur (1) va (2) suy ra PQ // MN.
b) Tacd:

E e (AMND)

E=AM ~ BP =
Ee (PBCQ)

F € (AMND)
F € (PBCQ). Hinh 2.33



Do d6 : EF = (AMND) ~ (PBCQ).

AD /I BC
Ma // AD /I BC Il MN Il PQ.
{MN 11PO suy ra EF / Q
Tinh EF : CP n EF =K = EF =EK +KF
EK /I BC = EK _PE (*)
BC PB
PM /I AB = PE Ll
T AB
PM _SP _2 PE 2
Ma —=— suy ra — =—-
AB SA 3 EB 3
P
Tu(*)suyraE—Kz—E PE I = I :3 :>EK=EBC=Eb.
BC PB PE+EB 1+@ _1+§_ 5 5 5
PE 2

Tuong tu ta tinh dugc KF = %a.

Vay : EF = 3a +3b=3(a+b).'
5 5 5

§3. DUONG THANG VA MAT PHANG SONG SONG

2.16. Goi I 1a trung diém CD (h.2.34).
Vi G, la trong tam cla tam gidc ACD nén G, € Al.

Vi G, la trong tam clia tam gidc BCD nén G, € BI.

G, 1
A3 16, IG,
Taco: 212 .G,G, // AB.
N6, 1 1A B /
£ = B
B3
AB C (ABC) = G,G, /I (ABC)
C
vaAB C (ABD):> G1G2 // (ABD) Hinh 2.34
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2.17.a) Tacé : OO’ // DF (dudng trung binh cha tam giac BDF) (h.2.35).
ViDF c (ADF) = 0O’/ (ADF).
Twong tv OO' /] EC (du’Emg trung binh cta tam gidc AEC).
Vi EC C (BCE)nén OO’ [/ (BCE).
b) Goi / 1 trung diém ctia AB ;
Vi M la trong tam cua tam gidc ABD nén M € DI.
Vi N la trong tdm cta tam gidc ABE nén N € EJ.

M 1

D 3:>1ﬂ=ﬂ:>MN//DE.
IN 1 7 ID IE

IE 3

Tacéd:

CD// AB

CD=AB
Ma

EF /| AB

EF = AB

nén CD // EF va CD = EF, suy ra
tit gidc CDFE 1a hinh binh hanh.

MN /| DE
DE-C (CEF)

Hinh 2.35

= MN [/ (CEF).

2.18. a) Dé thdy S 1a mot diém chung cia
hai mat phéng (SAD) va (SBC) (h.2.36).
AD C (§AD)
Tacé: < BC C(SBC)
AD /| BC

= (SAD)N(SBC) = Sx

vaSx// AD /! BC.

b) Tac6:MN //IA /| CD
AM IN 1

:>—:_—:.—’ .
AD IC '3 Hinh 2.36
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1G IG v 1
ma—=_ én =—=— =GN//SC
IS (G la trong tam ctia ASAB) n IS C 3

SC < (SCD) = GN [/ (SCD).

¢) Gid st IM cét CD tai K = SK < (SCD)
MN IN_1_IM _1

MN/ICD =22 =" -~ ,
CK IC 3 IK 3

1G

1
s 3
M _1

3

Tacé: = GM//SK = GM // (SCD).

IK

2.19. a) Goi H l1a trung diém ciia SC (h.2.37).

: y M
Tacé:—D—gzz- (1) My Lo\

| A\
BCAD =92 _04 _AD =2 Wl o AN AT D
OB 0OC BC < TN -

= 0D =20B 5
:>0_D=3 ) : RN
BD 3 B C

Hinh 2.37
Tir (va@) =29 292 o6/ 8H. - "
DH BD

BH < (SBC) = OG // (SBC).
' . FIRES .2 > ’ . N 74 AD = z ~
b) Goi M’ 1a trung di€m cua SA = MM’ // AD va MM =T- Mat khac vi

BC /1 AD va BC=% nén BC //MM’ va BC = MM’

Do d6 tit gidc BCMM'’ 1a hinh binh hanh = CM // BM’'ma BM' C (SAB)

= CM /! (SAB).
1
c)Tacc’):O—C=—-nén%=l Matkhacv1SC—§Slnénﬂ 1
_ OA 2 CA 3 2 cs 3
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2.20. a) {

92

nén ()N (BCD)= NP va NP [/ CD.

:>£:ﬂ = 0l /] SA.
CA CS§S

OI c (BID) = SA J/ (BID).
() /| AB

AB C (ABC)

— (&) "(ABC) = MN va MN /| AB.
Ta c6 N e (BCD) (h.2.38)

. {(a) //CD
va
CD c(BCD)

Hinh 2.38
Tacd Pe (ABD)
(a)/| AB .
\ e ABD) = PQ J/ AB.
va {AB C (ABD) nén (@) N (ABD)=PQ va PQ //
{?;/(/AC%D) nén (&) (ACD) = MQ va MQ J/ CD.

Do dé MN // PQ va NP /| MQ. Vay t gidc MNPQ 12 hinh binh hanh.

b) Tacé : MP N NQ = O. Goi I 1 trung diém cta CD. |
Trong tam gidc ACD c6 : MQ // CD => Al cit MQ tai trung diém E cua MQ.
Trong tam gidgc BCD ¢6 : NP // CD = BI cit NP tai trung diém F clia NP.

S TS TS T : EF /| MN
Vi MNPQ la hinh binh hanh nén ta c6 L
Ola trung diém EF.
EF /| MN = EF [/ AB.
Trong AABI ta ¢c6 EF // AB suy ra : IO cét AB tai trung diém J
= 1, 0, J thang hang

= O € 1J c6 dinh.

Vi M di dong trén doén AC nén O chay trong doan 1{. Vay tap hop céic diém

O ladoan lJ.
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2.21.2) ViM € (SAB) (h.2.39)

. [(@)//54
va

6 AB)= MN va MN [/ SA.
|sacsapy ™" (@ (5AB) v

Vi Ne (SBC,

. {(a) /] BC
va

nén ()N (SBC) = NP
BC c (SBC)

va NP /[ BC (1)

{P Qe(a)

D
P.0e(SCD)’ = (@) N (SCD) = PQ.

Qe (CD = Qe (ABCD)

v (o) // BC
BC C (ABCD)

Hinh 2.39

nén (&) N (ABCD) = OM

va QM /| BC 2)

Tir (1) va (2) suy ra tit gidc MNPQ la hinh thang.
S e (SAB)N(SCD).

b)Tacd: < ABcC (SAB), CD c (SCD) = (SAB)N(SCD)=Sx vaSx//AB [/ CD.
AB//CD .. ‘

Ie MN

Ie PQ.

MN c (SAB) = 1€ (§AB), PQC (SCD) = 1€ (SCD)

= 1€ (SAB)N(SCD) = I € Sx.

MNAPQ=1 :{

'(SAB) va (SCD) ¢6 dinh = Sx ¢6 dinh = thuéc Sx ¢ dinh.

§4. HAI MAT PHANG SONG SONG

2.22. Goi I, J va K 14n lugt 1a trung diém ctia céc canh BC, CD va BD.
Theo tinh chat trong tam clia tam gic ta c6 :
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AG, AG, AG;, 2
Al A]  AK 3
= G,G, //1J (h.2.40).

- [] C(BCD)= G,G, /| (BCD).
Twong tu ta 6 G,G, //(BCD).
GG ,.G,G3 C(G,G,G3)

= (G, G, Gy) /| (BCD).

2.23.a) Tacé AxJf Dt )
/AR aco: ;
a Dt © (Cz,Dt) Hinh 2.40
= Ax /[ (Cz, Dt) (h.2.41). : 5
ABJ/CD = AB// (Cz, Dt).
CD c (Cz,Di

Tit Ax, AB C (Ax, By) suy ra (Ax, By) // (Cz, Dt).
Tuong tu ta ¢é (Ax, Dt) // (By, Cz).

()N (Ax,By)=A'B’

(a)m(Cz,Dt)=C'D' = AB'//CD" (1)
(Ax,.By)//(Cz, Dr)

b)

A

(@)N(Ax,Dr)=A'D’
(@)N(By,Cz)=BC'=> AD'//BC". (2)
(Ax,Dr) [/[(By,Cz)

Hinh 2.41

Tir (1) va (2) suy ra tif gidc A’B’C’D’ 1a hinh binh hanh.
¢) Goi O, O’ 14n luot 1a tam céc hinh binh hanh ABCD, A’B'C’D’. Dé thdy OO’
’ AA'+CC’

1a dudng trung binh ctia hinh thang AA'C’C, suy ra 00’ = 5

BB’ + DD’

 Tuong twtacé: 00’ = — AA’+CC’=BB +DD".
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AD /| BC
2.24.a AD I/ (BCE
){BCC(BCE):> [ (BCE)

AF /| BE
BE c (BCE)

= AF // (BCE)

Ma AD, AF c (ADF)

nén (ADF) // (BCE) (h.2.42).
b) Vi ABCD va ABEF la cic hinh
vuong nén AC = BF. Ta cé6 :
AM'  AM
AC
AN’ BN
AF  BF

Hinh 2.42

MM’ /I CD =

NN/l AB =

)

So sénh (1) va (2) ta duge AM__ AN
AD - AF
¢) Tix chimg minh trén suy ra DF // (MM’N'N)

NN’// AB= NN’ /| EF
NN’ c (MM’'N’N)

= M'N’// DF.

}:> EF /| (MM'N’N).

Ma DF, EF c (DEF) nén (DEF) /| (MM'N'N).
Vi MNIC(MM’N’N ) va (MM’N’N) //(DEF) nén MN /! (DEF).

2.25.a)Tacd II'// BB'va I’ = BB,
Mat khic AA’ // BB’ vi AA’ = BB’ nén :
AA')] IPVaAA' =1
= AA'I'l 1a hinh binh hanh -
= Al// AT (h.2.43).
A€ (ABC)
A€ (AATT)
= A (AB'CYN(AATT).
I'eBC’
I'e (AATT)

b)Tacé:{

= I'e (AB'C) B

Hinh 2.43

Tuong tu : {
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2.26. a) Ta c6 1t gidc AA'C’C 1a hinh binh

2.27. Trong mat phang (ADF), ké dudng

96

= I'e (AB'C) N (AATT) = (AB'C") N (AATT) = AT,
' Ee A

Dit AI' N AT=E. Tacé: = Ec (ABC).

{Ee Al (4BC)

Vay E la giao diém ciia A7 va mat phing (AB'C"),

M e (AB'C’)

c)Tac6:AB N AR =M =
M e (A’BC).
N e(AB'C"
Tuong tw: AC°' N AC=N = ,
: N e (A’BC).

Vay (AB'C") n (A'BC) = MN.

hanh (h.2.44) suy ra A'C cit AC' tai
trung diém / ctia m&i dudng. ‘
Do d6 IH // CB’ (dudng trung binh cla
tam gidc CB’A").

Mat khdc IH c (AHC') nén CB' // (AHC").
Ae (AB'C)

b) Tacéd: {
A€ (ABC)

= A la diém chung cta (AB'C") va (ABC),
B'C’//| BC

ma < B'C’ c (AB'C’)
BC c (ABC)

Hinh 2.44

nén (AB’C’) N (ABC) = Axva Ax // BC /| B'C’.

thang MP // DF (P € AF).

AP _ A
Taco M BN (h.2.45)
PF MD NE

nén PN // FE. Do d6 (MNP) /| (DEF).

Vay MN song song v6i mat phing
(DEF) ¢6 dinh. Hinh 2.45




2.28. a) Truong hop 1.

I thudc doan AO {0 < x <§)

Khi d6 1 & viti I, (h.2.46).
Tacé: (a)// (SBD)

{(a) // BD

=

(@) //SO

Vi (@) // BD nén (o) cit
(ABD) theo giao tuyén
M|N, (qua I;) song
song v6i BD.

Tuong. tu (@) // SO nén ‘

(@) cit (SOA) theo giao Hinh 2.46
“tuyén S,I; song song

véi SO.

Ta ¢6 thi€t dién trong truong hgp nay 1a tam gidc SM|N,.

Nhdn xét. D€ thdy rang S, M, //SBva SN, // SD. Liic d6 tam gidc S;M|N, déu.
Truong hop 2. I thuée doan OC (% <x< a)

Khi d6 1 & vi tri 1,. Tuong ty nhu trudng hop 1 ta c6 thi€t dién la tam gidc déu
SyM,yN, €6 MyN, /I BD, S;M, 11 SB, SyN, 11 SD. '
Truomg hogp 3.1 = O : Thiét dién chinh 12 tam gi4c déu SBD.

b) Ta l14n luot tim dién tich thiét dién trong céc trudng hop 1, 2, 3.

Truemg hop 1. I thuoc doan AO (0 < x < % )

2
SsMy, Z(MINIJ _ (2_x]2

S :4x2.S _4x2 bzx/g_bzxzx/g‘
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file:///MiNi
file:///MiNi

Truong hop 2. I thuoc doan OC (% <x<a)

Ss,M,, :[MzNz ]2 _ [2(0 —Jr)}2

SSBD BD a

.4 )

b33
4

a2

(a-x)?

Truong hop 3.1 =0

b*\3

S =
SBD 4

bzxzx/g
2

a
2
o b*\3 )
Tém lai Srhié'rdién = 2 néu x=

b3
2

a

- a
néu 0<x<E

., a
(a—x)2 néu E<x<a.

c) D6 thj cia ham s6 S theo bién x nhu sau :

0 a a
2

Hinh 2.47

Cr s a
Vay S, dién 16n nhét khi va chi khi x = 3


file:///M2N2

2.29. Vi AB BC ) a a’
i (a)//(ﬁ)//(y) nen 5= \

Mat khdc ta cé : / ,ﬁ__/\@’
o

A/B/: B/C AB+ BC _ (h248) \
A'B° BC" AB+B(C AT

Suyra:A,B,zAC.ABzﬁzlo. | A(B: ".B'

AC 9 \
Vay AB'=10va BC'= AC.BC 184 =8.
AC ? /(c"i‘\LC'
Y

Vay B'C'=38. .

2.30. Qua / ké dudng théng song song Hinh 2.48
vGi CD cat AC tai H, ta c6 :
HA

—=— (h249)
HC ID

Suy ra HJ // AB.

C
Nhu vay mat phang (I/H) song song Hinh 2.49
vGi AB va CD.

Goi (@) 1a mat phing qua AB va song song v6i CD, ta ¢6

{(a) I (LTH) = U //(@).
IJ c(IJH)

Vay IJ song song vGi mat phang () c6 dinh.
2.31. a) Goi (f) la mat phang x4c dinh béi hai duong thang AB va Ax.
- Do Ax // (@) nén (B) s€ cit (&) theo giao tuyén Bx’ song song véi Ax (h.2.50).

Ta c6 M’ 12 diém chung ctia (@) va (f) nén M’ thuoc Bx'.
Khi M trung A thi M’ trung B nén tap hop M’ 14 tia Bx".
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b) Ta c6 t& gidc ABM’'M 1a hinh binh
hanh nén BM' = AM = BN.

Tam gidc BM’N can tai B.

Suy ra trung diém J cla canh ddy NM'
thuéc phan gidc trong Bt cua géc B

trong tam gidc can BNM'. D& thdy rang
Bt c6 dinh.

Goi O la trung diém ctia AB. Trong mat
phang (AB, Bt), t& gidc OBJI 1a hinh binh

hanh nén J/ = BO. Do d6 I la énh cta J Hinh 2.50

trong phép tinh ti€n theo vecto BO. Vay
tap hop /I la tia Ot" song song v6i Bt.

§5. PHEP CHIEU SONG SONG.
HiNH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN

2.32. Gia slr a va b 12 hai duong thang chéo

nhau ¢6 hinh chiéu la ¢’ va b’. Néu mat
phang (a, a’) va mat phéng (b, b) song
song v&i nhau thi a’// b’. Vay hinh chiéu
song song cla hai dudng thiang chéo
nhau c6 thé song song (h.2.51).
Néu a va b 1a hai dudng thang cat nhau
tai O va hinh chi€u cia O 1a O’ thi O'e a’
va 0’ € b’ tic 1a a’ va b’ ¢6 diém chung.
Vay hinh chi€u song song cua hai dudong
théng cit nhau khong thé song song dugc.

2.33. Cho tam gidc ABC bat ki ndm trong
mat phang (). Goi (£) 12 mat phing qua
BC va khéc véi (). Trong (f) ta vé tam
gidc déu BCD. Vay ta c6 thé xem tam
gidc ABC cho trude 1a hinh chiéu song
song cua tam gidc déu DBC theo phuong
chi€u DA lén mat phang (@) (h.2.52). Hinh 2.52
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2.34. Vi hinh luc gidc déu ABCDEF ta nhan ihdy
— Tt gidc OABC 1 hinh binh hanh (vira 1a hinh thoi) ;

— Céc diém D, E, F l4n luot 1a cdc diém d6i xing cua cdc diém A, B, C qua
tam O (h.2.53). |

A B

" Hinh 2.53 / Hinh 2.54

Tir d6 ta suy ra cach vé& hinh biéu dién cua luc gidc déu ABCDEF nhu sau :
— V& hinh binh hanh O’A’B'C’ biéu dién cho hinh binh hanh OABC.
— Lay c4c diém D', E', F’ lan luot d6i xting cia A', B’, C’ qua tam O, ta dugc
hinh biéu dién A'B’C’D’E’F’ cua hinh luc gidc déu ABCDEF (h.2.54).

05 Chi y. Ta c6 thé vé hinh biéu dién hinh luc gidc déu dua trén sy phan tich sau
day & hinh thue ABCDEF (h.2.53) :
— Tt gidc ABDE 1a hinh chit nhat ; _ R
— Goi [ 1a trung diém chia canh AE va H 1a trung diém cla canh BD ;
— Céc diém F va C doi ximg cta O lan lugt qua I va H.
T dé ta c6 cach vE sau day :
- V& hinh binh hanh
A’B'D’E’ biéu dién cho hinh
chit nhat ABDE.

: A’ B’
= Goi I' va H’ 14n luot 1a F%\Oﬂr -
trung diém ctia A’E’va B'D". W
>

- L4y F’ d6i xting v6i O’ qua D’
I’ va C’ dé6i xing véi O qua

H’, ta duoc hinh biéu dién : Hinh 2.55
A’B'C'D’E'F’ cla hinh luc

giac déu (h.2.595).
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2.35. Gia str trén hinh thuc ta ¢6 duong tron tam O cling véi hai duong kinh vudng
g6c chia dudng tron d6 1a AB va CD (h.2.56). Néu ta vé théem mot day cung EF
song song v6i AB thi dudng kinh CD s€ di qua trung diém I ctia doan EF. Tir
tron va vé duong kinh A’B’ clia hinh

dé ta suy ra cach V€ sau day :

elip d6. Puong kinh nay di qua tam O’ al \5
cua elip.

b) V& mot day cung E'F’ song song voi

dudng kinh A’B". Goi I’ 1a trung diém

ctia E'F’. Pudng thang O’ cét elip tai
hai diém C’vaD’. Tac6 AB’vaC'D’'1a Hinh 2.56
hinh biéu dién cha hai duong kinh
vudng gbéc v6i nhau cla du’o‘ng tron
(h.2.57)

a) V& hinh elip biéu dién cho dudng

Nhdn xét. Hinh binh hanh A'C'B'D’ 1a
hinh biéu dién clia hinh vuéng ACBD
ndi ti€p trong mot duong tron.

2.36. Cho tt dién ABCD. Goi d 1a mot dudng
thang khong song song Vv6i cac canh cla
t¥ dién va (¢) la mot mat phang cét d.
Goi A’, B’, C’, D’ 1an luot 1a hinh chiéu
clia A, B, C, D trén mat phing (). Goi P
va Q l4n luot 1a trung diém clia hai canh
doi dién AB va CD. Khi d6 hinh chiéu P’
va- Q' ciia P va Q s€ lan luot 1a trung
diém ciaAB’vaC'D’.

Muén cho A, B’, C’, D’ 14 c4c dinh clua
mét hinh binh hanh ta chi can chon

phuong chi€u d sao cho d song song
v6i duong thang PQ (h.2.58).

Vay dé hinh chiéu song song clia mot t&
dién 12 mot hinh binh hanh ta ¢6 thé chon :

—~ Phuong chiéu 4 1a phuong clia mot trong ba dudng thang di qua trung diém
cua hai canh déi dién ctia tit dién cho trudc ;

— Mt phing chiéu () 12 mat phéng tuy ¥, nhung phéi cat duong thing 4.
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CAU HOI VA BAI TAP Ol TAF CHUCGNG 1T

2.37.a) CC'// BB’ = AICC’ » AIBB’ (h.2.59)
IB BB b
= —=——=—
IC CC ¢
CC'l/]AA" = AJCC’ v AJAA’
JC cc’ _c

JA AA 4 K
A’A /| BB" = AKAA’» AKBB’

KA _AAT
2 J—
KB BB b

ICJAKB Cab

b) Goi H va H' l4n lugt 12 trung diém C hinh 259
cac canh BC va B'C’. Vi HH' 1a dudng

trung binh cua hinh thang BB'C’C nén

HH' /! BB'.

Ma BB’ [/ AA’suyra HH' /| AA".

| AG 2
AH 3
AG"
A'H 3
¢)AH' N GG’ =M = GG'=G'M + MG
Taco:GM//AA' = AHGM» AH'A'A

Tac6:Ge AHvaG’ € A’'H' vataco: = AA'/I GG’/ HH'.

= GA/{=HG =-1—:>G'M=1AA’=la'
AA" HA 3 -3 3
MG |/ HH' = AAMG » AAH'H |
MG AG 2 2 ,
= MG =—HH".
HH =~ AH 3 3
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Mat khiac HH' 12 dutr.g aung cinb cuaa hinh thang B6°C"C nén

BB'+CC" b+ ‘
HH' = ALYV ISV SUALIN P
2 2 3 3 2 3

Do d6 : GG' = G'M + MG = §a+§(b+c)=%(a+b+c)__
Vay GG’ = %(a+b+c).

2.38. a) MB’ qua M va song song v6i (ABC) va (ABD) = MB’ song song véi giao
tuyén AB cta hai mat phang nay. Ta ¢6 : MB’ // AB nén MB’ va AB x4c dinh
mot mat phang. Gid st MB cit AB’ tai I (h.2.60)

Tac6:1€ BM = [ € (BCD)
e AB" = [ e (ACD)
= I € (BCD) n (ACD)=CD
= Ile CD.
Vay ba dudng thang AB’, BM va CD déng quy tai /.
MB’ _ImM
7]
Kée MM’ L CDvaBH L CD.

IM MM
BH

b)MB’ /| AB =

Tacé: MM’// BH —>

dt(AMCD) =+ CD.MM’
Mt khc : 12
dt(ABCD)=CD.BH

1 , Hinh 2.60
dramep)y 7 PMM ypp |

dt(ABCD) 1 .y pr BH
~Cp.

MB _IM _ MM’ _di(AMCD) MB' _ di(AMCD)

Do d6 : y .
AB IB BH dt(ABCD) " AB  di(ABCD)
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MC" at(AMED)

¢) Tuong tu ta cé :

CA ~ di(ABCD)
MD' _di(AMBC)
DA . di(ABCD)

MB’ MC 4 MD’ dt(AMCD) 4 di(AMBD) 4 dt(AMBC)

Va
e AB CA DA di(ABCD) di(ABCD) ~di(ABCD)

_ dt(AMCD) + dt(AMBD) + dt(AMBC)
dt(_ABCD)
_ dit(ABCD) _
dt(ABCD)

2.39. a) Goi M va M’ tuong img la trung diém
ctaACvaA'C' tacod: ~
le BM,Ge C'M,K € BM’ (h.2.6]).
Theo tinh chat trong tam cta tam gidctacd:

ML_MG 1 i6uBC
MB~ MC

ML _ME _ L amm BB = IK 1/ BB’
MB MB 3 |

IG /| BC’
Tacé: = IG//(BBC'C)
BC’ c(BB'C'C)

Hinh 2.61

IK /| BB’ .
= IK /[ (BB'C'C).

BB'C(BB'C’C)
Mat khac IG va IK C (IGK) nén (IGK) /] (BB'C'C).
b) Goi E va F tuong ung la trung dlem cua BCvaB(C’, O trung dlem cia AC.

A, I, E thing hang nén (AIB’) chinh la (AEB’). A’, G, C thing hang nén (A 'GK)
- chinh 1a (A'CF).

Tacoé BE//CF(doBFCE a hinh binh hanh) va AE // A’F nén (AIB’) // (A'GK).

2.40. a) Ta c6 mat phang (AA’, DD’) song song véi mat phang (BB’, CC"). Mat
phing (MNP) cat hai mat phang n6i trén theo hai giao tuyén song song.
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Néu goi Q la diém rén canh
BB’ sao cho NQ // PM thi Q la
giao diém cla dudng thiang BB’
v6i mat phang (MNP) (h.2.62).

Nhdn xét. Ta c6 thé tim diém
Q bing céach n6i P véi trung
diém I cta doan MN va dudng
thang PI cit BB' tai Q.

b) Vi mat phing (AA’, BB’

song song v6i mat phing
(DD’, CCYnéntacé MQ // PN.

" Do d6 mit phang (MNP) cit

© 2.41. a) V& MP song song v6i AC va cit CD tai P.
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hinh hop theo thiét dién
MPNQ la mot hinh binh hanh.

Hinh 2.62

c) Gia sit P khong phai 1a trung diém cta doan DD’. Goi H = PN n DC,
K = MP ~ AD. Ta ¢6 d = HK 1a giao tuyén clia mat phang (MNP) v6i mat
phang (ABCD) ctia hinh hop. Chi ¥ ring giao diém E = AB n MQ ciing nim
trén giao tuyén d néi trén. Khi P 1a trung diém cda DD’ miat phang (MNP) song

song v&i mat phang (ABCD).

. AM _CP _CN
Tac6 —=——= .
MD PD NC(C’

Do dé PN /| DC’ [/ AB’ (h.2.63)

Dudng thing MN thudc mat
phing (MNP) va mat phing
nay c6 MP // AC va PN /| AB’.
Vay mat phang (MNP) song
song vdi mat phang (ACB’) va
do dé MN // (ACB").

b) Vi mit phing (MNP) song
song véi mat phang (ACB’) nén
hai mat phing d6 cit cdc mat
bén cua hinh hop theo cic giao
tuyén song song.

Hinh 2.63



Ta v& NQ // CB', QK /I CA’'{// CA}, k5 /I AB' ¢/ PN}y va tdt nhién SM // ON.
Thi€t dién cia hinh hop cit béi mat phing di qua MN va song song v&i mat
phang (ACB’) 1a hinh luc gidc MPNQRS c¢6 cic canh déi dién song song véi
nhau timg doi mot : MP // RQ, PN // SR, NQ // MS.

242. a) Hinh binh hanh ACC'A’ ¢6 hai
dudng,chéo 1a AC’ va A’C cét nhau tai
trung di€m M ctia méi duong. Tuong tu,
hai dudng chéo BD’ va B'D cit nhau tai
trung diém N ctia médi dudng (h.2.64).

b) Trung diém E clha AC Ia hinh chiéu
cta trung diém M ctia AC’ theo phuong
cta canh lang tru. Tuong ty, trung diém
F la hinh chi€u trung diém N cla duong
chéo BD’ trén BD. Ta ¢6 EM // CC’ va

Em= ¢
2
= z 2N DD/ N
Mit khac FN // DD’ va FN = - Tu _ Hinh 2.64

do ta suy ra t&t gidc MNFE 1a hinh binh
hanh'va ta.cé MN = EF.

2.43. a) Mat phéng (M, d) cit (c) theo giao
“tuyén M;M,. Di€m.A ciing thuoc giao

tuyén d6. Vay dudng thang MM, luon ‘\

luén di qua diém A c6 dinh (h.2.65).

b) Mt phing (M, d) cit (f) theo giao
tuyén BM. Diém K thudc giao tuyén dé
nén ba diém K, B, M thing hang.

¢) Gia skt b cat m tai / thi mat phang
(S;, b) ludn ludn cat (o) theo giao tuyén
IM,. Do d6 diém M, di dong trén giao

d
tuyén /M, c6 dinh. Con khi M di dong
trén b thi mét phing (S, , b) cit (@) theo s
v 2 . 0 2
giao tuyén /M, . Do d6 diém M, chay Hinh 2.65

trén giao tuyén /M, cd dinh.
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2.44. Ta x4c dinh thiét dién cua hinn 12p phuong cét boi cac mat phang sau :
- Mat phéng (EFB) : ta vé€ FG // AB va dugc thiét dién 1 hinh chit nhat ABGF |
(h.2.66), G 1a trung diém cta CC".

A E B A E B
. G,
D g\\\\ C . D /Il \\\ C
F F '
Y G B’ Apeem o - - F---JB
D C D’ C
Hinh 2.66 ' Hinh 2.67
A E B
H
B

Hinh 2.68 Hinh 2.69

— Mat phing (EFC) : N&i FC va vé EG // FC, ta dugc thiét dién 13 hinh thang
ECFG (h.2.67) (AG = %AA). '

— Mt phing (EFC’) : N&i FC'va vé EG /| FC'. N6i GC’ va vé FH // GC". Ta
dugc thiét dién 13 hinh ngii gidc EGC'FH (h.2.68)

(BG = lBB', AH = lAD).
4 3
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— Mat phéang (EFK) v6i K 1a trung diém cta doan B'C". L8y trung diém E’ cla
doan A'B’. Ta ¢ [ = EF n E'D". Ta ¢6 IK 1a giao tuyén cua hai mat phang
(EFK) va (A'B'C’'D"). Goi G =IK N C'D’. N6i F v6i G, v& EH // FG. N6i K v6i
H, v& FL // KH va n6i L v6i E. Ta dugc thiét dién la hinh luc gidc déu
EHKGFL (h.2.69).

(G, H, L theo thit tu 1a trung diém ctia D'C’, B'B, AD).

2.45. (C)
2.50. (C)
2.55. (B)
, 2.60. (C)

CAU HOI TRAC NGHIEM

2.46. (D) 2.47. (D) 2.48. (D)
2.51. (A) -2.52. (D) 2.53. (O
2.56. (C) 2.57. (O 2.58. (A)
2.61. (B) 2.62. (O 2.63. (B)

2.49. (B)
2.54. (B)

2.59. (B)

2.64. (B)
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cHUoNG 111

VECTO TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN

§1. VECTO TRONG KHONG GIAN

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. CAC PINH NGHIA

110

1. Vecto, gid va dé dai ciia vecto

e Vecto trong khong gian 1a mot doan thang cé huéng.

Ki hi¢u AB chi vecto ¢6 diém ddu A, diém cuéi B. Vecto con duge ki hiéu la
a,b, x,y,..

e Gid clia vecto 1a duong thang di qua diém ddu va diém cu6i clia vecto do.
Hai vecto dugc goi 1a cung phuong néu gid cia ching song song hoéc tring

nhau. Ngugc lai hai vecto c6 gid cat nhau duoc goi 12 hai vectg khong ciing
phuong. Hai vecta cung phuong thi c6 thé cing hudng hay nguoc hudng.

® D¢ dai cua vecto 1a do dai cha doan thang c6 hai ddu miit 12 diém ddu va
diém cuéi cha vecto dé. Vecto c6 do dai bang 1 dugc goi la vecto dcm vi. Taki

hiéu do dai cta vecto 1a

2. Hai vecto bang nhau, vecto - khong

e Hai vecto @ va b dugc goi 12 bdng nhau néu ching c6 cung do dai va ciing
hudng. Khi d6 ta ki hiéu a = b.



* “Vecto - khéng” 1a mot vecto dic biét c6 diém dau va diém cudi tring nhau,
nghia 12 v6i moi diém A tuy ¥ ta cé AA =0 va khi d6 moi dudng théng di qua
diém A déu chita vecto AA. Do d6 ta quy uGc moi vecto 0 déu bang nhau, ¢6
do dai bing 0 va cung phuong, cung huéng véi moi vecto. Do dé ta viét

AA = BB v6i moi diém A, Btuy .

II. PHEP CONG VA PHEP TRU VECTO

1. Dinh nghia

e Cho hai vecto @ va b. Trong khong gian 1dy mot diém A tuy §, vé
AB=ad, BC =b. Vecto AC dugc goi 1a téng clia hai vecto @ va b, dong thoi
duogc ki hieu AC = AB+ BC = @+b.

e Vecto b la vecto d6i clia @ néu |B| =lal va @, b ngugc hudng véi nhau,
ki hieu b =-a.

oc’i—B=Zi+(—B).

2. Tinh chdt
o G+b=b+a (tinh chit giao hoén)
o (@+b)+C=ad+(b+C) (tinh chat két hop)

e a+0=0+a = a (tinh chat ctua vecto 0)

3. Cdc quy tac can nhd khi tinh toén
a) Quy tdc ba diém
Véiba diém A, B, C bat ki ta cé :

N —_— —_—

AB+ BC = AC

BC = AC—AB (h.3.1).
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b) Quy tdc hinh binh hanh : B

. . C
Véi hinh binh hanh ABCD ta ¢é : a -
7" P
AC =AB+ AD (h.3.2). Y
A D
Hinh 3.2

II1.

112

c) Quy tdc hinh hop

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’
v6i AB, AD, AA’ 1a ba canh cé
. chung dinh A va AC’ la dudng
chéo (h.3.3),tacé:

d) M3 réng quy tdc ba diém
Cho n diém Ay, Ay, ..., A, batki (h.3.4),

tacod: A1A2 +A2A3 +..+ An——lAn =AA

TiCH CUA VECTO VOI MOT SO

—_— — —

AC = AB+AD + AA’.

Hinh 3.3

—_— —_—

14 -

As Ag
Hinh 3.4

1. Pinh nghia. Cho s6 k # 0 va vecto @ # 0. Tich cla vecto @ v6i s6 k 1a mot
vecto, ki hiéu 1a ka, cliing huéng véi @ néu k > 0, nguge huéng v6i @ néu
k <0 va c6 do dai bang |4].1a].

2. Tinh chdt. V6i moi vecto d, b vamoisém, ntacé:

em(@ + b) = md+mb;

e(m+n)a =ma+na;

e m(na) = (mn)a;

-

el.a

°0.a



IV. PIEU KIEN PONG PHANG CUA BA VECTO
1. Khdi niém ?é‘ sw dong phdng ctia ba vecto trong khong gian

déu khac 0 trong khong gian. Tir mot diém O bat ki ta

OC =¢ . Khi d6 xay ra hai truong hop :

Cho ba vecto 4

b, T
vé OA=d,0B =b,

e Trudng hop céc duong thang OA, OB, OC khong cung nam trong mot mat
phang, ta néi ba vecto @, b, ¢ khong dong phang.

e Trudng hop cdc dudng thang OA, OB, OC cing nam trong mot mat phang
thi ta néi ba vecto d@, b, ¢ déng phang.

2. D‘inh nghia

Trong khong gian, ba vecto duoc goi la dong phdng néu cdc gta cua ching
cuing song song véi mot mdt phang.

3. Diéu kién dé ba vecto dong phing /

Dinh li 1. Trong khong gian cho hai

vecto khong cung phuong a va b va

mot vecto ¢. Khi d6 ba vecto a, b, ¢
dong phang khi va chi khi ¢ cap s6 ,

m, n sao cho ¢ = ma + nb. Ngoai ra L ¢ /
cap sO m, n 1a duy nhat (h.3.5).

Hinh 3.5
4. Phén tich (biéu thi) mot vecto theo

ba vecto khong dong phdng

Pinh i 2

Cho @, b, ¢ la ba vecto khong déng c’

phéng. V6i moi vecto ¥ trong khong
gian ta déu tim dugc mot bo ba s6 m,

n, p sao cho ¥ =md+nb+ p¢. Ngoai ;
ra bo ba s6 m, n, p 1a duy nhit. piain

Cuthé OX =%, OA=a, OB=b, A

0C=¢ (h.3.6) Hinh 3.6

8.BT.HINHHOC11(C)-A 13



va 57(.:0_A.'+(%;+O_C; voi O_A.'=m2i, O_B;:n_b., %’l—;p&’,

Khi d6 : #=md+nb+ pt.

B. DANG TOAN CO BAN

30 v ger

114

Xac dinh cac yéu to clia vecto

1. Phuong phdp gidi

a) Dua vao dinh nghia cic yéu t& cua vecto ;
b) Dua vao céc tinh chat hinh hoc cua hinh da cho.

2.Vidu

1% du 1. Cho hinh ling tru tam gidc ABC.A’B'C". Hay néu tén cic vecto bang
nhau c6 di€m dau va di€m cuéi 1a céc dinh cta lang tru.

Gidi
Theo tinh chat cta hinh lang tru ta suy ra :
AB=AB, BC=BC, CA=CA’

—_—

AB

A C ‘

_ —

_BA, BC =—CB, CA=-AC

AA'=BB' =CC’ = -A’A=—BB=-CC fo
AB=-BA, BC=—CB, CA=-AC

V¥ du 2. Cho'hinh hop ABCD.A’B'C’D’". Hay k& tén céc vecto c¢6 diém ddu va
diém cui la céc dinh chia hinh hop l4n luot bing cdc vects AB, AA” v AC.

?

Gidi

Theo tinh chét ctia hinh hop (h.3.8) tacé: AB=DC =AB'=D'C’
A% =5 = CC'= DI
AC=AC

© 8.BT.HINHHOC11(C)-B



B
Dvivaes

o . . Hinh 3.8

Chiing minh cac déang thic vé vecto

1. Phuong phdp gidi

a) St dung quy téc ba diém, quy tic hinh binh hanh, quy tic hinh hop dé bién
déi vé& nay thanh v& kia va ngugc lai.

b) Sir dung céc tinh chit cta cac phép todn vé vecto va cac tinh chit hinh hoc
cua hinh da cho. '

2.Vidu

—_— s — —

V¥ du 1. Cho hinh hop ABCD.EFGH. Chiing minh rang AB+ AD + AE = AG.

Gidi | B
Theo tinh chat cia hinh hop : ”
—_ = = = — = — A
AB+AD+ AE= AB+ BC+CG = AG.

Dua viao quy tic hinh hop ta cé thé G
viét ngay két qua :

C

AB+AD+ AE=AG (h.3.9).

Hinh 3.9

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD cé ddy 1a hinh
binh hanh ABCD. Chitng minh rang
SA+SC = SB+SD. |

. Gidi
Goi O la tam cua hinh binh hanh ABCD (h.3.10).
Tacé:S_.A+§=2@ )]

va SB +SD =250 Q)

So sénh (1) va(2)tasuyra S_A.+.§::=S_B.+S_D‘. Hinh3.1‘0
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Y du 3. Cho hinh chép S.AABCD c¢6 day la
hinh chit nhat ABCD. Chimg minh ring
—2 —2 =2 =2

SA +8§C =SB +SD .
Giai
Goi O la tam hinh chit nhat ABCD (h.3.11).

Tac6 : |04l = 0Bl =[ocl=loD.

—2 = =y =2 =2 S
SA =(SO+0A)" = SO +0A +2.50.0A

Hinh 3.11

—2 iy =2 2 —
SC =(SO+0C) =80 +0C +250.0C

—_— — —

—2 -2
= SA +5C -2SO +0A +OC + 25O (OA+00C).

—2 —2

Ma OA+0C =0 nén SA- +SC- =250° +0A_ +0C".

—2 —2 —2 —2 —2
Tuong tutacé: SB +SD =250 +0OB +0OD .

—2 —2 —2 —2
Tudétasuyra: SA +SC =SB +S8D .

Vi du 4. Cho doan thang AB. Trén doan thing AB ta ldy diém C sao cho

A
C— U Ching minh ring v6i diém S bat ki ta ludn ¢6 :
n

CB
SC=—"—SA+-"_3B. A ¢ B
m+n m+n

Gidi
Theo gid thiét ta c6 <2 =" (h.3.12).

CB n

S
AC m

Ta suy ra = Hinh 3.12

AC+CB m+n

= AC=(AC +CB) =
m+n m+n

Vitacd R;S'_C.—S_.A va Ez.S'—B.—.S'—A nén :



SC-5A=—"

m+n

@ VAN dé 3

Ching minh ba vecto- a, b, déng phgng

1. Phuong phdp gidi

(SB—SA) = SC=SA—

— m —

SA + SB

m+n

a) Dua vao dinh nghia : Ching t6 céc vecto @, b, ¢ c6 gid song song véi mot

mat phang.

b) Ba vecto 4, 5,5 dong phing < c6 cap s6 m, n duy nhat sao cho

¢ = md+nb, trong d6 d va b la hai vecto khong cung phuong.

2. Vidu

Vi du 1. Cho t& dién ABCD. Trén canh AD 14y diém M sao cho AM =3MD va
trén canh BC ldy diém N sao cho NB=-3NC. Ching minh rang ba vecto

—_— ) —

AB, DC, MN déng phing.

?

- Gidi
Theo gia thiét MA = -3MD

va NB = =3NC (h.3.13).

—_— —, — —

Mt khdc MN = MA + AB + BN

—_— — —

va MN = MD+DC+CN
— 3MN =3MD+3DC +3CN

A

Hinh 3.13

Cong ding thitc (1) va (2) v6i nhau v& theo vé, ta c6

— 33—

4m=m+3M—D + A_'B+3D—C+EV'+3C—N. o W:1M+—DC.
- —_— 4 4

0

—_—— —

Hé thiic trén chiing t6 rang ba vecto MN, AB, DC déng phéng.
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3.1.

3.2,

3.3.
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V¥ du 2. Cho hinh hop ABCD.EFGH. Goi I 1a giao diém hai dudng chéo cla
hinh binh hanh ABFE va K 1a giao diém hai dudng chéo clia hinh binh hanh
BCGF. Chig minh ring ba vects BD, IK, GF déng phing.

Giai

Vecto BD c6 gid thuoc mat phéng

(ABCD). Vecto IK c6 gié song song véi
dudng thang AC thuoc mat phang (ABCD).

Vecto GF ¢6 gid song song vdi duong
thang BC thuoc mat phang (ABCD). Vay ba

_—_— — —

vecto BD, IK, GF déng phang (h.3.14).

Cdch khac.

Hinh 3.14

Ta c6 BD = BC +CD = —GF +(AD - AC)

= _GF-GF-2IK (%i AC =2IK).

Vay BD =-2GF -2IK. Hé thitc nay chimg to rang ba vecto BD, GF, IK
dong phang. :

C. CAU HOI VA BAI TAP

Cho hinh 1ap phuvong ABCD.A’B’C’'D’ canh a. Goi O va O’ theo thit tu 1a tam

cta hai hinh vuéng ABCD va A'B'C'D".

a) Hay biéu dién cic vecto ZB TO' theo cac vecto ¢6 diém dau va diém
cudi 1a cac dinh cua hinh 14p phuong da cho.:

b) Ching minh rang AD+ D'C’+ D'A’ = AB.

Trong khong gian cho diém O va bén diém A, B, C, D phan biét va khong
thang hang. Chitng minh ring diéu kién cdn va da dé b6n diém A, B, C, D
tao thanh mot hinh binh hanh 1a :

.OA+0C =0B+0D.

Cho tit dien ABCD. Goi P va Q l4n luot la trung diém cta cdc canh AB va
CD. Trén cic canh AC va BD ta l1an luot 14y cdc diém M, N sao cho



34.

3.5.

3.6.

3.7.

AM _ BN k> 0),

AC BD

—_—— — —

Ching minh ring ba vecto PQ, PM, PN déong phang

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B’C’ ¢6 d6 dai canh bén bang a. Trén
cac canh bén AA’, BB’, CC’ ta ldy tuong g céic diém M, N, P sao cho
AM + BN + CP =a.

Ching minh ring mat phang (MNP) lu6n luon di qua mot diém c6 dinh.

Trong khong gian cho hai hinh binh hanh ABCD va AB'C'D’ ch1 ¢6 chung
nhau mot diém A. Ching minh ring céc vectd BB',CC’, DD' déng phing.

Trén mat phang (@) cho hinh binh hanh ABC\D,. Vé mot phia doi véi mat
phing () ta dung hinh binh hanh AyB,C,D, . Trén céc doan A/A,, BB,,
C,C,, DD, talan luot 1dy céc diém A, B, C, D sao cho

AA, BB, CC, DD,
=—L=—1l="Tl-3

AA, BB, CC, DD,
Chitng minh ring tit gidc ABCD 1a hinh binh hanh.

Cho hinh hép ABCD.A'B'C'D’ ¢6 P va R lan lugt 12 trung diém cdc canh AB
va A’'D’. Goi P’, Q, Q’, R’ lan luot 1a tam d6i xing cua cdc hinh binh hanh

+ABCD,CDD'C’,A'B'C'D’, ADD’A".

a) Chimg minh rang PP + Q_.Q'+ RR =0.
b) Chitng minh hai tam gidc POR va P’Q’R’ ¢6 trong tam trung nhau.
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§2. HAl PUONG THANG VUONG GOC

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

L. TiCH VO HUONG CUA HAI VECTG TRONG KHONG GIAN

120

1. Goc giwa hai vecto

) -
Cho u va V la hai vecto trong khong v
gian Tir mot diém A bat: ki vé

AB=ii, AC=7.Khi d6 ta goi goc BAC B
(0° <BAC<180°) la géc gifta hai vectd - A<
N . C

D>

-

i va Vv, ki hieu (u,v). Ta ¢6
(L_i,V)=BAC (h. 3.15).

vy
y -

Hinh 3.15
2. Tich vo huong

Tich vo6 huéng clia hai vectd i va v déu khic vecto O trong khong gian la
mot s6 duoc ki hiéu 1a .V xac dinh béi : '

i.v=ul.Vl.cos(ii, V)
Néu i = 0 hoac Vv = 0 thitaquy uéc i .v =0.
3. Tinh chdt

Véi ba vecta d, b, ¢ bat ki trong khong gian va v6i moi s6 k ta c6 :

— _.
—

edb=>bd (tmh chat giao hoan)

4. Vecto chi phuong ciia duong thding

e Vecto @ # 0 dugc goi 1a vecto chi phuong ctia dudng thang d néu gis cha
vectd @ song song hoic tring véi dudng thing d.



® Néu @ la vecto chi phuong cha dudng thang d thi vecto kd v6i k # 0 ciing
la vecto chi phuong cta d.

® Mot dudng thang 4 trong khong gian hoan toan dugc xdc dinh néu biét mot
diém A thuoc d va mot vecto chi phuong @ cla d.

5. Mot 56 img dung ciia tich vo huong

, — =2
e Tinh do dai ctia doan thing AB : AB = |AB| =V AB .
e X4c dinh géc giita hai vecto # va v béang cos (i, v) theo cong thiic :
uy

cos(u,v) =

=
<l

1. GOC GIUA HAI PUONG THANG
Gdc gida hai duong thdng a va b trong khong gian 12 géc giita hai dudng thang
a’va b’ cung di qua mot diém bat ki 14n luot song song véi a va b.

IIL. HAI PUONG THANG VUONG GOC

e Hai dudng thdng a va b duoc goi 1a vuong géc vdi nhau néu géc giita ching
bang 90°. Ta ki hiéua L bhoic b L a.

e Néu & va v lan lugt 1a cdc vecto chi phuong cla hai duong thang a va b thi
albes uv =0.

e Né&u a // b va ¢ vudng géc véi mot trong hai dudng thang d6 thi ¢ vuéng géc
v6i dudng théng con lai.

@ Van dé 1

Ung dung clia tich v& hdng

B. DANG TOAN CO BAN

1. Phuong phdp gidi
a) Mudn tinh d6 dai clia doan thang AB hoic tinh khoang cich giita hai di€ém

— [—2
A va B tadua vao cong thitc : AB = |AB|= AB .
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b) Tinh géc giita hai vecto i va v ta dua vao cong thic : cos (i, V)

i

gl

¢) Ching minh hai dudng thdng AB va CD vuéng géc v6i nhau ta cdn ching
minh AB.CD =0.

2.Vidu

"% du 1. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Goi O la tam cla hinh

vuong ABCD va S 1a mot diém sao cho :

_._._.__.__._._._.

0S=0A+0B+0C +0D+0A’+0B +0C’+0D'.

Hay tinh khoéng cach giita hai diém O va S theo a.
Gidi

Tacé OA + OC =0 ; OB +0OD =0

va OA'+0C =200 ; OB'+0D’ =200’

v6i O’ 1a tam cua hinh vuong A’B'C’D’ (h.3.16).

_._._._.

Do dé: OS=0A"+0C’+0OB’ +0D

I =a. Hinh 3.16

= 400" ma
Vay las:|=4a.

Vi du 2. Trong khong gian cho hai vecto @ va b tao véi nhau mot géc 120°.

Hay tim |Ei+l_;| va |Ei—l_;| biét ring |d| = 3 cm va |B| =5 cm.

Giai
Tir mot diém O trong khong gian dung OA = a
vi OB = b v6i AOB =120° (h.3.17).
Sau dé ta dung hinh binh hanh OACB.

e

TacoOC a+bvaBA OA - OB a- b

* Xét tam gidc OAC ta c6 OAC = 60°

Hinh 317



_ - ]
vd OC? =0A% + AC? —20A.ACcos60° =9 + 25 —2.3.5-5 =19.

2
. =19.

—2 L=
vay locl” =la +5
Do d6 |z +b| =19 (cm). \ :

o Xét tam gidc OAB ta c6: BAZ= OA% + OB —2.0A.0B cos120°

=9+25-235 -(—%) =49.

—2 12
vay |BAl =la-b" = 4.

Do d6 | —b| =7 (cm):

Vidu 3. Cho tt dién ABCD c6 hai mat ABC va ABD 1a hai tam giac déu.
a) Chimg minh rang AB va CD vuéng géc vGi nhau.
b) Goi M, N, P, Q lan luot la trurtg diérp cua cac canh AC, BC, BD, DA.
Chitng minh ring t gidc MNPQ)IEI hinh chit nhat.

Gigi
a) Taco C_D.E = (E—TC‘).E = A_D.E—A_C.E
DatAB=atac6 AD = AB = AC =a (h.3.18).

Do d6 CD.AB =|AD|.|4Blcos60° - |AC|[AB|. cos 60°
§
1 1

=aa— —aa— =0.
2. 2

Vay CD L AB.

b) Taco MN // PQ /| AB
- AB

va MN = PQ = 7

nén td gidc MNPQ 1a hinh binh hanh.

ViMN // ABva NP /[ CD ma AB 1 CD nén

hinh binh hanh MNPQ 1a hinh chit nhat.

Hinh 3.18
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Van dé 2
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Chimg minh hai cuesng théng vuéng géc véi nhau

1. Phuong phdp gidi

_ Can khai théc céc tinh chat vé quan hé vuong géc da biét trong hinh hoc phéng.

— Str dung truc tiép dinh nghia géc cha hai dudng thing trong khong gian.

— Muén chitng minh hai duong thdng AB va CD vuéng géc v6i nhau ta c6 thé
ching minh AB.CD = 0.

2.Vidu

Vidu 1. Cho hai vecto @ va b déu khac vecto 0. Chimg minh ring a va b1
hai vecto chi phuong clia hai dudng thang vuéng goc véi nhau khi va chi khi

ia +b| |a b| , 4 c
Giai
Tir mot diém O trong khong gian ta vé OA =3, 2
OB b r6i v& hinh binh hanh OACB (h.3.19).
o e B
Tacé OC=0A+0B=G+b b
— = —— Hinh 3.19

|
S

BA=0A-0OB=a

Tir d6 ta suy ra |a + bl =|@ — 3| «hi va chi khi [0C| =[BA] hay OC = BA nghia

1a khi va chi khi OACB 1a hinh chit nhat. Khi d6 @ va b cé gia 1a hai duong
thang vuéng géc véi nhau.

Vidy 2. Cho it dién déu ABCD canh a. Goi O 1a tam dudng tron ngoai ti€p tam
gidc BCD. Chimg minh dudng thang AO vuéng géc véi dudng théng CD.

Giai
Tacéd:

A—O.C—D=(E+c—0).5 ~ACCD + COCD

Do d6 AO L CD (h.3.20).
Hinh 3.20



V¥ du 3. Cho hinh lap phuong ABCD.ABC 'L’ ¢6 canh bing a. Trén cdc canh
DC va BB’ ta l4n luot 1dy céc diém M va N sao cho DM =BN =xv6i0 < x <a.
Ching minh ring hai dudng thing AC’ va MN vuong géc v6i nhau.

Gidi
Dat AA’=d, AB = b, AD=¢ (h.3.21).
Ta cé |Zz'|=|[;|=|5|=a
va E = H.'+ A_b; + E

haer'=5+B+Z".

Mit khac MN = AN — AM
= (AB +BN) - (AD + DM) Hinh 3.21

a

- -2 - - '

ACT MN =23 + [1—5}) 2 (vid.b=0,b.¢=0,¢.3=0)
a a

AC' MN =xa+ (1—£Ja2—a2=0 vial=b =t=d).

Do d6 AC' L MN.

E Van dé 3
Ding tich v& hudng d€ tinh goe clia hai ducng thing trong khong gian
1. Phuong phdp gidi

e Muén tinh géc (54, (%) ta c6 thé dua vao cong thirc
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OA.OB

———’ va tu do suy ra géc (07,&3’).
oAl ol

cos (ﬁ,@) =

Piac biét néu OA . OB =0 ta c6 (OA, OB) =90°.

e Néu i 1a vecto chi phuong clia dudng thang a va ¥ 1a vecto chi phuong cla
dudmg thing b va (i,v) =« thi géc giita hai dudng thing a va b bang & néu

@ <90° va bing 180° —a néu a >90°.

2.Vidu
V¥ du 1. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’.
a) Tinh géc giita hai duong thang AC va DA".
b) Chimg minh BD L AC".

Gidi

_— = —

a)Dit AB=d, AD=b, AA' =C (h.3.22).

—_— — —

Tacé AC=AB+AD=a+b

DA’ =AA —AD =& —b.
AC.DA _ (@+b).(Z-b)

cos(ﬁ,m’)z — = — —-
lacllpal  la+5l.]z -5l

Gia st hinh 1ap phuong c6 canh béang x ta ¢6 :

2 Hinh 3.22
. T 2
- c—ab+bc-b —X 1
cos(AC,DA’) = = =__
X\/E.X\/E 2x2 2
N = = — - I N —'2 2
(via.c=0,a.b=0,b.c =0vab =x°)

Vay (AC, DA’y =120°.
Ta suy ra géc giita hai dudng thing AC va DA’ bang 60°.

Cdch khdc. Tix dinh C, néi CB’ ta c6 CB’ // DA". Géc giita AC va DA’ chinh la
géc gitta AC va CB’. Ta ¢6 ACB’ 1a tam giac déu c6 do dai moOi canh bang

x+/2 nén géc ACB =60° hay géc giita hai dudng thing AC va DA’ bang 60°.


file:///oa/./ob/

b) Ta c4n tinh géc giita hai vecto BD va AC".

Tacé BD=AD-AB, AC' = = AB+ AD + AA’.
Vay BD.AC =(AD-AB).(AB+ AD+ AA) = (b—@).(d@ +b+7)
—B.a+b +bi-a-da.b-a.c
) 2
=0+b +0-a"+0-0=0.
Vay BD 1 AC".
4 du 2. Cho tit dién déu ABCD canh a. Tinh géc giita hai duong thing AB va CD.

Gidi
Dit AB=a, AC=b, AD=¢ A
TacoCT.=A_D.—A_.=Z‘°—_b. -
—p — — a
B.CD a.(c—
cos(AB CD) A C_. a.c -b)
a8l lcol  1allz -8l
1 B b
-2 =7 aa——aa.—
=ac—a-.b _ 2_p
a.da a2 C
i lal :|b|=|<':’|=a. Hinh 3.23

Vay (AB, CD)=90° (h.3.23).

C. CAU HOI VA BAI TAP

3.8. Cho tt dién ABCD. Goi G la trong tam cua tam gidc ABC. Ching minh rang
GD.GA +GD.GB+GD.GC =0. -

3.9. Cho tit gidc ABCD. Goi M, N, P, Q l4n luot 1a trung diém cua cac doan AC,
BD, BC, AD va c6 MN = PQ. Ching minh ring AB 1 CD.

3.10. Cho hinh ch6p tam gidc SABC c6SA=SB=SC = AB=AC = avaBC = av2.
Tinh géc giita hai vecto AB va SC.
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3.11. Cho hinh chép SABC o6 SA = SB = SC = AB = AC = a va BC = ax/2. Tinh
goc giita hai duong thang AB va SC.

3.12. Ching mirh rang mot dudng thing vudng géc véi mot trong hai dudng
thang song song thi vuong géc véi dudng thing kia.

3.13. Cho hinh hop ABCD.A'B'C’D’ c6 tit ca cac canh déu bing nhau (hinh hdp
nhu vay con dugc goi 12 hinh hop thoi). Ching minh rang AC L B'D’.

3.14. Cho hinh hop thoi ABCD.A'B'C'D’ c6 tdt ca cic canh bang a va
ABC = B'BA = B'BC = 60°. Ching minh t gidc A’B’CD 1a hinh vuong.

3.15. Cho td dién ABCD trong 46 AB L AC, AB L BD. Goi P va Q 1an lugt la trung
diém cta AB va CD. Chiing minh rang AB va PQ vudng géc véi nhau.

§3. PUONG THANG VUONG GOC
VOI MAT PHANG

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. PUONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

DPuong thing d dugc goi 1a vuong géc vo’z mdt phdng (a’) néu d vudng goéc véi
moi dudng thang nam trong ().

Khi d6 ta con néi (@) vudng géc voi d va ki hiéu d L (@) hoac (o) L d.

I1. PIEU KIEN BE PUGONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

Néu dudng théng d vuong géc véi hai dudng thing cit nhau nim trong mat
phang (a) thi d vudng géc véi (a).

IIL. TINH CHAT

1. C6 duy nhat mot mat phéng di qua mot diém cho trude va vuong géc \ 5i
mot dudng thang cho trudc. :

2. C6 duy nhat mot dudng thing di qua mot diém cho trudc va vuong géc véi
mot mat phang cho trudc.
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IV. SU LIEN QUAN GIUA QUAN HE VUONG GOC
VA QUAN HE SONG SONG

1.

a) Cho hai duong thang song song. Mat phang nao vuong géc véi dudng
thang nay thi ciing vuéng géc vdi dudng thang kia.

b) Hai dudng thang phan biét cing vuong géc véi mot mat phang thi song
song v&i nhau. :

a) Cho hai mat phang song song. Dudng thang nio vuong géc véi mat
phéng nay thi cling vuong géc v6i mat phang kia.

b) Hai mat phang phan biét cling vudng géc véi mot duong thang thi song
song vdi nhau.

. a) Cho dudng thdng @ va mit phang () song song v&i nhau. Pudng thing

nao vuong goc vdéi () thi ciing vudng goc vai a.

b) Néu mot dudng théng va mot mat phang (khong chita dudng thang do)
cung vuong géc véi mot dudng thang khac thi chiing song song véi nhau.

V. PHEP CHIEU VUONG GOC VA PINH LI BA PUONG VUONG GOC

1.

Pinh nghia. Cho dudng thang d vuéng géc v6i mat phing (). Phép chiéu -
song song theo phuong d 1én mat phang (&) duoc goi 12 phép chiéu vuong
goc lén mdt phdng ().

. Dinh li ba duong vuong géc. Cho dudng thang a ndm trong mat phang ()

va b 1a dudng thang khéong thuoc (@) dong thoi khong vuodng goc vai ().
Goi b’ 1a hinh chiéu vudéng géc cua b trén (). Khi dé a vuong géc véi b khi
va chi khi @ vudng géc véi b’

. Géc giita duong thdng va mdt phdng

Cho dudng théng d va mat phang (). Ta c6 dinh nghia :
e Néu dudng thing d vuéng géc véi mat phing («) thi ta néi rang géc gitta
dudng thang d va mat phing (&) bing 90°.

o Néu dudng thang d khong vuong géc v6i mat phing () thi goc giita d va
hinh chi€u d’ ctia n6 trén (@) dugc goi 13 gdc giita duong thdang d va mdt
phdng ().

Luu y rang géc gilta dudng thang va mat phang khong vuot qua 90°.
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B. DANG YOAN CO BAN
@ Van dé 1

Chitng minh ducng thang vubng goc véi mit phang

1. Phuong phdp gidi

Muén chimg minh dudng thing a vuoéng goc véi mat phing (@) ngudi ta

thuong ding mot trong hai cach sau day :

e Chimg minh dudng thdng a vuéng géc v6i hai dudng thang cit nhau nim
. trong ().

e Chimg minh dudng thang a song song véi dudng thang b ma-b vudng géc

véi (0). :
2.Vidu

Vi du 1. Hinh chép S.ABCD c6 déy 1a hinh vuéng ABCD tam O va cé canh SA
vuong géc véi mat phang (ABCD). Goi H, I va K 1an luot 1a hinh chiéu vuong
géc ctia diém A trén c4c canh SB, SC va SD.

a) Chimg minh BC L (SAB), CD L (SAD) va BD 1 (SAC).
b) Chitng minh SC L (AHK) va diém I thudc (AHK).
¢) Chitng minh HK 1 (SAC), tir d6 suy ra HK 1 Al

Giai
a) BC L AB vi day ABCD 1a hinh vuong (h.3.24).
BC 1 SAviSA 1L (ABCD) va BC c (ABCD).

Do d6 BC L (SAB) vi BC vubng goc véi hai
dudng thang cat nhau trong (SAB).

Léap luan twong tutac6 CD L AD vaCD 1 SA
nén CD 1 (SAD).

Ta ¢6 BD 1 AC vi ddy ABCD Ia hinh vuéng
va BD 1 SA nén BD 1 (SAC).

b) BC L (SAB) ma AH C (SAB) nén BC | AH Hinh 3.24
va theo gia thié€t SB | AH ta suy ra AH 1 (SBC).
ViSC < (SBC) nén AH 1 SC.
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Lap luan tuong tu ta ching minh duge AK L SC. Hai duong thang AH, AK cit
nhau va cling vuong géc véi SC nén ching nam trong mat phéng di qua diém A
va vubng géc véi SC. Vay SC L (AHK). Ta c6 Al C (AHK) vi né di qua diém
A va cung vuéng géc véi SC. .
SA 1 AB

c) Tac6 SA L (ABCD
) Tac (aBc ):>{SAJ_AD.

Hai tam gidc vuéng SAB va SAD bang nhau vi ching c6 canh SA chung va
AB =AD (c.g.c). Do d6 SB = SD, SH = SK nén HK // BD.

ViBD L (SAC) nén HK L (SAC) va do Al c (SAC) nén HK L Al

V¥ du 2. Hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thoi ABCD tam O va c6 SA = SC,

SB=SD.

a) Chitng minh SO vuéng géc véi mat phang (ABCD).

b) Goi 7, K 14n luot 1a trung diém cta céc canh BA, BC.

Chitng minh rang IK 1 (SBD) vaIK L SD.
Gidi

a) O la tam hinh thoi ABCD nén O la

trung diém ctia doan AC (h.3.25). Tam

gidc SAC c6 SA = SC nén SO L AC.

Chitng minh tuong tu ta c6 SO L BD. Tu B

dé ta suy ra SO L (ABCD).

b) Vi ddy ABCD la hinh thoi nén AC L BD.

Mat khéc ta ¢6 AC L SO. Do d6 AC L (SBD). Ta ¢6 IK 1a dudng trung binh
cua tam gidc BAC nén IK // AC ma AC L (SBD) nén IK L (SBD).

Ta lai ¢6 SD nam trong mit phang (SBD) nén IK L SD.

l
D Van di 2

Ching minh hai dudng théng vudng goc v&i nhau bang céch chmg minh -
dudng thang nay vudng goc véi mét phang chita dudsng thang kia

Hinh 3.25

1. Phuong phdp gidi

— Mudn chimg minh dudng thdng a vuéng géc véi dudng thiang b, ta tim mat
phang (/) chita dudng thang b sao cho viéc chimg minh a L (£) dé thuc hién.

— Sir dung dinh i ba dudng vudng géc.
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2. Vidu

Vi du 1. Cho 1t dién deu ABCD. Chiing minh céc cap canh d6i dién cta t dién

nay vuong géc v6i nhau timg d6i mot.
Gidi

Gia su ta can ching minh AB 1 CD.

Goi I 1a trung diém cha canh AB

(h.3.26). Taco :

Cl 1 AB

DI 1 AB

Do d6 AB L CD vi CD nam trong
mat phéng (CID).

Béang lap luan tuong tu ta chimg minh
duoc BC L AD va AC 1 BD.

} = AB 1 (CID).

Hinh 3.26

Vi du 2. Cho ti dién OABC c6 ba canh OA, OB, OC d6i mdt vuong goc véi
nhau. Ké OH vuong géc v6i mat phang (ABC) tai H. Ching minh :

a) OA L. BC,0OB 1. CAvaOC 1L AB;
b) H la tryc tam cha tam gidc ABC ;
1o b1 1
OH?> 0A* o0B*> o0C?
Giai

OA 1L OB
a) Tacod 0

OA 1L.OC

c)

= OA 1 (OBC) = OA 1 BC (h.3.27).
Tuong tu ta chitng minh OB 1. (OCA) = OB 1L CA
OC 1. (OAB) = OC 1. AB.
b) ViOH L (ABC)nén OH 1L BCvaOA 1 BC
= BC 1 (OAH) = BC 1 AH.

Chitng minh tuong tu ta c6 AC 1 (OBH) = AC L BH.
Tir (1) va (2) ta suy ra H 1a truc tam cla tam gidc ABC.

Hinh 3.27

ey
(2).



¢) Goi K la giao diém ctia AH va BC. Trong tam giac AOK vuong tai O, ta ¢
OH 1a dudng cao. Dua vao hé thic lugng trong tam gidc vuong cua hinh hoc
phang ta 6 :

1 1 1

OH? 0A% OK?

()
Vi BC vuong géc v6i mat phang (OAH) nén BC L OK. Do d6 trong tam gidc
OBC vuong tai O véi dudng cao OK ta co :

1 1 ]

TIPSt

OK® O0OB” OC

11 N 1 N 1
oH* 0A* 0B* oC?
Vidu 3. Hinh chép S.ABCD c¢ day la hinh chit nhat ABCD va c6 canh bén SA
vuong géc véi mat phéng ddy. Ching minh cac mat bén ctia hinh chép da cho
la nhimg tam gidc vudng.

Gidi

SA 1L (ABCD) = SA L ABvaSA 1 AD (h.3.28).
Vay céc tam gidc SAB va SAD la céc
tam gidc vuong tai A.
CD 1 DA
CD 1 SA

()

Tu(l)va(2)tasuyra:

}3CDJ_(SAD):CDJ_SD

Chimg minh tuong tu ta cé :
CB 1 AB
CB L SA

} = CB 1 (SAB) = CB L SB. Hinh 3.28

Vay tam giac SDC vuong tai D va tam gidc SBC vuodng tai B.

Chii thich. Mu6n chimg minh tam gidc SDC vuéng tai D ta c6 thé ap dung
dinh 1i ba dudng vuong géc va Jap luan nhu sau

Pudng thang SD c6 hinh chigu vuong géc trén mit phang (ABCD) la AD.
Theo dinh li ba dudng vudng géc vi CD L AD nén CD 1 SD va ta c6 tam giac
SDC vuong tai D.

Tuong tu, ta ching minh dugc CB L SB va ta c6 tam gidc SBC vuodng tai B.
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3.16.

3.17.

3.18.

3.19.

3.20.

C.CAU HOI VA BAI TAP

Mot doan thang AB khong vuong géc v6i mat phang (¢) cét mat phang nay
tai trung diém O ctia doan théng d6. C4c dudng théng vudng géc voi (@) qua
A va B 14n luot cit mat phing (@) tai A’ va B'.

Ching minh ba diém A’, O, B’ thing hang va AA’ = BB’

Cho tam gidc ABC. Goi () 1a mat phang vuéng géc véi dudng thing CA tai
A va (/) la mat phang vudng géc v6i dudng thing CB tai B. Ching minh
rang hai mat phang (&) va (f) cit nhau va giao tuyén d cta chiing vuong géc
véi mat phf‘mg (ABC).

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B’C’. Goi H 1a tryc tam cla tam gidc ABC
va biét ring A’H vuong géc véi mat phang (ABC). Chitng minh ring :
a)AA’ L BCvaAA’ 1L BC".

b) Goi MM’ 1a giao tuyén cia mat phiang (AHA") v6i mat bén BCC'B’, trong
d6 M € BC va M’ € B'C’. Ching minh rang t& gidc BCC’B’ 1a hinh chit
nhat va MM’ 1a duong cao cua hinh chit nhat dé.

Hinh chép tam gidc SABC c6 ddy ABC la tam gidc vuong tai A va c6 canh bén

SA vuong géc v6i mat phang ddy 1a (ABC). Goi D 1a diém d6i xtng ctia diém B

qua trung diém O ctia canh AC. Chimg minh ring CD 1 CA va CD 1 (SCA).

Hai tam giéc can ABC va DBC nam trong hai mat phang khic nhau c6 chung

canh ddy BC tao nén tir dién ABCD. Goi I 1a trung diém cua canh BC. _

a) Chimng minh BC 1 AD.

b) Goi AH 1a dudng cao ctia tam giac ADI.

Chiing minh rang AH vuong géc véi mat phang (BCD).

3.21. Chiing minh rang tap hop nhitng diém céch déu ba dinh ctia tam gidc ABC la
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§4. HAI MAT PHANG VUONG GOC
A. CAC KIEN THUC CAN NHO

1. GOC GIUA HAI MAT PHANG

Géc giita hai mdt phdng 1a géc giita ha1 dudng thang 1an lugt vuong géc véi
hai mit phang dé.

Néu hai mat phing song song hodc tring nhau thi ta néi rang géc giita hai mat
phing d6 bang 0°. '

e Xdc dinh géc giita hai mat phing cét nhau :

Cho hai mat phing (@) va () cit nhau theo giao tuyén - ¢. T mot diém / bat ki
trén ¢ ta dung duong thing a trong () vuéng géc véi ¢ va dung dudng thang b
trong (f) vudng géc véi c. Khi d6 goc gitta (@) va (f) 1a géc giita hai duong
thing a va b.

e Dién tich hinh chi€u cia da giic : S’ = Scos ¢

(v6i S 1a dién tich da gidc ndm trong (), S’ 1a dién tich hinh chi€u vuéng géc
cua da giac d6 trén (B), @ 1a géc gitta (@) va (D).

IL. HAI MAT PHANG VUONG GOC
1. Dinh nghia
Haj mit phang (@) va (f) dugc goi 1a vuong géc v6i nhau néu goc giita hai mat
phang d6 la mot géc vuodng.
Khi d6 ta ki hiéu (@) L (H) hoac (f) L ().

2. Tinh chdt
a) Diéu kién cén va di dé hai mat phang vuong goc v6i nhau l1a mat phang nay
chita mot dudng thing vuéng géc véi mat phing kia.

b) Néu hai mat phang vudng géc v6i nhau thi bat ctt dudng thang nao nim
trong mat phang ndy va vudng géc véi giao tuyén thi vudng géc véi mat
phang kia.

¢) Cho hai mat phang (@) va (#) vuéng géc véi nhau. Néu tir mot diém thuodc
mat phang (&) ta dung mot dudng thing vuong géc véi mat phang (f) thi
dudng thang nay ndm trong mat phing ().
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III.

IV.

us
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d) Néu hai mat phang cat nhau va ciing vuéng géc v6i mat phang thi ba thi
giao tuyén cua ching vuédng géc v6i mat phing thit ba doé.

HINH LANG TRU PUNG, HINH HOP CHU NHAT,

HINH LAP PHUONG

Hinh ldng tru dimg la hinh lang tru c6 cc canh bén vuéng géc vé6i cac mat day.
Hinh hép chit nhdt 12 hinh lang tru dimg c6 ddy la hinh chir nhat.

Hinh ldp phwong |2 hinh lang tru ding c¢6 ddy la hinh vuong va cdc mat bén
déu l1a hinh vuong. :

HINH CHOP PEU VA HINH CHOP CUT PEU

Hinh chép déu la hinh chép ¢6 ddy la mot da glac déu va c6 chan dudng cao
trung vGi tam cua da gic day.

Phan ctia hinh chép déu nidm gitta ddy va mot thiét dién song song véi day cat
tat c& cac canh bén cua hinh chép déu dugc goi 1a hinh chép cut déu.

Hai d4y ctia hinh chép cut déu 1a hai da gidc déu dong dang véi nhau.

B. DANG TOAN CO BAN

Van dé 1 , -

Chung minh hai mét phgng vudng goc

1. Phuong phap gidi

— Chimg minh mat phéng nay chifa mot dudng thang vuong géc véi mét phang kia.
— Ching minh géc gitta hai mat phing bang 90°.

2. Vi du

Vi du 1. Tt dien ABCD c6 canh AB vudng géc v6i mat phang (BCD). Trong
tam gidc BCD vé c4c dudng cao BE va DF cit nhau tai O. Trong mat phang
(ACD) v& DK vuong géc v6i AC tai K. Goi H a tryc tam ctia tam gidc ACD.
a) Chimng minh mat phing (ADC) vuong géc véi mat phang (ABE) va mit
phang (ADC) vuéng géc v6i mat phang (DFK).

b) Chiing minh OH vuong géc v6i mat phang (ACD).



Giai

BE 1 CD}

a) Taco: = CD 1 (ABE)

ma CD c (ADC) nén (ADC) L (ABE).

. DF1BC

Tacéod: = DF 1 (ABC).
DF 1 AB

Tasuy ra DF L AC (h.3.29).
Ta ciing c6 DK 1L AC.

Do dé AC L (DKF) va mat phing
(ACD) chita AC nén (ACD) L (DKF).

b) ViCD L (ABE) nén CD L AE. Hai
mit phang (ABE) va (DKF) déu
vuong géc v6i mat phang (ACD) nén
giao tuyén OH cha ching vudng goc
v6l mat phé‘iqg (ACD).

Hinh 3.29

Vi du 2. Hinh chép S.ABCD c6 déy 1a hinh thoi ABCD tam /, c6 canh bang a va -

dudng chéo BD = a. Canh SC = é vuong goéc véi mat phing (ABCD).

Chitng minh hai mat phang (SAB) va (SAD) vuong géc v6i nhau.

Giai’
Vi ABCD 13 hinh thoi nén BD L AC .
ViSC 1 (ABCD) nén SC 1 BD.

Suy ra BD L (SAC), din dén BD L SA.

Trong mat phang (SAC) ha /H L1 SA tai
H, ta suy ra SA L (BDH) (vi SA 1. BD va

SA L IH).
Do d6 BH L SA va DH 1 SA (h.3.30).

Vay .BHD la gbc giita hai mat phing

(SAB) va (SAD).

Hinh 3.30
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Hai tam gidc vuong AHI va ACS c6 géc nhon A chung nén déng dang :

Do dé ﬂ=£:> 1H=——A1'SC- (1)
Al AS AS
Vi BD = a nén ABD la tam giac déu, do d6
a3

AJ:T:AC=2A1=aJ§.

SA=VAC?+5C? = (a«/?)%[“‘f] _3aV2.

2
T a 3.a\/g
TP N 2 2 a - BD
Thay cac gia tri cua Al, SC,SA vao (1) tadugc : IH= —=~——=~2—=—=—.
y g 1 3ax/§ 5 5
2

’ . . BD . .. :
Tam gidc BHD c6 trung tuyén I/H g véi canh BD bang - nén dé la tam

gidc vuong tai H hay BHD =90°.
Vay hai mit phing (SAB) va (SAC) vuong géc véi nhau.

v ;

Cho ducng théng a khong vuéng goc voi

mét phzzmg (P). Hdy xéc dinh mit phing al
(Q) chia a va vudng goc véi (P). M
1. Phuong phdp gidi

Tx mot diém M thudc a, dung dudng P

thdng b vudng géc véi mat phang (P) ta c6

(Q)=(a, b) (h.3.31) Hinh 3.31
2.Vidu

Vi du. Cho hinh vuong ABCD canh a. Trén du’o’ng thang vuong goc véi mit
phéng (ABCD) tai A 14y diém S. Goi («) 1a mat phéng chita AB va vudng géc
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vGi mat phing (SCD). Hay xac dinh mat phdng (@). Mat phing (a) cat hinh
chép S.ABCD theo thiét dién 1a hinh gi ?

Gidi
Trong mat phang (SAD) dung AH 1 SD tai H
(h.3.32). Tacé:
DC 1 AD

= DC 1 (SAD)= DC 1 AH.
DC 1 SA

AH 1 DC

= AH 1 (SDC).
AH 1 SD

Goi () 1a miat phang chita AB déng thdi chira
AH trong dé AH vubng géc véi mat phang Hinh 3.32
(SDC). Vay (@) L (SDC) va (@) = (AB, AH).

Ta c6 AB// CD nén CD // (@) va H 1a diém chung cta () va (SCD) nén giao
tuyén chia () va (SCD) la dudng thang qua H va song song v&i CD cét SC tai
E. Ta c6 thiét dién cua («) va hinh chép S.ABCD 1a hinh thang AHEB vudng
tai A va H vi AB L (SAD).

C. CAU HOI VA BAI TAP

3.22. Hinh hop ABCD.A'B'C'D’ ¢6 tét ca cic canh déu bang nhau. Chimg minh
ring AC L B'D’, AB’ L CD’ va AD’ L CB'. Khi nio mat phing (AA'C'C)
vuong géc véi mat phang (BB'D'D) ?

3.23. Cho tt dién ABCD c6 ba cap canh d6i dién bing nhau la AB = CD, AC = BD
va AD = BC. Goi M va N lan luot 1a trung diém caa AB va CD. Ching minh
MN L AB va MN 1 CD. Mat phing (CDM) c6 vuong géc véi mat phang
(ABN) khong ? Vi sao ?

3.24. Chimg minh rang néu ot dien ABCD c6 AB L CD va AC L BD thi AD 1 BC.

3.25. Cho tam gidc ABC vuéng tai B. Mot doan thing AD vuong géc véi mat phing
“(ABC). Ching minh rang mat phang (ABD) vuéng géc v6i mat phéng (BCD).

Tir diém A trong mat phang (ABD) ta vé AH vudng goc v6i BD, ching minh
rang AH vubng géc v6i mat phang (BCD).
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3.26.

3.27.

Hinh chop S.ABCD c6 day la hinh thoi ABCD canh a va c6 SA =SB =SC =a.
Chimg minh :

a) Mat phang (ABCD) vuong géc véi mat phing (SBD) ;

b) Tam gidc SBD la tam gidc vuong tai S.

a) Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Chiing minh rang dudng
thang AC” vudbng gbéc v6i mat phang (A'BD) va mat phang (ACC’'A”) vudng
géc véi mat phang (A'BD).

b) Tinh dudng chéo AC’ cua hinh lap phuong da cho.

3.28. Cho hinh chép déu S.ABC. Chitng minh

a) Méi canh bén cta hinh chép dé vuéng géc véi canh doi dién ;
b) Mbi mat phang chita mot canh bén va dudng cao cla hinh chép déu
vuong goc véi canh doi dién.

3.29. Tir dién SABC c6 SA vuong géc véi mat phang (ABC). Goi H va K 14n luot la

3.30.

truc tam ctia cac tam gidc ABC va SBC. Ching minh rang :

a) AH, SK va BC doéng quy.

b) SC vuéng géc véi mat phang (BHK) va (SAC) L (BHK).

¢) HK vuong géc véi mat phén_g (SBC) va (SBC) L (BHK).

Tt dién SABC c6 ba dinh A, B, C tao thanh tam gidc vuong can dinh B va

AC = 2a, c¢6 canh SA vuong géc véi mat phéng (ABC) va SA = a.

a) Chimg minh mat phang (SAB) vuéng géc v6i mat phang (SBO).

b) Trong mat phang (SAB) v& AH vuoéng géc voi SB tai H, ching minh
AH 1 (SBC).

¢) Tinh d6 dai doan AH.

d) Tir trung diém O cua doan AC v€ OK vuong goéc véi (SBC) cat (SBC) tai
K. Tinh d¢ dai doan OK.

3.31. Hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh vuong ABCD tam O va ¢6 canh SA vudng-

140

g6c vai mat phang (ABCD). Gia stt (@) 1a mat phang di qua A va vuong géc
v6i canh SC, (@) cat SC tai 1.

a) Xac dinh giao diém K ctia SO v6i mat phang (@).
b) Chimg minh mat phang (SBD) vuong géc v6i mét phéng (SAC) va BD // (c).

¢) Xéc dinh giao tuyén d ctia mat phing (SBD) va mat phang (). Tim thiét
dién cét hinh chép S.ABCD béi mat phang ().



3.32. H‘mh chép S.ABCD c6 ddy la hinh #hang vadng ABCD vuong tai A va D, ¢6
AB =2a, AD = DC = a, c6 canh SA vudng gdc voi mat phang (ABCD) va SA = a.

a) Chng minh mat phang (SAD) vuong géc voi mat phang (SDC), mat
phéng (SAC) vudng géc v6i mat phéang (SCB).

b) Goi ¢1a géc giita hai mat phing (SBC) va (ABCD), tinh tang.
¢) Goi (@) la mat phing chita SD va vuong géc v6i mat phang (SAC). Hay
xdc dinh () va xéc dinh thi€t dién cta hinh chép S.ABCD véi ().

§5. KHOANG CACH

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. DINH NGHIA

1. Cho mot diém O va dudng thang a. Trong mat phang (O, a) goi H 1a hinh ‘
chi€u cha O trén a. Khi d6 khoang cach gitta hai diém O va H dugc goi la
khoang cach tir diém O dén dudng thang a, ki hiéu 12 4 (0, a).

- 2. Khoang céch tir mot diém O dén mit phang () 1a khoang céch giita hai diém
OvaH, véi H lahinh chi€u vudng goc cta O 1én (), ki hiéu la d(O, ().

3. Khoang cich giita dudng thing @ va mat phing (&) song song vdi a la
khoang céch tr mot diém bat ki thuoc a t6i mat phang (a), ki hiéu la
d(a, (@)).

4. Khoang cich giita hai mat phang song song (&) va (f), ki hiéu d((@), (D),
12 khodng c4ch tir mot diém bat ki clia mat phang nay dén mat phéng kia.

d((a), (B) =dM, (P) v6i M € (@)
d((a), (B) = d(N, (a)) v6i N € (D).

5. Khodng céach gitra hai duorng thang chéo nhau la d¢ dai ctia doan vudng géc
chung cta hai dudng thang dé.

ILLUUY

1. Tinh khoang cach c6 thé ap dung truc t1ep dinh nghia hoac tinh gian tiép,
chang han c6 thé tinh duoc duomg cao cua mot tam glac (khoang cach tu
dinh t6i ddy) n€u bi€t dién tich va s6 do do dai canh ddy clia tam giac do.

2. Trudc khi tinh toédn, can x4c dinh rd y&u t6 cdn tinh khoang céch.
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B. DANG TCAN CO BAN
@ Vaindé 1

Tim khoéng cach i diém M dén duong Lhzgmg @ cho tride

" 1. Phuong phdp gidi

— Trong mat phing x4c dinh bdi diém M va dudng thing m ta vé MH L m tai
H.Tac6 d(M, m) = MH. Ta c6 thé sit dung cac két qua cia hinh hoc phang dé
tinh d6 dai doan MH.

— Trong khong gian dung mat phang (&) di qua M va (&) vudng goc véi m cit
mtai H, ta cé d(M, m) = MH. Sau dé tinh do dai doan MH.

2. Vidu

Vi du 1. Hinh chép S.ABCD c¢6 ddy 1a hinh vuéng ABCD tam O canh a, canh
SA vubng géc véi mat phang (ABCD) va SA = a. Goi I 1a trung diém cla canh
SC va M 1a trung diém clia doan AB.

a) Chimg minh dudng thang 10 vuéng géc v6i mat phang (ABCD).
_ b) Tinh khoang c4ch tir diém I dén dudng thang CM.
Gidi
a) Tac6 SA L (ABCD) ma 10 // SA do d6 10 L (ABCD) (h.3.33).

b) Trong mat phing (ABCD) dung H 14 hinh chiéu vuong géc clia O trén CM,
tac6 IH L CM va IH chinh la khoang cach tir  dén dudng thang CM.

Goi N la giao diém ctia MO véi canh
CD. Hai tam gidc vuéng MHO va

MNC dong dang nén OH _OM
CN MC
e
Do d6 OH = CNOM: 2=L.
MC 2\_/3
Tacc‘)ncc’)10=S—1“=g .
2 2 . Hinh 3.33
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) b _2

va 1H2 =102+0H2 = —a—+—=

4 20 10
avJ30
Vay khoang céch IH = a\/_ 2 .
Jio 10

Vi du 2. Cho tam gidc ABC v6i AB =7 cm, BC =5 cm, CA = 8 cm. Trén dudng
thang vuodng géc véi mat phang (ABC) tai. A 1ay diém O sao cho AO = 4 cm.
Tinh khoang c4ch tir diém O dén dudng thang BC.

Gidi
Ta dung AH 1 BC tai H (h.3.34).

Theo cong thic Hé-rong, dién tich S cha
tam giac ABC la

S=/p(p-a)p-b)p—c)
= J10(10-5)(10~7)(10-8) = 10v3 (cm?).

28 20\/__4\/—(

"~ BC

Vi AH 1 BC nén OH 1 BC theo dinh li ba
dudng vudng goc.

Ta suy ra OH? = 0A” + AH? = 16 + 48 = 64. Hinh 3.34
Vay OH=8 cm.

Evﬁu dé 2

Tim khodng cach ti diém M dén mét phegmg (Q)

1. Phuong phdp gidi
Dung MH 1 (&) v6i H € (@) va tinh MH.
2. Vidu

Y% du 1. Cho géc vudng ;O\y va mot diém M nidm ngoai mat phing chia géc
vuong. Khoang cdch tit M dén dinh O ctia géc vudng bang 23 cm va khoang

cdch tit M t61 hai canh Ox va Oy déu béng 17 cm. Tinh khoéng céch tr M dén
mat phéng chita géc vuéng.
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Giar
Goi A va B lan luot la hinh chi€u vuong géc ciia M trén Ox va Oy (h.3.35).

Ta c6 MO = 23 cm, MA = MB = 17 cm. Goi H 14 hinh chiéu vuong goc cua M
trén mat phang (OAB).

Can tinh khoang cach MH tit M
dén mat phang (OAB).

Theo dinh 1i ba duong vuéng goéc
ta c6 HA 1 OA va HB 1 OB. Do
d6 tir gidc OAHB 1a hinh chit nhat.
Mat khac vi MA = MB = 17cm
nén HA = HB. Vay tit dien OAHB
12 hinh vuong. Pat OA = x ta c6
OH = x+2. Do d6

2 2 2 2
MH? = MO? —OH? = MA? - AH Hinh 3.35

= 232 -2x2 =172 - %% = x* =240
Vay MH? =17 — 240 = 49 nén MH = Tem.
Vi dy 2. Tam gidc ABC vuong tai A, c6 canh AB = a nam trong mat phang (@),
canh AC = a2 va tao vé6i (@) mot géc 60°.
a) Tinh khoang cach CH tit C téi ().
b) Chitng minh ring canh BC tao véi (@) mot géc ¢ = 45°.

Giai
a) Goi H 1a hinh chiéu vuong géc
cia C trén (). Theo gia thiét
tacé CAH =60°, do d6

CH = AC sin60° = aﬁ-g
a6

=——(h336)

b) Ta c6 CBH la gbéc cua canh
BC tao v6i mat phéng (a).
ViBA 1 CAnén:

Hinh 3.36
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BC? = BA2+ AC? = g% +24% =3a* = BC = a\3.

N
BC a3 2

Vay CBH =45°.

@ Van di 3

Tinh khoang cach gitta hai ducing théng chéo nhaﬁ

b
1. Phuong phdp gidi
: : 4
Ta c6 céc truong hop sau day : 5 : >~
a) Gia str a va b 1a hai duong théng' chéo a !
nhauvaa 1 b.
— Ta dung mit phing (@) chia a va Hinh 3.37
" vudng goéc véi b tai B. ‘
— Trong (@) dung BA 1 a tai A, ta dugc
d6 dai doan AB la khoang céach gitra hai b B M
dudng thang chéo nhau a va b (h.3.37). P

b) Gia st @ va b 12 hai dudng thing chéo
nhau nhung khong vuong géc véi nhau.

Cach 1l :

— Ta dung mat phing () chia a va song
song véi b (h.3.38). Hinh 3.38
— Ldy mot diém M tuy y trén b dung
MM’ 1 () taiM’".

—Tu M’ dung b’ // b cét a tai A.

~ Tt A dung AB // MM’ cat b tai B, do dai
doan AB la khoang cich giita hai dudng
thing chéo nhau a va b.

Cach 2 :

— Ta dyng mat phing (@) L a tai O,
(c) cat b tai [ (h-3-39) Hinh 3.39

10.BT.HINHHOC11(C)-A 14



— Dung hinh chi€u vuong géc ciia o 1a b* trén ().

— Trong mat phang (o), v OH L b', He b".

— Tt H dung dudng thang song song véi a cét b tai B

— Tur B dung dudng thang song song véi OH cit a tai A

Do dai doan AB la khoang cach giifa hai duong thing chéo nhau a va b.

2. Vidu

Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy la hinh vuéng ABCD canh a, c6 éanh
SA =hva vuong géc véi mat phang (ABCD) Dung va tinh d¢ dai doan vuéng
g6c chung cua :

a)SBvaCD; b) SC vaBD ; ¢) SC va AB.
| Gidi
. A
a) Taco = BC 1 (SAB)
BC 1 AB

= BC 1 SB.

Mat khac BC, L CD. Vay BC la doan
vudng goéc chung cua SB va CD.
Khoang cach giita SB va CD la doan
BC = a (h.3.40).

BD 1 SA .
b) Ta c6 } = BD 1 (SAC)tai O.

Hinh 3.40

BD 1 AC

Trong mit phang (SAC) tir O ha OH 1 SCtai Htacé OH L SC va OH 1L BD vi
BD 1 (SAC). Vay OH 1a doan vudng g6c chung cia BD va SC.

OH SA —
TaCé—:S_=SinACS.VayOH= OC.SA a\/— l
oc s¢ \/h2+2a
_AB 1 SA
¢) Taco __t = AB 1 (SAD).
AB 1L AD

Trbng mat phang (SAD) ta ¢6 SD 1a hinh chiu vuéng géc cia SC, ta vé
AK 1 SD tai K. Trong mat phang (SCD) v& KE /| CD v6i E € SC.

Trong mat phang (KE, AB) vé EF [/ AK v6i F € AB. Ta ¢6 AB va CD cung
vuong géc voi mat phing (SAD) nén AB L AK va CD 1 AK. :
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. AK 1 SD

Ta cé
AK 1 CD

} = AK 1 (§CD) = AK 1 SC.

Vay AK 1 ABva AK L SC. Vi EF [/ AK nén EF 1 ABva EF 1 SC.
Do d6 EF 1a doan vudng géc chung clia SC va AB.
AS.AD _ ah ‘

D \/a2 +h?

Vi du 2. Cho tt dién OABC c¢6 OA, OB, OC déi mot vuong géc vdéi nhau va
OA = OB = OC = a. Goi I 1a trung diém cla BC. Hay dung va tinh do dai doan
vuéng géc chung cta céc cap dudng thang :

a) OAva BC : b) Al va OC.
Gidi

Tacé EF = AK =

OA L OI .
~a)Taco = Ol la doan vuéng
BC 1L 0OI

g6c chung clia OA va BC (h.3.41).

Ta c6 Of = %=ﬂ-

_OCL1LOA )
b) Ta c6 = O0C 1L (OAB) tai O.
OC LOB

Tw I v€ IK // OC thi IK vudng gbc vGi mat Hinh 3.41
phang (OAB) tai trung diém K cla doan OB.

Ta c¢6 AK la hinh chiéu vuong géc cta Al trén

mat phang (OAB).

Trong mat phang (OAB) vé OH 1 AK. Dung HE /| OC véi E € Al va dung
EF // OH véi Fe OC. Khi d6 EF ]a doan vuéng géc chung cua Al va OC.
Tacé EF = OH.

| L S S O S
OH? 0A® OK? 4 [aT a

Trong tam giac vuong OAK ta c6 :
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a\/_

Khoang cach giita Al va OC la EF = ——

Vi du 3. Hinh ch6p S.ABCD cé day 1a hinh vuéng ABCD tam O c¢6 canh AB =a.
birong cao SO clia hinh chép vuéng géc v6i mat ddy (ABCD) va c6 SO = a.

Tinh khoang cich giita hai dudng thdng SC va AB.
Gidi

Vi AB // CD nén AB [/ (SCD). Mat khac,

SC < (SCD) nén khoang cach giita AB

va SC chinh la khoang cach giita AB va
(SCD) (h.3.42).

Goi 1, K lan luot 1a trung diém cta AB,
CD thi ta ¢6 O la trung di€ém clia /K va -
IK 1 CD.Dodb:

d(AB, (SCD)) = d(I, (SCD)) = 2d(0O, (SCD)).

CD 1 SO :
Ta cé } = CD 1 (SOK)

Hinh 3.42

CD 1 OK

= (SCD) L (SOK) v6i SK = (SCD) N (SOK)
Trong tam giac vuong SOK ta c6 OH L SK nén OH L (SCD), do d6
OH = d(0, (SCD)).

Tacé 1 + 1 —-L+ ! —L.;.i S
OH* 08 O0K?® & (a4} d&* & o
2 | .
Dod60H=ﬁ-
5
Vay d(SC, AB) = d(AB, (SCD)) = 2d(0, (SCD)) = 20H = 2"5‘5 :
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3.33.

3.34.

3.35.

3.36.

3.37.
3.38.

3.39.

3.40.

C. CAU HOI VA BAI TAP

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B'C’D’ canh a. Chimg minh rang khoang cich
tir cac diém A", B, D; C, B’, D' t6i dudng chéo AC’ bang nhau. Tinh khoang
céch doé. ’ »

Hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh vuéng ABCD canh a. Cic canh bén
SA =SB =SC =5D = a2 .Goi [ va K 1an luot 12 trung diém cta AD va BC.
a) Chimg minh mat phing (S/K) vuéng géc vOi mat phéng (SBC).

b) Tinh khoang céch giita hai dudng thang AD va SB.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D".

a) Chitng minh dudng thang BC’ vuong géc v6i mat phing (A'B'CD).

b) Xéc dinh va tinh do dai doan vuong géc chung ctia AB’ va BC'.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day la nua luc gidc déu ABCD noi ti€p tr-ng
dudng tron dudng kinh AD = 2a va ¢6 canh SA vuéng géc v6i mat phing ddy
(ABCD) v6i SA = a6 .

a) Tinh cac khoang c4ach tir A va B dén mit phang (SCD).

b) Tinh khoang c4ch tir dudng thang AD dén mit phang (SBC).

Tinh khoang c4ch giita hai canh déi trong mot tif dién déu canh a.

Tinh khoang céch gilta hai canh AB va CD clia hinh .t dién ABCD biét rang
AC=BC=AD=BD=avaAB=p,CD =q.

Hinh chép tam gidc déu S.ABC ¢6 canh ddy bang 3a, canh bén bang 2a. Goi
G la trong tam cua tam gidc ddy ABC.

a) Tinh khoang cach tir S t6i mat phéng ddy (ABC).

b) Tinh khoang cich giita hai dudng thang AB va SG.

Cho hinh lang try tam gidc ABC.A'B'C’ c6 tit ca cic canh bén va canh ddy

déu bang a. Cic canh bén cha lang tru tao v4i mat phang ddy géc 60° va hinh
chiéu vuong géc clia dinh A 1én mat phing (A’B'C’) tring véi trung diém cla
canh B'C". _

a) Tinh khoang cich gitta hai mat phéng ddy cba lang tru.

b) Ching minh rang mat ben BCC’B’ 14 mot hinh vuong.
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3.41.

3.42.

CAU HOI VA BAI TAP ON TAP CHUGNG III

Trong cdc ménh dé sau day ménh dé nao diing ? Ménh dé nao sai ?
a) Cho hai dudng thang @ va b song song v6i nhau. Néu ¢ mot dudng thing
d vuong géc voi a thi d vuong goc véi b.

b) Hai dudng thang phan biét ciing vuéng géc véi mot mat phang thi chiing
song song vdi nhau. . ‘
¢) Mot mat phang («) va mot dudng thang a cling vuong géc véi dudng

thang b thia // («). _
d) Hai mat phing («) va () phan biét cing vuéng géc v4i mot mat phang
C(y)thi (@) /] (D).

e) Hai dudng thang phan biét cing vuong goc v6i mot dudng thang thi
ching song song véi nhau.

f) Hai mat phang phan biét ciing vuéng géc véi mot ducmg thang thi chiing
song song.

Xét cac ménh dé sau day xem ménh dé nao diing, ménh dé nao sai ?

a) Qua mot diém, ¢6 duy nhat mot mat phang vuong géc véi mot mét phing
cho trudc. :

b) Qua mot dudng thang, c6 duy nhit mot mat phang vudng géc véi mot
dudng thang cho trudc.

c) Qua mot diém, cé duy nhit mot mat phéng vuodng géc véi mot duong -
thang cho truéc.

d) Cho hai dudng thang a va b. Néu c6 mat phang () khong chia ca a va b
thi @ va b chéo nhau.

3.43. Tren mat phang (@) cho hinh vuong ABCD. Céc tia Ax, By, Cz, Dt vuong géc

3.44.
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v6i mit phang (&) va ndm vé mét phia d6i v6i mat phing (). Mot mat

phang () lan luot cat Ax, By, Cz, Dttai A, B, C', D".

a) T giac A'B'C'D’ 1a hinh gi ? Chiing minh rdng AA"+ CC’= BB’ + DD’

b) Ching minh rang diéu kién dé tt gidc A’B’C’D’ 1a hinh thoi 12 n6 c6 hai
dinh d6i dién céch déu mat phang ().

¢) Ching minh rang diéu kién dé tt gidc A'B'C’D’ 1a hinh chit nhét 1a né c6
hai dinh ké nhau cich déu mat phang (). -

Hinh chép tam gidc S.ABC c6 day ]a tam gidc déu ABC canh 7a, c6 canh SC
vuong géc véi mat phang day (ABC) va SC = 7a



3.45.

3.46.

3.47.

3.48.

3.49.

a) Tinh géc giita SA va BC.

b) Tinh khoang cach giita hai dudng thang chéo nhau SA va BC.

Cho it dién ABCD. Ching minh rdng AB vuéng géc véi CD khi va chi khi
AC? + BD* = AD* + BC?.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B'C’'D’. Hay tinh géc clia cdc cap dudng thang

sau day :

a)AB’vaBC’ ; b) AC’vaCD".

Cho hai tia Ax va By vudng géc véi nhau nhan AB lam doan vuong géc

chung. Goi M va N la hai diém di dong lan lugt trén Ax va By sao cho
AM + BN = MN.

Pat AB = 2a, goi O la trung diém cha AB va H 1a hinh chiéu vuong géc cua
diém O trén dudng thang MN.

a) Chimg minh rang OH = a, HM = AM, HN = BN.

b) Goi Bx’ 1a tia song song va f:ﬁng chiéu vdi tia Ax va K la hinh chiéu
vuong géc chua H trén mat phang (Bx’, By). Ching minh BK la phan gidc
cua goc )75)

¢) Ching minh diém H nim trén mot dudng tron ¢6 dinh.

a3

Hinh thoi ABCD tam 0, ¢6 canh a vaco OB = 3 - Trén dirong thang

vuong géc véi mit phang (ABCD) tai O ta 14y mot diém S sao cho SB = a.
a) Ching minh tam giac SAC 1a tam gidc vuong va SC vu6ng gbc véi BD.
b) Chimg minh (SAD) L (SAB), (SCB) L (SCD).

c) Tinh khoang cich gifta hai dudng thang SA va BD.

CAU HOI TRAC NGHIEM

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ véi tam O. Hay chi ra dang thitc sai trong cdc
dang thitc sau day : -

(A) AC'=AB+AD+ AA’ (B) AB+BC’'+CD+D'A=0 ;

__._._.

(C) AB+AA' = AD+ DD’ '(D)E;'+E‘+EE’=A?’+%+TC’.
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3.50.

3.51.

—

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C". bit ZX’=&', E=b, XE:E’

BC =d. Trong cdc biéu thic vecto sau déy, biéu thiic nao 1a ding ?

(A)Zi=5+6;_ (B)Zi+5+6+?i=6;
(C) b+ -d=0; (D) a+b+i=d.
Cho tit dien déu ABCD c6 canh bang a. Hay chi ra ménh dé sai trong cic
ménh dé sau day :
— — 2 — —_—
(A) AB.A =i’2—; (B)AB L CD hay AB.CD=0;
(C) AB+CD+BC+DA=0; (D) AC.AD=AC.CD.

3.52. Hay chon ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day :

(A) Cho hinh chép S.ABCD. Néu c6 SB +SD = SA+SC thi ti gidc ABCD 1a
hinh binh hanh ; |

(B) Tit gidc ABCD 1a hinh binh hanh néu AB=CD ;

(C) Tt gidc ABCD 12 hinh binh hanh néu AB + BC +CD+DA=0 ;

—_— — —

(D) Ti gidc ABCD 12 hinh binh hanh néu AB+ AC = AD.

3.53. Hay tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau day :

3.54.

3.55.

(A) Ba vecto a, B ¢ dong phang néu c6 mot trong ba vecto d6 bang vecto 0 ;
(B) Ba vecto a, B ¢ dong phang néu c6 hai trong ba vecto d6 cung phuong ;
(C) Trong hinh hop ABCD.A’B'C'D’ ba vecto AB CA DA’ doéng phang ;

(D) Vecto X =a + b+¢ luon luon dong phang véi hai vecto @ va b.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B'C’'D’ c6 canh bang a. Hay tim menh dé sai
trong nhilg ménh dé€ sau day :

(A) |E}|=a«/§ ; (B)E’.E;=a2 |
' (C) AB'.CD’'=0 : (D) 2AB+B'C +CD+D'A’ =0.
Trong cac in{enh dé sau day, ménh dé nao 1a sai ?
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(A) Cho hai vecto khong cung phuong a va b. Khi d6 ba vecto b,

déng phéng khi va chi khi c6 cap s6 m, n sao cho & =mad +nb, ngoai ra
cap s6 m, n la duy nhat,



(B) Né&u cé ma +nb + pé =0 va mot trong ba s6 m, n, p khéc O thi ba vecto
b, ¢ déng phang. A

(C) Ba vecto @, b, & déng phéng khi va chi khi ba vecto d6 cing c6 gid
thuoc mot mat phang.

(D) Ba tia Ox, Oy, Oz vudng géc v6i nhau timg doi mot thi ba tia d6 khong
dong phang.

'3.56. Cho hai diém phan biét A, B va mot diém O bat ki. Hay xét xem ménh dé
nao sau day la ding ?
(A) Diém M thuoc dudng thing AB khi va chi khi OM = OB = kBA.
(B) Diém M thuoc dudng thing AB khi va chi khi OM = OB = k(OB - OA).
(C) Diém M thuoc dudng thing AB khi va chi khi OM = kOA + (1 — k) OB.

—_— — —

(D) Diém M thugc dudng thang AB khi va chi khi OM =0A+OB.

3.57. Cac menh dé sau, ménh dé nao ding, ménh dé nao sai ?

(A) Hai dudng thang phan biét cling vuong géc véi mot mat phang thi song
song v&i nhau.

(B) Hai dudng thing phan biét cliing vuéng géc v6i mot dudng thing thi ba
thi song song véi nhau .

(C) Hai mat phang phan biét cing vuéng goc v6i mot mat phang thi ba thi
song song vdi nhau.

(D) Mit phéng (@) va dudng théng a cung vudng géc véi dudng thang b thi

song song v&i nhau.
3.58. Hay xét su ding, sai clia cdc ménh dé sau (véi a, b, c 1a c4c dudng thang) :

(AYNéualbvablcthia//c;

(B)Néua//bvablcthialc;

(C) Néu a vudng géc v6i mat phang (@) va b song song vi mat phing (@)
thialb; ' :

(D) Néua L b, c L b vaa ct c thi b vudng géc v6i mat phang (a, c).

3.59. Cho c4c ménh dé sau v6i (@) va (f) 1a hai mat phang vudng géc voi nhau véi
giao tuyén m = (&) N (f) va a, b, c, d 1a cac dudng thang. Hiy xét xem
ménh dé nao diing, ménh dé nao sai ?

(A)Néuac(a@)vaalmthial (B).
(B) Néu b L mthi b C () hoac b c (B).
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(C) Néu ¢ // m thi ¢ // (@) hoac ¢ // (B). -
(D)Néud Lmthid L ().

3.60. Cho a, b, c la céc dudng thang. Ménh dé nao sau day 1a ding ?

(A) Néu a L b va mat phing (@) chia a ; mat phing (f) chia b thi (@) L (B).

(B) Cho a L b va b nam trong mat phing (). Moi mat phang (f) chita a va
vuong goc véi b thi () L (q).

(C) Cho a L b. Moi mat phéng chita b déu vudng géc véi a.

(D) Cho a // b. Moi mat Phéng (@) chita ¢ trong d6 ¢ L a va ¢ L b thi déu
vuong goc véi mat phang (a, b).

3.61. Chon ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day :

(A) Qua mét dudng théng, c6 duy nhit mot mat phang vuong géc véi mot
dudng thang khic ;

(B) Qua mot diém c6 duy nhat mot mat phang vuong géc véi mot mat phing
cho trudc ;

(C) Cho hai dudng thing a vd b vudng géc véi nhau. Néu mat phing ()
chita a va mit phang (f) chita b thi (@) L (B) ;

(D) Cho hai dudng thang chéo nhau a va b déng thdi @ L b. Ludn c6 mat
phéng (@) chitaa dé (a) L b.

3.62. Trong c4c ménh dé sau day, ménh dé nao ding ?

(A) Cho hai dudng thang a va b vudng géc véi nhau, néu mat phing (0{)
chita @ va mit phang (8) chia b thi (@) L (H).

(B) Cho dudng thédng a vuong géc véi mat phang (@), moi mat phang (9
chtta a thi () L ().

(C) Cho hai dudng théng a va b vudéng géc véi nhau, mat phiang nio vuong
goéc véi dudng nay thi song song v6i dudng kia.

(D) Cho hai dudng thing chéo nhau a va b, luén luén cé6 mot mat phing
chita dudng nay va vudng géc véi dudng thing kia.

3.63. Cho tit dién déu ABCD. Khoang cich tir diém D t6i mat phang (ABC) la :
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(A) D6 dai doan DG trong d6 G 1a trong tam cia tam gidc ABC ;

(B) bo dz‘aiﬂ doan DH trong d6 H 1a hinh chiéu vuong g6c cta diém D trén
mat phang (ABC) ;

(C) D6 dai doan DK trong d6 K la tam duong tron ngoai ti€p tam gidc ABC ;

(D) B¢ dai doan DI trong d6 I la trung dlem cta doan AM v6i M 1a trung
diém cta doan BC.

Trong cdc ménh dé néu trén ménh dé nao 14 sai ?



3.64.

3.65.

3.66.

3.67.

3.68.

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C"'D’ canh a.
Trong cac ménh dé sau ménh dé nao la ding ?

(A) Khodng céch tir diém A dén mat phing (A’BD) bing %

(B) Do dai doan AC’ bing av/3.

(C) Khoang céch tir diém A dén mat phing (CDD'C’) bang a+/2.
(D) Khoang céch tir diém A dén mat phang (BCC'B’) bang %a.

Khoang cach giita hai canh d6i trong mot ti dién déu canh a béng :

av2 _ a«/_

2a
A : — — .
(A) > (B) (&) 3 (D)ga

He”iy chon két qua dung.

Hay chon két qua diing cua bai todn sau day :

Hinh chép tam gidc déu S.ABC c¢6 canh ddy bing 3a, canh bén bang 2a.
Khoang cach tir dinh S t6i mat phang day 1a

A)1Sa; - Bya; ©) av2 ; (D) a+3.

Céac ménh dé sau ménh dé nao la ding ?

(A) Dudng vudng goéc chung cia hai dudng thang a va b chéo nhau 1a mot
dudng thang d vira vuodng géc véi a va vira vudng géc véi b.

(B) Boan vudng géc chung chia hai dudng thang chéo nhau la doan ngin

nhit trong cac doan ndi hai diém bat ki lan luot nam trén hai duong
thang 4y va nguoc lai.

(C) Cho hai dudng thang chéo nhau a va b. Pudng vuéng géc chung luon
Juén ndm trong mat phang vudng géc véi a va chita dudng thang b.
(D) Hai dudng thang chéo nhau 12 hai dudng thing khong song song véi nhau.

Cho hinh hdp chit nhat ABCD.A'B'C’D’ ¢6 ba kich thuéc AB = a, AD = b,
AA’ = c. Trong céc két qua sau day két qua nao la sai ?

(A) Do dai dudng chéo BD’ bang Va® +b% +¢2.

(B) Khoang cich giita hai dudng thang AB va CC’ bing b.
(C) Khoang cich gifta hai dudng thing BB’ va DD’ bing Va’ +b*.

(D) Khoang céch tir diém A dén mat phing (A’BD) bing %\/ a? +b> +c2.
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3.69. Tim ménh d¢ sai trong cac ménh Jé sau day :

(A) Khoang cich giita dudng théng a va mat phing () song song voi a la
khodng céch tir mot di€m A bat ki thugc a t6i mat phing (a).

(B) Khoang cich giita hai duong thang chéo nhau a va b 12 khoang céach tit

mot diém M thuoc mat phing () chifa a va song song véi b dén mot
diém N bat ki trén b.

(C) Khoéng cich giita hai mat phang song song Ia khoang cdch tir mot diém
M bat ki trén mat phang nay dén mat phang kia.

(D) Néu hai dudng thang a va b chéo nhau va vuéng géc véi nhau thi duong
vuong goc chung cha ching nim trong miat phang () chifa dudng nay
va (o) vudng géc véi duong kia.

HUGNG DAN GIAI VA PAP SO

§1. VECTO TRONG KHONG GIAN

D

31.a)e AO=

—_ 1_.

Lac-lze =1(TB+A—D) D c
2 2 2

A—0=XE+E)=ZE+%LTD,v.v... 4

1

1

1

1

1

—

|

|

° AOI=EA_C:+A_A;

=%(A_A;+F)=%(A_B;+E)

Hinh 3.43

AR+ AB+SBD

Xé+BT;’+%B'—D',v.v...
b) AD+D'C' +DA = AD+DC +CB
(Vi D'C’=DC va D'A’'=CB)nén AD+D'C +D'A’' = AB (h.3.43).
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3.2. Gia stt bon diém A, B, C, D tao thanti mot hinh binh hann (h.3.44), ta c6 :

BC = AD < OC —OB = 0D -OA (véi diém O bt ki)
& OC+0A=0D+0B.
Nguoc lai gia s ta ¢6 hé thifc :

—_— ) — —

OC+0OA=0D+0OB
& OC-0B=0D-0A
& BC = AD.

Vi A, B, C, D khong théng hang nén
tt gidc ABCD 1a hinh binh hanh. Hinh 3.44

33.Taco
PO~ (PC+PD)

- . - P
=% (AC-AP)+(BD - BP)

= —| (AC + BD)~ (AP + BP)
0

L1 am+BN) ¢
2k Hinh 3.45
rl.mvz‘i E‘):lB_N'
k k

Dong thoi AM = AP+ PM va BN = BP+PN nén

N

PQ = 2—k(P—M+P—N) vi AP+ BP =0,

] —

N 1-—-.

Do d6 ba vects PQ, PM, PN ddng phéang (h.3.45).
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34.

Goi G va G’ lar. Lot 1a trong tuin cha @am giac ABC va tam glac MNP
(h.3.46). Tacd:

G_E. a+m+MG
+ G? @+W+NG

—_ o — —

GG =GC+CP+ PG’

—_— — —

- 3GG —(GA+GB+GC)+(AM+BN+CP)+(MG +NG +PG)).

3.5.

3.6.
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Vi G la trong tam cua tam gidc ABC nén

—_— — —

GA+GB+GC=0 vaG' Ia trong tam cda tam
gidc MNP nén MG +NG + PG =0.

—_— e — —

Do d6 : 3GG' = AM + BN +CP

1 e = 1o
hay GG =—;—(AM+BN+CP)=§AA

Vi diém G c6 dinh va %E 12 vecto khong

ddi nén G’ 1a diém c6 dinh. Vay mat phang Hinh 3.46
(MNP) luén ludn di qua diém G’ ¢6 dinh.

Tacé BB = BA+AB , DD’ = DA+ AD’ (h.3.47). c
Dodé BB +DD’ =(BA+DA)+ (AB + AD)). B’
. . . . D
Vi BA=CD va AB'+AD = AC’ B
. =,
nén BB + DD’ = (CD+DA)+ AC’ . -
D
Vay BB'+DD’ = CA+AC =CC’. ¢

He thic BB +DD’ =CC’ biéu thi sy déng Hinh 3.47

phang ctia ba vecto BB, CC’, DD .

Ly diém O c6 dinh r6i dat OA, =&,, OB, =b;, OC, =¢;, OD; =d, (h.3.48).
Pidu kien cdn va du dé ut gidsc A;B,C;D; 12 hinh binh hanh Ia
G +¢, =by +d, (theo bai tap 3.2) (1).



Dat OAy =d,, OB, =by, 0C; =0,

ODz =d2. Diéu kién can va db dé
gidc AyB,C,D, 12 hinh binh hanh Ia :

52 +52.:;2+(T2. (2).

Pat OA=a, OB=b, OC=¢,0D =d.

Tacéd %=3 = A71 r—3TA2
2 ' Hinh 3.48
& OA| - O0A = -3(0A, — OA)

G -d=-3(d,-a)
DO .
S a=—(a+3ay).
4
_ -~ 1 = — 1. . - ] - —
TU’O'Hgtl}':b=z(b1+3b2),c=z(C1+3C2),d=z(d1+3d2).

O - 1 . - 1 . . 3 . .
Tacé a+c¢ = —(a; +3a,)+—(¢1 +3¢,) = —(a; +¢;)+—=(a, +¢
4(1 ) 4(1 2) 4(1 1) 4(2 )

-

vab+d = %(;71+3z72)+%(2;+3c72*) = i(z71+c71°)+%(z72+d—2*).

Tu(l)va(2)tacé G, +c, =b +d; va a,+c, =l7£+21; nén suy ra :
i+f=b+d & (7A.+O_C. OB+0D
it gidc ABCD 1a hinh binh hanh.

37.a)Taco: ﬁ;:%A_D., Q_'Q'=%D_.A'

e

RR = %ﬂ' (h.3.49).

A, A AR T Ny
Vay PP'+QQ +RR =5(AD+DA +AA) =

Hinh 3.49
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b) Goi G va G’ lan luot 1a trong tam: cac tam gidc PORva P QR
Theo cau a) tacéd W+@+W=6.
Do d6 (PG +GG +GP)+(0G +GG +G Q)+ (RG+GG +GR) =0
= (E+Q_G‘+E)+3GG +(GP +G'Q0+GR)= 0
—,——1
0 0

& 3GG' =0 = G tring v6i G,
Vay hai tam gidc POR va P’Q’R’ ¢6 cung trong tam.

§2. HAl PUGNG THANG VUONG GOC

3.8. Ta c6 (h:3.50) :
GD.GA + GD.GB + GD.GC = GD (GA+GB+GC)
=GD.0 =0
(ViG la trong tam clia tam gidc ABC nén

—_— — —

GA+GB+GC = O)

3.9. Ta cdn ching minh AB.CD =0 (h.3.51).
' Hinh 3.50

Pat AB=b, AC=¢, AD=d. Tacé:
W:M+m =—%E+%(E+E).
Suy ra m:—zl-(5+(}—5).

O = DA+ 47

; ] — R —
= - —AD+1(AB+AC)
2 2

Hinh 3.51

1 - -
=—(b+c—-4d).
2( c-d)
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—2
Theo gia thiét tac6 MN = PQ & MN =(QP .

—2

(b+d-2)? =(h+7-d)* & bd—-bi—-di = bé—bd~-Cd
& 2b.d-2bZ =0
& b(d-8)=0
& AB.(AD—-AC)=0

& AB.CD =0 AB 1 CD.

3.10. Ta tinh c6sin cla goc giita hai vecto SC va AB.Tac6
SCAB  (5A+AC). 7B SAAB+AC.AB
scllasl & &
Theo gia thiét ta suy ra hinh chép c6 céac tam giac déu 1a SAB, SAC va cic tam
gidc vuong la ABC vuong tai A va SBC vuong tai S.

cos (S_C?, A_.B) =

Do d6 S?.TB:a.a.coélzo":_é
va AC.AB =0.

A b _i+0 1
Vay cos (5C,AB) = o) =—E

hay (SC,AB)= 120° (h.3.52).

Vay géc giita hai vecto AB va SC bing 120°.

3.11. Céch thit nhdt
Dé thay tam gidc ABC vuodng tai A nén
AC.AB =0(h. 3.53) va tam gidc SAB déu
nén (SA, AB) = 120°.

SC.AB = (SA+AC).AB = SA.AB + AC.AB

a2

= |S_.A|.|A_.B|.cosl20° = -

Hinh 3.53
11.BT.HINHHOC11(C)-A 161



a2

SCAB "5 1

scllasl o> 2

= cos(S_C',E) =

Do d6 géc gitta hai dudng thang SC va AB bing 60°.

Cach thit hai

Goi' M, N, P lan lugt la trung diém cua SA, SB, AC. D€ tinh géc gilta hai
dudng thang SC va AB, ta cin tinh NMP .

2 2
3 5a

Tac6 NB=MP =2, sp?2 =24, pp2 =22 .
2 4 4

SB? 3a?

BP? +SP? =2NP? +- = NP? ==

Mat khac NP? = NM? + MP? =2MN.MP cos NMP

a
= cosNMP=-—4_ =L NP =120°.

aa 2

22
Vay géc gita hai dudong thing SC va ' ¢
AB bing 60°.

3.12.Gidstta // bvac L a. Liy diém O a’ !
bat ki trén ¢, ké a’ // a qua O suy ra b 0
cOd' =90°. Dé thdy a' // b nén cOd’ _
Hinh 3.54

chinh 1a géc giita hai dudng thang ¢ va
b,dodéc L b(h.3.54).

3.13. Tur gia thiét suy ra t¢ gidc ABCD 1a
hinh thoi, do d6 AC 1 BD (h.3.55).
Dé thdy mat chéo BDD'B' cua hinh
hop da cho 1a hinh. binh hanh, do dé
BD /| B'D’. Tut d6, theo bai 3.12 suy ra
AC 1L BD'

Hinh 3.55
- 11.BT.HINHHOC11(C)-B



3.14. Trudc hét ta dé thay wr gidc A'B'CD la hinh A D
binh hanh, ngoai ra B'C = a = CD nén n6 Ia “
hinh thoi. Ta ching minh hinh thoi ABCD c
1a hinh vuong (h.3.56). That vay, ta cé :

CB'.CD = (CB+ BB').BA = CB.BA + BB'.BA

2 2 A
=-9 .9 -9,
2 2 B
Vay tir gidc A'B'CD la hinh vudng. Hinh 3.56

_— — —

- 3.15. PQ PA+ AC+CQ ; )
PO=PB+BD+DQ. (2)
Cong timg vé& (1) va (2) ta c6

2PQ = AC +BD (h.3.57).

Suy ra 2P_Q./E?. = AC.AB + BD.AB = 0

hay PQ.AB =0, tic [a PQ L AB.

Hinh 3.57

§3. PUONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

AA" L (@)
" BB L(@)

Mat phéng (AA’, BB’) xéc ' _
dinh bdi hai dudng thing
song song AA’, BB’ cit mat /.

phing (@) theo giao tuyén
qua O, A’, B’. Do d6 ba diém )
O, A’, B’ thang hang. )

Hai tam gidc vuong OAA’ va
OBB’ bang nhau vi ¢6 mot
canh huyén va mot géc nhon

bang nhau nén tir d6 ta suy . Linh 3.5
ra AA’ = BB’ (h.3.58). inh 3.8

} = AA’// BB".
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3.17. Hai mat phang (@) va () khong thé tring nhau vi néu ching trung nhau thi
. trmot diém C ta dung dugc hai dudng thdng CA, CB ciing vuong géc v6i mot
mat phéng, diéu d6 12 vo 1 (h.3.59).
Mat khic (@) va (B) ciing khong song song v6i nhau. Vi néu (@) // (D), thi th
CB L (f)tasuyra CB L ().

'Nhu vay tr mot diém C ta dung dugc

hai duong thang CA, CB cing vuong

géc voi (@), diéu do 1a vo li.

Vay (@) va (A la hai mat phang khong

tring nhau, khong song song véi nhau va @
chiing phai cat nhau theo giao tuyén 4,

nghiala d = (&) N (D). 7
} =>CAld Hinh 3.59

=d 1 (ABC).

dc(o)
CA 1L ()

dc(p)

=CBld
CBJ_(,B)}

3.18.a) BC LAHvaBC 1L AHViA'H L (ABC)
= BC 1L (AHA) = BC 1 AA’

=
N
JplIores=) >
Q

vaB'C' 1 AA'viBC /| BC". §\
. BN
b) Tac6 AA"// BB'// CC'ma BC 1 AA’ _ e ?—_____—\o\ .
nén ti gidc BCC'B’ 1a hinh chir nhat. Vi B AR S c
AA’ /| (BCC'B’) nén AA’ /| MM’ va vi M _
AA’ L BC nén ta suy ra MM’ 1 BC va Hinh 3.60

MM’ L B'C’ hay MM’ 1a dudng cao cua
hinh chit nhat BCC’B’ (h.3.60).

- 319.Tac6SA L (ABC) = SA L DC Cc (ABC).
Vi AC va BD cat nhau tai trung diém O
ctua moi doan nén t gidc ABCD la hinh
binh hanh va ta ¢6 AB // DC. Vi
AB 1L ACnén CD 1L CA. Mat khédc ta cé
CD 1 SA,dodé CD L (SCA) (h.3.61)

Hinh 3.61

164



3.20. a) Tam gidc ABC can dinh A va c¢ I 12
trung diém cta BC nén Al L BC. Tuong
tu tam gidc DBC can dinh D vacé [ la
trung diém cha BC nén DI L BC. Ta

suy ra :

BC L (AID)nén BC L AD. - B D
b) Vi BC L (AID) nén BC L AH.

Mat khic AH L 1D7 nén ta suy ra. AH C

vuong géc véi mit phang (BCD) (h.3.62). Hinh 3.62

3.21. Phan thudn. Néu MA = MB = MC
nghia 14 M cdch déu ba dinh clia tam
gidc ABC va MO vuong géc v mat
phing (ABC) thi ta c¢6 ba tam giac
vuéng MOA, MOB, MOC bang nhau.

~ Tirdo ta suy ra OA = OB = OC nghia la
A, B, C nam trén dudng tron tam O
ngoai ti€p tam gidc ABC. Vay diém M
cach déu ba dinh cha tam gidc ABC thi
nam trén dudng thang d vuong géc véi
mat phing (ABC) tai tam O cta duong Hinh 3.63
tron ngoai ti€p tam gidc ABC (h.3.63).

Phéin ddo. Néu ta 14y mot diém M bat ki thudc dudng thang d néi trén thi ta c6 ba
tam gidc vuong MOA, MOB, MOC bang nhau. Do d6 ta suy ra MA = MB = MC
nghia 12 diém M cich déu ba dinh cta tam gidc ABC.

Két lugn. Tap hop nhitng diém cdch déu ba dinh cua tam gidc ABC 1a dudng
thang d vudng géc véi mat phang (ABC) tai tam O clia dudng tron (C) ngoai
ti€p tam gidc ABC d6. Nguoi ta thuorng goi duodng thang d 1a truc cia duong
tron (C).

§4. HAI MAT PHANG VUONG GOC

3.22. Theo gia thi€t cic mat cta hinh hop déu 12 hinh thoi (h.3.64).
Ta ¢6 ABCD 1a hinh thoi nén AC 1 BD.

Theo tinh chat cua hinh hop : BD // B'D’, do d6 AC L B'D".
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Ching minh tuorg w ta dugc

AB" LCD’,AD" L CB". ,

Hai mat phang (AA'C’C) va (BB'D'D)
vuong goéc véi nhau khi hinh hop
ABCD.A’B’C’D’ 1a hinh 1ap phuong.

3.23. Hai tam gidc ABC va BAD bang
nhau (c.c.c) nén ¢ cdc dudng trung
tuyén tuong ing bang nhau :

CM = DM (h.3.65).

Ta c6 tam giac MCD can tai M, do
dé MN L CD vi N la trung diém cla
CD. Tuong tu ta ching minh dugc
NA = NB va suy ra MN L AB. Mat
phang (CDM) khong vuong géc véi
mat phang (ABN) vi (CDM) chta
MN vudng géc véi chi mot duong
thang AB thuoc (ABN) ma thai.

3.24. V& AH L (BCD) tai H, ta ¢6
CD L AH vaviCD L AB ta suy ra
CD 1 BH. Tuong tu vi BD L AC ta

-suy ra BD L CH (h.3.66).
Vay H 1a truc tam cha tam gidc BCD
tic la DH | BC.

Vi AH L BC nén ta suy ra BC L AD.
Cdch khéc. Truée hét ta hdy ching
minh hé thic :

—_— e —

AB.CD+AC.DB + AD BC =0
véi bon diém A, B, C, D bat ki.

Thuc vay, tacé : "Hinh 3.66
A—B.C—Dzﬁz.(ﬁ)—ﬁ) AB.AD- AC . AB (1)
I’ﬁ AC(AB-AD) = AC.AB - AC.AD 2)
AD.BC=AD.(AC-AB) = AD.AC - AD . AB 3)
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/A A /\-A W _Ng¥_1 = YA

(D+(2Q)+(3)e AB.CD + AC.D3+AD.BC =6 ()

Do d6 néu AB L CD nghia 12 AB.CD =0, AC L BD nghia la AC.BD =0
tir hé thitc (4) ta suy ra AD. BC =0, do 46 AD L BC.

3.25. Vi AD 1 (ABC) nén AD L BC. Ngoai ra
BC 1 ABnéntacd BC 1 (ABD) (h.3.67).
Vi mat phing (BCD) chita BC ma BC L (ABD)
nén ta suy ra mat phang (BCD) vuong goc
v6i mat phang (ABD).

Hai mat phang (BCD) va (ABD) vuong goc
v6i nhau va cé giao tuyén la BD. Pudng
thang AH thudc mat phang (ABD) va vuong
géc véi giao tuyén BD nén AH vudng géc
v6i mat phang (BCD). '

Hinh 3.67

3.26. a) Goi O la tam cua hinh thoi, ta c6 AC 1L BD
tai O (h.3.68).

Vi SA =SC nén SO 1L AC.
Do dé AC vudng géc véi mat phang (SBD).

Ta suy ra mat phiang (ABCD) vuéng géc v6i
mat phang (SBD).

b) Ba tam gidc SAC, BAC, DAC bang nhau
(c.c.c) nén ta suy ra OS = OB = OD. Vay
. tam giac SBD vuong tai S.

3.27.a) Tac6AB=AD=AA"=a
VACB=CD=CA= a2 (h.3.69).
Do d6 theo bai 3.21, vi hai diém A va C’
cdch déu ba dinh clia tam gidc A'BD nén A
va C’ thuoc truc dudng tron ngoai ti€p tam
gidc BDA’. Vay AC’ L (BDA"). Mat khic, vi
mat phang (ACC'A") chita dudng thang AC’
ma AC’ 1 (BDA") nén ta suy ra mat phang
(ACC’A") vuéng goc v6i mat phang (BDA").

Hinh 3.69
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3.28. a) Vi S.ABC 1a hinh chép déu nén AABC

b) Ta c6d ACC' la tan1 gidc vadnig cé cann AC = avli vaCC’'=a.

Vay AC? = AC* +CC? = AC? =2d% +a? =34

Vay AC’ = a3.

Ia tam giac déu va c6 SA = SB = SC. Do d6
khi ta vé SH 1 (ABC) thi H la trong tam
cha tam gidc déu ABC vatacé AH 1 BC.
Theo dinh 1i ba dudng vuong géc ta cé
SA L BC (h.3.70).

Chitng minh tuong tu ta cé SB L AC va
SC 1 AB.

b) Vi BC L AH va BC 1 SH nén BC L (SAH).

Ching minh tuong tu ta c6 CA 1 (SBH)
va AB L (SCH).

3.29. a) Goi A’ 12 giao diém cla AH v BC. Ta
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can ching minh ba diém S, K, A’ thang
hang (h.3.71).

Vi H 1a tryc tam cia tam gidc ABC nén
AA" 1 BC. Mat khac theo gia thiét ta c6 :
SA-L (ABC), do d6 SA L BC. Tir d6 ta suy
ra BC L (SAA") va BC 1 SA’. Vay SA’ la
duong cao cla tam gidc SBC nén SA’ phai
di qua tryc tam K. Vay ba dudng thing
AH, SK va BC doéng quy.

b) Vi K la tryc tam cua tam gidc SBC nén
BK 1 SC. (1)

B

Hinh 3.70

Hinh 3.71

Mait khéc ta ¢c6 BH L AC vi H 1a truc tam cla tam gidc ABC va BH _L SA vi

SA 1L (ABC).
Do d6 BH L (SAC) nén BH 1. SC. (2)

Tir (1) va (2) ta suy ra SC L (BHK). Vi mat phing (SAC) chita SC ma

SC 1 (BHK) nén ta c6 (SAC) L (BHK).



BC L (SAA"). dods BC . H
(5AAT, codoSC }:HKL(SBC)

¢) Tacd
SC L (BHK),dodo6SC L HK

mat phfmg (BHK) chita HK ma HK L (SBC) nén (BHK) L (SBC).

BC 1 AB

3.30.a

BC 1 SA

.a) } = BC 1 (SAB) = (SBC) 1 (SAB) (h.3.72).

b) AH L SB ma SB la giao tuyén cua hai mat phang vuong géc la (SBC) va

(SAB) nén AH L (SBC) .

c) Xét tam glac vuong SAB v6i dudng
cao AHtaco: :

Lttt 1 _ 3
AH? A52 AB?
a6

Va AH——
ay 3

d) Vi OK L (SBC) ma AH 1 (SBC) nén
OK /| AH, ta c6 K thuoc CH.

AH _ a6

2 6

OK =

3.31. a) Goi / 1a giao diém cia mat phéng

b) Ta cd

() v6i canh SC. Ta c¢6 () L SC,
Al C (@) = SC L Al. Vay Al 1a duong
cao cua tam gidc vudéng SAC. Trong
mat phing SAC, dudng cao Al cit SO
tai K va Al C (o) nén K 12 giao diém
cua SO véi ().

BD L AC

= BD L (SAC).
BD L SA

= BD 1 5C.

| Mat khac BD < (SBD) nén (SBD) L (SAC).
Vi BD L SC va (&) L SC nhung BD khong

chita trong (@) nén BD // (&) (h.3.73).

Hinh 3.72

Hinh 3.73
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| CD 1 AD
3.32.a) Tacéh = CD 1 (SAD)
CD 1L SA ’

| = (SCD) L (SAD) (h.3.74).

§5.

¢) Ta c6 K = SO (%) va $O thade mat phang (SBD) nén K 1a mot diém
chung cla (@) va (SBD). Mat phang (SBD) chita BD // (@) nén cét (@) theo
giao tuyén d // BD. Giao tuyén nay di qua K 1a diém chung cha (@) va (SBD).
Goi-M va N lan luot 12 giao diém cha d vé6i SB va SD. Ta duoc thiét dién 1a ti
gidc AMIN c6 dudng chéo Al vudng géc véi SC va dudng chéo MN song song -
v6i BD.

Goi I 12 trung diém cha doan AB. Ta
¢6 AICD la hinh vuoéng va IBCD la
hinh binh hanh. Vi DI // CB va
DI L AC nén AC L CB. Do dé
CB L (SAC).

Vay (SBC) L (SAC).
o SA a
b) Tacé o= SCA = tan p= —= =
@ @ AC a2
DI L AC '
c = DI 1 (SAC).
DI L SA

Vay (@) 12 mat phiang chia SD va vudng géc véi mat phang (SAC) chinh 13
mit phing (SDI). Do dé thiét dién cha () véi hinh chép S.ABCD 1a tam giac
déu SDI ¢6 chiéu dai méi canh bang a2 . Goi H 12 tam hinh vu()ng AICD ta

c6SH L DIva SH = M i Tam giac SDI co dlen tich :
I 1 aV6 a*\3
S =— SHDI= —- a2 = .
) 2 2 2

KHOANG CACH

3.33. Diém A céch déu ba dinh cla tam gidc déu A’BD vi tac6 AB=AD = AA’ = a,

170

diém C’ ciing c4ch déu ba dinh clia tam gidc déu d6 vitacé :
CB=CD=CA'=aV2.



Vay AC’ la truc cra duing tcn
ngoai ti€p tam gidc A'BD, uic la
dudng thang AC’ vuong géc véi mat
phang (A’BD) tai trong tam / cla
tam gidc A’‘BD. Ta can tim khoang
cach AT (h.3.75).

Ta c6 Al = Bl = DI = % A0 v6i O
I3 tam ctia hinh vuong ABCD. |

V3

Talaic6 A0 = BDT

a3 a6

2 2

vayar=2ao =206 _al6,

3 32 3

Tuong tu diém C’ cdch déu ba dinh

cla tam gidc déu CB’D’, tinh dugc

khoang cach tir C, B', D’ t6i dudng
chéo AC".

3.34. a) Goi O la tam hinh vudng ABCD,

déthdy1,0,K thang hang (h.3.76). Vi

K 1 trung diém cta BC nén SK L BC.
BC 1 SK

Ta c6 = BC L (SIK).
e BCJ_OK} (TK)

Do dé6 (SBC) L (SIK).

B C
/71 7
/: 0 ,’//
] Lo
’
A ’ : s D .7 //
~ 7 1 R
~ ’ s
\\\’: '( A
’ \q ’ 4
/ l’ < ’ ;
s ~ ¢ /
S <l
;o f , £
;7 I K “/~<
e Lt // R C
I// N ’ —___—‘
1, L7 AN B o
Iy =R
A S
- N
A D’
Hinh 3.75

Hinh 3.76

b) Hai duomg thang AD va SB chéo nhau. Ta c6 mat phéng (SBC) chita SB va
song song v6i AD. Do d6 khoang céch giita AD va SB bang khoang cich giita
AD va mat phing (SBC). Khoang céch nay bang khoang cich tir diém / dén

mat phing (SBC).

Theo cau a) ta ¢6 (SIK) L (SBC) theo giao tuyén SK va khoang cach cén tim la
IM, trong d6 M la chan dudng vuong géc ha tir / t6i SK. Dua vao hé thic

1
IM.SK = SO.IK. ta c6 IM =S(;—KK.
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http://IM.SK

Ta lai ¢6 : SK? =SB? - BK? = 24° —%:"i SK = “*2/7
2

va SO? = SA? —0A? =24° - a2]"_3a jsozﬂﬁ‘/g.

2 22

. J42
Do d6 1M=s011<=a\/€_a:aﬁ=a .
SK 2 2 7
: . aJ42

Vay khoang céach giita hai dudng thang AD va SB la bang a P

3.35. a) Ta ¢6 B'C L BC’ vi day la hai duong chéo cua hinh vuong BBC'C
(h.3.77). - :
Ngoairataconcé:AB' L (BB'C'C)=>A'B’ L BC'.
Tu d6 ta suy ra BC' L (A’B'CD) vi mat
phang (A’B’CD) chita dudng thang A'B’
va B’C cung vudng géc voi BC'.

b) Mat phéng (AB'D’) chita dudng thing
AB'’ va song song v6i BC’, ta hay tim hinh
chi€u ctia BC’ trén mat phang (AB'D").

Goi E, F 14n luot 1A tam c4c hinh vuong ~ ¢
ADD'A’, BCC'B'. K& FH L EB’ véi

HeEBR’, khi d6 FH nim trén mat phing 4 a N8

(A'B'CD) nén theo cau a) thi FH L BC’ S N

hay FH L AD’. Vay FH L (AB'D"), do d6 EFT AR
hinh chi€u BC’ trén mat phang (AB'D") 1a Y T/
dudng thing di qua H va song song véi / ) [ C
BC’. Gia st dudng thing d6 cit AB' tai K Ny e

thi tir K v& dudng thing song song véi B Lo

HF cat BC' tai L. Khi d6 KL 1a doan B

vuong goéc chung can dung. Tam gidc Hinh 3.77

B'EF vuong tai F nén tu cong thic
1 1

= + ta finh duge
FH? FE* FB? |
KL=FH= g
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Nhdén xét. Do dai doan vuong géc chung ciia AB’ va BC’ bang khoang céch
gilta hai mat phang song song (AB'D") va (BC'D) lan luot chita hai dudng
. N 3
thang d6. Khodng cich nay bang —-A'C = %
3.36. a) Vi ABCD la nira lyc gidc déu ndi ti€p trong dudng tron duong kinh AD = 2a
nén ta c6 : AD // BC va AB = BC = CD = a, dong thai AC L CD, AB L BD,
AC =BD = a3 (h.3.78).

~  CDLlAC
Nhu vay = CD L (SAC).

S

Trong mit phang (SAC) dung AH L SC
tai H tacd AH L CD va AH 1 SC nén
AH 1 (SCD).

Vay AH = d (A, (SCD)).

Xét tam gidc SAC vuong tai A c6 AH
la duong cao, tacé:

S S
AH?  SA? AC?
I NS S O
@J6)? (aV3)* 24°
Vay AH? = 24> = AH = a\/2.

Goi I 12 trung diém ctia AD ta c¢6 BI // CD nén BI song song v6i mat phang
(SCD). Tir d6 suy ra d(B, (SCD)) = d(I, (SCD)).

Mat khdc Al cat (SCD) tai D nén

Hinh 3.78

n

2

A, (SCDY) = %d(A, (SCDY) =%- a2 =

a2

Do d6 : d(B, (SCD)) = >

b) Vi AD // BC nén AD // (SBC), do d6 d(AD, (SBC)) = d(A, (SBC)).
Dung Ad L BC tai E = BC L (SAE).
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. . AF LSE
Dung AF 1 SE tai F tacé: = AF 1 (§BC).
AF 1 BC (vi BC 1 (SAE))

Vay AF = d(A,(SBC)) = d(AD, (SBC)). ,
— 3
Xét tam gidc vudng AEB ta c6 : AE = AB sin ABE = asin60° = %-
Xét tam gidc SAE vudng tai A tacé :

1 T 1 9

Y

= + = + = .
AF? SA?  AE* (a6’ [a\/gr 6a

- 2
. 2
Dods AF2 =29 _ AF = a6
9 3
Vay d(AD, (SBC)) = AF = #-

3.37. Gia thiét cho ABCD la t¢ dién déu
nén cac cap canh déi dién cua ti dién
d6 c6 vai trdo nhu nhau. Do dé ta chi
can tinh khoang céch gitta hai canh AB .
va CD la du (h.3.79).

Goi 7 va K lan lugt 1a trung diém cua
AB va CD. Dé thdy IK la doan vubng
g6c chung cta AB va CD nén né chinh
la khoang cach giita AB va CD.

Tam g.iéc BKI vuong tai I. Ta cé :

' 2 2 2
IK? = BK? - B =[a\2/§] _(Ej =2 Hinh 3.79

2

7
2

Vay IK =

3.38. Goi / va K lan luot I trung diém cta AB va CD (h.3.80), ta c6 IK 1a doan
vudng goc chung cia AB va CD va do dai doan /K la khoang cédch cén tim :
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3.39. a) SG 1a truc dudng tron ngoai

2
1k% = Bk? - BI? = BK? —%

)
ma BK? = BC? -CK? =d? —‘77-

2 _p+d’

Vay IK? =4
Ay . 2

Do dé6 IK = %\/4412 ~(p*+¢%)

véi didu kien 4a® —(p® +4°) > 0.

ti€p tam gidc déu ABC nén
SG 1L (ABC) (h.3.81). Tacé

SG?* = SA% - AG?
Hz

_om2_|2
o ff

=44? -3a% = 2.

3a\/§
2

Vay khoang cach tir § t61 mat Hinh 3.81

phang (ABC) la do dai cua doan

SG=a.

b) Ta ¢6 CG L AB tai H. Vi GH la doan vuéng géc chung cia AB va SG, do dé
HG = % HC ma HC ‘= 3"2‘5 nén HG = 353

3.40. a) Goi [ 12 trung diém cua canh B'C". Theo gia thiét ta c6 Al L (A'B'C’) va

AA’T = 60°. Ta biét ring hai mat phang (ABC) va (A’B'C") song song véi nhau
nén khoang cach gilfa hai mat phang chinh la khoang cich A/ (h.3.82).

fi_afs

Do d6 Al = AA”sin60° = a ==
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. BC LAl
B'C’' 1 Al

} = B'C’ L (AIA)

= B'C' L AA’

Ma AA’// BB’ /| CC'nén B'C' L BB'.
Vay mat bén BCC'B’ la mét hinh
vudng vi né 1a hinh thoi ¢6 mot
gbc vuong.

Hinh 3.82

CAU HOI VA BAI TAP ON TAP CHUONG III

3.41. a) bing b) Pung ¢) Sai

d) Sai e) Sai f) Diing.
3.42. a) Sai b) Sai

c) bung d) Sai.

3.43. a) Ta c6 hai mat phang song song 1a :
(Ax, AD) // (By, BC).

Hai mat phing nay bi cit bdi mat
phang (/) nén ta suy ra cic giao tuyén
cia ching phai song song nghia la
A’'D’// B'C’ (h.3.83).

Tuong tr ta ching  minh duge
A'B’/I D'C’. Vay A’B'C’D’ 1a hinh binh
hanh. Cic hinh thang AA'C'C va
BB'D'D déu c6 OO’ la dudng trung
binh trong d6 O la tdm cha hinh
vuébng ABCD va O’ la tam cua hinh
binh hanh A'B'C'D’. Do d6 :

AA'+ CC'=BB' + DD’ =200".

b) Mudn hinh binh hanh A’B’C’D’ 14 hinh thoi ta can phai c6 A'C’ L B'D’. Ta
dd c6 AC L BD. Ngudi ta chimg minh dugc ring hinh chi€éu vuéng géc cha

Hinh 3.83
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mot géc vudng la mot géc vudng khi va chi khi géc vuong dem chi€u cé it
nhit mot canh song song véi mat phang chi€u hay nim trong mat chi€u. Vay
A’B’C’D’ 12 hinh thoi khi va chi khi A'C’ hoac B'D’ song song véi mat phang
(@) cho truée. Khi dé ta cé AA’= CC’ hoidc BB’ = DD".

c) Muén hinh binh hanh A’B’C’'D’ 12 hinh chit nhat ta can ¢6 A’B’ 1. B'C’, nghia
la A’B’ hodc B'C’ phai song song véi mat phang (). Khi dé ta cé AA’ = BB’ hoic
BB’ = CC’, nghia la hinh binh hanh A’B’C’D’ ¢6 hai dinh ké nhau cach déu mat
phang (a) cho trudc.

3.44. a) Goi H la trung diém cua doan
BC (h.3.84). Qua A v& AD song
song vGi BC va bang doan HC thi
géc giita BC va SA 1a géc SAD.
Theo dinh Ii ba duong vuéng géc,
tac6SD 1. DA vakhido:

Ta

Cosm_ﬂﬂ 2 ﬁ.

SA TaN2

 Vay géc gitta BC va SA duoc xdc Hinh 3.84

\/_

dinh sao. cho cos SAD =—

b) Vi BC // AD nén BC song song v6i mat phang (SAD). Do dé khoang cach
giita SA va BC chinh 1a khoang cdch tir dudng thiang BC dén mat phang (SAD).

Ta ké CK 1 SD. suy ra CK L (SAD), do d6 CK chinh la khoang cdch néi
trén. Xét tam gidc vuong SCD v6i dudng cao CK xuét phat tir dinh géc vuong C
ta ¢6 hé thuc :

1 1 1 1 I
= + = = +
Cck? -Sc? cD*  CK* (Tay [ 7a \/3}2
2

BC3  7a\3
(viCD:AHz——2£= "2 ).

4 344 1
Do d6 L 12+ 7 = > = 2-VayCK=ax/ﬁ
CK? 494% 3.49a° 3494° 2la
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0% Cha y. Neéu ké Ki j/ AD vake IJ // CK thi i/ {a doan vuong géc chung cla SA
va BC.

3.45. Gia st AB L CD ta phai chimg minh AC? + BD? = AD? + BC” (h.3.85).
That vay, ké BE 1L CD tai E, do AB LCD ta suy ra CD L (ABE) nén

CD 1 AE. Ap dung dinh 1i Py-ta-go cho c4c tam gi4c vuong AEC, BEC, AED
vaBED tacé:

ACZ = AE%2 + CE? A
BD? = BEZ + ED?
BC? = BEZ + EC?

. B D
AD? = AE? + ED?.
8
Tir d6 ta suy ra AC? + BD? = AD* + BC?. E
Nguoc lai néu wr dien ABCD c6 ¢
Hinh 3.85

AC? + BD? = AD? + BC? thi :
AC? - AD* = BC* - BD.

Néu AC? - AD? = BC? - BD? = k¥’ thi trong mat phing (ACD) diém A thuoc
dudng thang vuong géc véi CD tai diém H trén tia ID v6i I 12 trung diém

2
ctia CD sao cho IH? = k

2D
Tuong tu diém B thuoc dudng thang vuong géc véi CD ciing tai diém H néi
trén. Tir d6 suy ra CD vuéng géc v6i mat phang (ABH) hay CD 1 AB.

Néu AC? - AD? = BC? - BD? = —k? thita c6
AD? - AC?* = BD? - BC? = k% va dua vé trudng hop xét nhu trén.

1= Chi y. Tu két qua cuia bai todp trén ta suy ra :
T& dién ABCD cé cic cap canh d6i dién vuong géc véi nhau khi va chi khi
AB* +CD? = AC? + BD? = AD* + BC?.

178 12.BT HINAHOC11(C)-B


file:///~~~-f-_

3.46. a) Ta c6 AB’ // DC". Goi a la goc I c
gita AB’ va BC’, khi d6 a=DC'B ‘
(h.3.86). , A
Vi tam gidgc BC'D déu nén o = 60°. \
b) Goi B 1a géc giita AC” va CD". : \
ViCD’ LC'DvaCD’ LAD o
(do AD 1 (CDD'C"),
tasuyraCD’ L (ADC'B).

Hinh 3.86
Vay CD’ 1 AC’hay =90°.

15" Chii y. Ta c6 thé chimg minh £ =90° bang cich khdc nhu sau :

Goi I va K lan lugt 1a trung diém cha cdc canh BC va AD’. Ta c6
IK // CD’. D& dang ching minh dugc AIC’K la mot hinh binh hanh c6 bon
canh bang nhau va d6 1a mot hinh thoi. Vay AC” L IK hay AC’ L CD’ va

B =90°.
3.47. Theo gia thiét ta c6 M va N la hai
diém di dong 1an luot trén hai tia Ax

va By sao cho AM + BN = MN
(h.3.87). , P

a) Kéo dai MA mot doan AP = BN,
tacd MP =MN va OP = ON.

Do d6 AOMP = AOMN (c.c.c)
= OA=0Hnén OH =a.

« Tasuyra HM = AM va HN = BN.
b) Goi M’ la hinh chi€u vuong goc
cha diém M wén mat phang Hinh 3.87
(Bx',By)tacé:
HK /Il MM’ v6i K € NM".

KM _HM _AM _BM’

KN HN BN BN

Khi d6

Do d6 d6i véi tam gidc BNM’ dudng thing BK 13 phan gidc cha goc x By.
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¢) Goi (f) 1a mat phang (AB, BK). Vi HK // AB nén HK nim trong mat phang
(f) va do d6 H thudc mat phang (£). Trong mat phing () ta c6 OH = a. Vay
diém H luon luoén nam trén dudng tron ¢6 dinh, dudng kinh AB va nam trong
mat phang ¢6 dinh () = (AB, BK).

3.48. a) Hai tam giac vuéng SOB va AOB c6 canh OB chung va SB = AB = a nén
ching bang nhau. Do d6 SO = OA = OC suy ra tam gidc SAC vudng tai S
(h.3.88).

A)
1
1
1 -
T ’
IV S WA E '}
N | -
. A N
~ 17z -
N a
0¥
. N
e N
. N
- N
. N
. N
C a. B
Hinh 3.88

Mat khic viBD 1. ACvaBD 1 SOnénBD L (SAC) = BD 1L SC
b) Goi / 1 trung diém cuia doan SA!

ViBS=BA=anén Bl L SA

ViDS =DA =anén DI L SA. Tasuy ra BID 1a goc clia hai mat phéng (SAB)
va (SAD). Trong tam gidc vuong AOB ta ¢6 :

= VAB>-0B’ = ,/ - (v1 theo gia thiét OB = i)
OA\E _ /_,'\/g.ﬁ _ a'\/g_

2 3 2 3

Nhu vay ta suy ra : Ol = OB = OD do d6 tam giac BID vuong tai /, nghia lé‘
(SAB) L (SAD). Ching minh tuong tu ta c6 (SCB) L (SCD).

¢) Khoang cach gitra SA va BD chinh la d¢ dai doan vuong géc chung OI.

aV3

Tacé: 0= —-
3

ViSO =0OA nén Ol =
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CAU HOI TRAC NGHIEM

3.49. (O 3.50. (C) 3.51. (D) 3.52. (A)

3.53.(D) 3.54. (D) 3.55.(O) 3.56. (O

3.57. (A) 1a ménh dé ding con (B), (C), (D) 1a ménh dé sai.

3.58. Ménh dé ding : (B); (C); (D). Ménh dé sai : (A)

3.59. Ménh dé ding : (A). Ménh dé sai : (B), (C), (D).

3.60. (B) 3.61. (D) ‘ 3.62. (B) 3.63. (D)
3.64. (B) 3.65. (A) 3.66. (B) 3.67.(B)
3.68. (D) 3.69. (B).

BAI TAP ON CUOI NAM

I. DE BAI

1.

Cho hai diém phan biét A, B va duong thang d song song v&i doan thang AB.
Piém C chay trén duong thang d. Tim tap hop cac trong tam cla tam gidc ABC.

Trong mat phing Oxy cho dudng thang d c6 phuong trinh x + 2y — 4 = 0.
Viét phuong trinh ciia duong thang d’ 1a 4nh cta d qua phép dong dang c6
duoc bing cach thuc hién lién ti€p phép vi tu tam O, ti s6 —2 va phép doi
xing qua truc Oy.

Tt dién OABC ¢6 cac canh‘OA OB, OC vuodng géc véi nhau timg doi mot
vacé OA=a,OB=h,0C =c. Goi «, B, y lan luot 1a géc hop b(n céc mat

phéing (OBC), (OCA), (OAB) v6i mat phéang (ABC).
Chitng minh rang cos? @+ cos’ ,6’+cos y=1.

Hinh chép S.ABCD c6 day la hinh thang vuong ABCD vuéng tai A va B.
Hinh thang c6 canh AD = 2a, AB = BC = a va hinh chép ¢6 canh SA vudng
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géc v6i mat phang (ABCD). Goi C’ va D’ 14n luot 12 hinh chiéu vuong géc

cua dinh A trén SC va SD.

a) Chiing minh SBC = SCD = 90°.

b) Ching minh ba dudng thang AD’, AC’, AB ciing nim trong mot mat
phang. Tir d6 ching minh rang C'D’ di qua mot diém c¢6 dinh khi dinh §
di dong trén dudng thiang vudng géc v6i mat phing (ABCD) tai A 1a Ax.

¢) Xac dinh va tinh do dai doan vuong géc chung ctia AB va SC khi AS = av2.

Hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong ABCD canh a va ¢6 mat bén SAD

13 tam gidc déu nam trong mat phang vuéng géc véi mat phang (ABCD). Goi

I 12 trung diém ctia AD, M 14 trung diém cha AB, F 1a trung diém ctia SB va

K 1a giao diém ctia Bl va CM.

a) Ching minh ring mat phang (CMF) vuoéng géc v6i mat phang (S/B)

b) Tinh BK va KF va suy ra tam gidc BKF can tai dinh K. '

¢) Dung va tinh'd6 dai doan vuéng géc chung ctia AB va SD.

d) Tinh khoéng céch giita hai dudng thing CM va SA.

Hinh chép S.ABCD c6 ddy la hinh vuong ABCD canh a, canh SA = a va

vuong goéc véi mat phing (ABCD).

a) Chimg minh cidc mat bén cua hinh chép 1a nhimmg tam gidc vuong.

b) Mat phing (&) qua A va vuong géc véi SC 14n luot cat SB, SC, SD tai B',
C', D". Ching minh B'D' song song véi BD va AB’ vuong goc véi SB.

¢) M 1a mot diém di d(}ng‘trén doan BC, goi K 1a hinh chi€u cta S trén DM.

Tim tap hop cic diém K khi M di dong.
d) Bat BM = x. Tinh do dai doan SK theo a va x. Tinh gi4 tri nho nhat cua
doan SK. _
Hinh chép S.ABCD c6 day 1a hinh thoi ABCD tam 0‘canh a, gbc BAD = 60°.
Pudng thang SO vuong géc véi mat phing (ABCD) va doan SO = %Ta. Goi E
12 trung diém ctia BC, F 12 trung diém ctia BE.
a) Chimg minh mét phing (SOF) vudng géc v6i mat phing (SBC).
b) Tinh cédc khoang céch tir O va A dén mat phang (SBC).

¢) Goi (o) 1a niat phing qua AD va vuong géc v6i mat phing (SBC). Xéc
dinh thiét dién ctia hinh chép véi (). Tinh dién tich thiét dién nay.
d) Tinh goc gitra (&) va (ABCD).



10.

11.

Cho tam gidc déu SAS va hinn vueoig ABCD canh ¢ ndm trong hai mat

phéng vuéng géc véi nhau. Goi H, K 1an lugt 1a trung diém cta AB, CD va

E, F 1an luot 1a trung diém cta SA, SB.

a) Tinh khoang cach tir A dén mat phang (SCD) va tang clia géc giita hai mat
phing (SAB) va (SCD). |

b) Goi G 1a giao diém ctia CE va DF. Chimg minh CE vuéng géc véi SA va
DF vuong géc v6i SB. Tinh tang cha géc gilta hai mat phang (GEF) va
(SAB). Hai mat phang nay c6 vuong géc v6i nhau khong ?

¢) Chimg minh G la trong tam cua tam gidc SHK. Tinh khoang cach tir G dén
mat phang (SCD).

d) Goi M 1a diém di dong trén doan SA. Tim tap hop nhimg diém 1a hinh
chi€u ca S trén mat phang (CDM).

Hinh chép S.ABCD ¢6 ddy 1a hinh vuong ABCD canh a, cdc canh bén déu

bang a/3.

a) Tinh khoang cach tir S d&n mat phang (ABCD).

b) Goi () 1a mat phiang qua A va vuéng géc v6i SC. Hay xdc dinh thiét dién
cua hinh chép véi ().

¢) Tinh dién tich cua thiét dién néi trén.

d) Goi ¢l géc giita AB va (). Tinh sing.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a.
a) Chimg minh BC' vuéng géc véi mat phang (A'B'CD)
b) Xdc dinh va tinh do dai doan vuéng géc chung ctia AB'va BC".

Cho hinh vuéng ABCD tam O, canh a. Trén hai tia Bx va Dy vudng géc véi
mat phing (ABCD) va cing ndm vé mot phia cla mat phang (ABCD) lan

a2

lugt 14y hai diém M va N- sao cho : BM.DN = 5
Dat BOM =, DON = 3.

a) Chitng minh tan «.tan 8= 1. K€t luan dugc gi ve hai géc ava §?
b) Chitng minh mat phéng (ACM) vudng géc véi mat phang (CAN).

¢) Goi H 1a hinh chiéu cua O trén MN. Tinh OH. Tir d6 chimg minh ring AH
vuong géc v6i HC va mat phing (AMN) vuong géc véi mat phang (CMN).
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12.

Cho hinh lap phuong ABCD A'B'C'D’
trung diém cha AD, AB va CC",

a) Dung thiét dién cua hinh lap phuong véi mat phang (EFM).

b) Tinh cosg véi ¢1a géc gilta hai mat phing (ABCD) va (EFM).
c¢) Tinh dién tich cua thiét dién dung dugc & cau a).

0 canh ia-a. Goi E, F va M lan lugt la

II. HUGNG DAN GIAI VA PAP SO

1.

184

Goi / 1a trung diém cha AB, khi d6 C d
I ¢ dinh va trong tam G cla tam
giac ABC thuoc trung tuyén CI sao

cho Ezéﬁ. Do d6 c6 thé xem

G la anh cta C qua phép vi tu tam / ' G\ \

I ti s6 %(h.3.89). A / 5

Hinh 3.89
Qua phép vi tu tam O ti s6 -2 duong
thang d bién thanh dudng thang d,
c6 phuong trinh x + 2y + 4 = 0. Qua
phép d6i xiing qua truc Oy dudng
thing d, bién thanh dudng thang d’

¢6 phuong trinh x — 2y — 4 = 0. b6

la phuong trinh can tim.

Hudng dan :

Goi H la hinh chiéu vuong géc cla
dinh O xuéng mat phang (ABC)
(h.3.90). Ta ching minh dugc H la
truc tdm cua tam gidc ABC, nghia
la ching minh AH 1 BC tai A,
BH L CAtaiB'vaCH L ABtaiC".

Tirdé suyra @ = 0A’A
= cosq =cosOA’A =sinOAA’
| _on_on
OA a

Hinh 3.90



Xét tam gidc vuong AGA ta co ;.
1 1 l 1 1

=t =t (M
OH?> 04% 04 &% o4
Xét tam gidc vuong BOC ta c6 '
I ] TR B
= + =—+— 2)
0A? - 0B? oc? p? 2

Tu(l)va(R)tacod:

OH?* a* b* 2 @ 2

1.

Vay cos’ & +cos? ,B+cos2 y =1

4. Hubng ddn :

X

Hinh 3.91 _ -Hinh 3.92
a) Ap dung dinh i ba dudng vuong géc ta chimg minh duge SB L BC va
SC L CD. '
b) Hay ching minh AD’, AC’, AB déu vuong géc vé6i SD, tir d6 suy ra AD’,
AC’, AB cing nim trong mat phang (&) di qua diém A va vuong goc véi
SD. Do d6 C’'D’ di qua mot diém ¢d dinh 12 giao diém / cia AB va CD khi
diém S di dong trén dudng thang Ax (h.3.91).

¢) Goi K 12 trung diém cta canh AD (h.3.92). Ta ¢6 AB // (SCK).

13.BT.HINHHOC11(C)-A v 185
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Dung AH L SK, HE || KC, EF || HA.
Ta dugc EF la doan vuong g(’)c chung cua AB va SC.

AS.AK _av2.a _aVe

Tacé EF = AH va AH.SK = AS.AK. Suy ra AH = = = .
- o SK a3 3

(SK? = SA® + AK? =24° +a* =34°).

Huong dan :

a) Ching minh CM L Bl (h.3.93) vac6 CM L SI, tasuyraCM L (SIB).
Mat phang (CMF) chita dudng thang CM nén (CMF) L (SIB).

b) Xét tam gidc vuong BCM ta c6 :

BM.BC
CM

BK.CM =BM.BC = BK =

a
_-a
Dod6BK =2 =2 a5 |

a5 :—\/?: 5
2

Xét tam giac vuong SIB, ta cé :

2 2
B2 =sp% +1B% =39, 297 _
T 4 4

Do d6 SB = av2 va BF = %=¥

2a2.

Xét tam gidc BKF, tacé :

FK? = BF? + BK? —2BF.BK .cosB véi cosB = % =2

a5

2 2 —
FK2=24_,2 _,4 2.“‘/3. 2

2 5 T2 5 |af2

13 BT.HINHHOC11(C)-B



v

Vay tam gidc BKF ¢6 3K = K, nén tam giac BLI° 1a tam gidc can tai K.

¢) Mat phang (SCD) chia CD, trong d6 CD // AB, do d6 (SCD) L (SDA) vi
CD L (SAD). ' :

Trong tam gidc SAD ta v€ AE L SD thi doan vudng géc chung cua SD va AB

1a AE. Ta c¢6 AE 1a dudng cao cua tam giac déu SAD nén AE = %-
d) Mat phang (CMF) chita CM va song song vé6i SA vi MF // SA.

Do d6 khoang céch gilia hai dudng thang chéo nhau SA va CM bing khoang
cdch gitta SA va mat phing song song véi SA déng thdi chita CM. Ta c6

d(SA, CM) = d(SA, (CMF))

Theo cau a) ta cé (CMF) L (SIB) véi giao tuyén la FK.

Trong mat phang (SIB) dung SH 1 FK thi SH 1 (CMF).

Do d6 SH = d (SA, CM) nghia 1a SH 1a khoang cich gitta SA va CM.

Ta c6 SH = SF.sin SFH = SF.sinKFB = SF.sinSBI = SF-%
a3
_a«./fi 2 _a\/g.
2 a2 4

a) Ap dung tinh chat vuong géc clia SA v6i miat phing (ABCD) va dinh 1i ba
dudng vudng goc, ta chimg minh dugc c4¢ mat bén cta hinh chép 1a nhimg
tam gidc vuong. '

b) Dé chimg minh : BD 1 (SAC), do dé BD 1 SC.

Mt khac vi (@) L SC nén BD' L SC.

Nhu vay ta ¢ hai duong thang BD va B'D’ phan biét ndm trong mat phang
(SBD) va cung vuoéng géc véi SC. Nhung vi SC khong vudng géc voi mat
phang (SBD) nén hinh chi€u cta SC trén mat phing (SBD) s& vuong géc véi
BD vaB'D'. Suy ra BD // BD'.

Tacé : BC L (SAB) = BC 1 AB’
SC 1 () = SC 1L AB".
Vay AB' 1 (SBC) = AB' 1 SB (h.3.94).
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Hinh 3.94 ' ‘ Hinh 3.95

¢) Phan thudn : Vi SK L MD, ap dung dinh 1i ba duong vudéng goc, ta c6 :
AK L DM hay AKD = 90°.
Vay K nam trén duofng tron dudng kinh AD trong mat phing (ABCD)

- Goi O 1a tam hinh vuong ABCD. Vi DM ludn luon nam trong géc BDC nén
K ndm trén cung OD (h.3.95).

Phén ddo : Ldy diém K bt ki trén cung OD, DK cit BC tai M. Ta phi
ching minh SK L DM. That vay, diéu d6 hién nhién vi AK L DM.

Vay tap hop céc diém K khi M di dong trén doan BC 1a cung OD .
d) ViBM =x,nén CM = a — x, vay :

DM = \a* +(a-x)? =Vx® —2ax +24%
. P
Tam gidc AMD c6 dién tich bang ~ nén :
a2 _ a2
bm \/x2 —2ax+2a*

Tac6: SK* =SA®+AK?>
a* 3 az()c2 —2ax+3a2)

AK =

CSKZ=d%+

X% - 2ax+2a* X ~2ax+ 24>
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2 2
SK = a /"2—2‘“&2__
. x“=2ax+2a

SK nho nhét khi va chi khi AK nho nhat, tdc 1a khi va chi khi K frimg 0,
hay x = 0.

o 3 a6
Khi do6 SKminza\/;= 5 .

Khoang céch tir diém M dén mat phang () dugce ki hiéu la d(M, (@)).

a) Vi BCD la tam gidc déu nén DE | BC va do d6 OF 1 -BC, ngoai ra SO L BC
nén BC 1 (SOF).

b) Trong mat phang (SOF) ding OH 1 SF thi OH L (SBC). Trong tam giac
vudng SOF, tacé: '

I _ L 1 _16 16 _64 _ 3a_
OH* OF? 05* 3d® 94* 94°

Vay d(0, (SBC)) = %a

Goi I = FO n AD. Trong mat phang (SIF) dung : IK L SF.
Vi AD // (SBC) néntacé:

d(A, (SBC)) = d(l, (SBC)) = IK = 20H = %fi-
¢) Ta ¢6 IK L (SBC) nén () 12 mat phang (ADK). Giao tuyé’h cua (@) véi
(SBC) 1a MN // BC. Ta dugc thiét dién la hinh thang ADNM (h.3.96). Muén

. . . SK ) . . .
tinh MN ta can tinh 1 so < Xét tam gidc vudng SOF ta tinh duoc

av3

SF = a23 va xét tam gidc vuong SKT ta tinh duge SK = a

Do dé S—Kzl Ta suy ra MN = a.
SF 2 2

s M, .a)3a_9a
ADMN — 9 2) 4 16
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Hinh 3.96

d) Goi ¢la géc giita (@) va (ABCD).
3a

—— 3
Tacé o= KIF vécosqo—%— f/EZZ -
a
2

2 N3
2

Vay p= 30°

Ta ki hiéu khoang cdch nhu trong bai 7.
a) Vi AH // (SDC) nén d(A, (SDC)) = d(H, (SDC)) Xét tam gidc vuong SHK

a7

ta tinh duoc : SK = T

Trong (SHK) dung HH' L SK thi HH' L (SCD) nén HH'= d(H, (SDC)).
av3
HSHK 5 ' a3 _af21
SK a1 1T

3

Tacé: HH'=

Géc giira hai mat phéng (SAB) va (SCD) 1a géc HSK (h.3.97)
—— HK__a _2 23

"SH o3 B 3




Hinh 3.97

b) Tacé CS= VSK? +KC? =2a* = CS= a2
Do d6 CA = CS = a~2. Vi E 1a trung diém SA nén CE L SA.
Tuong tutacé : DF L SB.

Goi I 1a giao diém cta EF va SH Ta c6 HIK 1 goc gilta hai mat. phéng
(GEF) va (SAB). Ta hay xét tan HIK :

ﬂ _a _ 4 4\/5 .
“afB 33
4
Vay hai mat phang (SAB) va (GEF) khong vuéng géc véi nhau.

tan HIK =

| ¢) Ta c¢6 KI 1a trung tuyén cua tam gidc SHK va KI qua G.

Mat khéc % _ED 2 = G la trong tdm cua tam gidc SHK.
Gl EF _

, . . GL N
Do d6 HG di qua trung diém L cua SK va %I: = % ma d(H, (SCD)) =

a3l
21

a3l
7

Vay d(G, (SCD)) = —;—d(H, (SCD)) =

d) CD L (SHK) = (CDM) L (SHK). Dung MN J/ CD, N € SH, ta dugc
- (CDM) ~ (SHK) = KN.
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Dung SP L KN thi $P 1 (CDM), do
d6é P la hinh chiéu cta § trén mat
phang (CDM). S

Ta c¢6 : SPK = lv. Do d6 P thudc
dudng tron duong kinh SK trong mat
phang (SHK).

Mat khéc ta chd § ring vi M di dong H\/’(

trén doan SA nén N di dong trén _
doan SH. Hinh 3.98

Ta suy ra diém P chay trén cung SH.
Chimng minh xong phan dao ta s€ tim
duoc tap hop cac diém P l1a cung SH
(h.3.98).

9. a) Goi O la tam cua hinh vuéng ABCD
thi SO la khoang cich tr S dén
(ABCD) (h.3.99).

Taco: SO* =SC* -0C?

9%

b) Vi BD L (SAC) nén BD 1 SC.
Trong (SAC) dung AC” L SC. AC’ cit

SO tai H va cat SC tai C’. Trong A a
(SBD), dudng thdng qua H va song Hinh 3.99
song v6i BD cat SB va SD lan luot tai

B'vaD’.

Tacé : B'D’ L SC. Vay SC L mp (AB'C'D’) va () 1a mat phang (AB'C'D").
Thiét dién cén tim 1a ti gidgc AB'C'D". ’

¢)BD 1L (SAC)=BD 1 AC'= B'D’' 1 AC".

Z . 1 ' DRy
) DOdO. SABIC’DI:EACBD

192



a10
Ta cd , _SO.AC 5 a2 a5 aJ1s
acod: AC = = = = .
SC a3 NE) 3
2 2
o 50> 4 :
SC? =SA2-AC? =342 - 22 e 24
3 3 NE)
Tur hai tam gidc vuong dong dang SOC va SC'H ta ¢6
2a
=2 a3
sc'sc a3 4a
SH = = = :
SO aJ10 V10
2
ViB'D'// BD nén ; ,
BD SH 4a 2 8 4 4
e . A N - ¥ ) Ly %
BD SO J10 aJ10 10 5 5

1 a\/g 4.(1\/5 B 2a2\/m_2a2\/%"

d) Goi @12 géc (AB, ().

Tacé: CC'=SC—SC'= a3 - 22 =43
33
Dung OK // CC'v6i K € AC”, thi OK L () va OK = % cC'= %.

Dung BF = OK thi BF 1 (@) va BF = %.

Ta c6 goc (AB,(a)) = BAF = ¢

a3
sinBAF;ﬁz 6 =_':>Sin¢=_3.
- BA a6 6

&

a) Ta ¢6 : B'C L BC' (dudng chéo hinh vuong). Vi ABCD.A'B'C'D’ 1a hinh
lap phuong nén : AB* L (BB'C'C) = A'B' L BC".
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11.
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Suyra:BC'L (AB'CD).

b) Mat phéang (AB'D’) chita AB’ va song song véi BC'. Ta hdy tim hinh chi€u
cha BC' trén mat phang (AB'D"). Goi E, F ldn luot 13 tam hinh vuong
ADD'A', BCC'B'. K& FH L' EB' (He EB"). Khi &6 FH nim trén mit phing
(A'B'CD) nén theo cau a) FH L BC'hay FH 1 AD'. Vay FH 1 (AB'D"). Do d6
hinh chi€u ctia BC' trén mp (AB'D") 1a dudng thang di qua H va song song
v6i BC'. Néu dudng théng d6 cit AB’ tai K, thi tir K vé dudng thang song
song véi HF, cat BC'tai L. Khi d6 KL 1a doan vuong géc chung can dung.

| 1 1
Tix cong thitc : y=——5t 5 ta tinh duoc
FH FE FB’
KL=FH = i (h.3.100).
D’ C
i B
\ ,’ ! H,’/
N I' ,/”IF 4
E\IXL\/_’_’E____‘ _:ﬁ:\_\\_\_‘ F
L
L e
A / B
Hinh 3.100
B
a) tana = M tanﬂ=21!
OB oD
OB = 0D = &.
. 2
a’ BM.DN _

Theo gia thi€t BM.DN = — néntacé: tanctan ff = =
A 2 0B.OD

Do d6 tana=cotf= a+ = 90°
b) RG rang rang AC L (Bx, Dy) nén OM 1 AC vaON L AC (h.3.101).



N H
M
oh N\ __ /] c
)
0 «
A B
Hinh 3.101

Vay géc MON 1a géc giita hai mat phang (ACM) va (ACN).
Trong (Bx, Dy), tac6é : MON =180° —(a+ 8) =90°.

Do dé : (ACM) L (ACN).
OB oD

c) Ta cé : OM = ON = - V1.OH la dudng cao trong tam giac
cosax cos ] :
vuong MON nén :
1 1 1 cos’a+cos’ B 1
7S ot = 2 PO
OH® OM*~ ON - OB OB
Vay OH = OB.

Ta suy ra OH = OA = OC. Do d6 AHC =90°, hay AH 1 HC.

Vi MN L OH va MN 1 AC nén
MN 1 (AHC). Do d6 AHC la géc giira D c

hai mat phang (AMN) va (CMN). 0’
_ , ~ &
Tir d6 ta suy ra : (AMN) L (CMN). A —
12. 2) Goi O va O’ l4n luot la tam cla céc L
hinh vuong ABCD va A'B'C'D', IM cit Q *K )
00’ tai K (I 1a trung diém cta EF). /) ;{2:_;,%/: -l
Puong thing qua K song song véi BD E‘_:\Q_\S%
cat BB'va DD'tai P va Q. Thiét dién A= 7 7S
la ngil gidc EFPMQ (h.3.102). '
. Hinh 3.102
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b) Ta c6 ¢= MIC.

a
ong=CM__2__32
IC 322 3
4
-'cos.2 Q= 1 - L2
9
COS¢ = i = —3\/ﬁ .
Jinoo1l
¢) Goi S 1a dién tich thiét dien EFPMQ va §'1a dién tich hinh chiéu EFBCD

2
cha thiét dién xuéng mat phing (ABCD). Ta tinh dugc S’ = %-

s _7612'\/ﬁ_7\/ﬁ'a2

COS(ﬂ_ 8 3 24

Taco: S=
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§S. Phép quay

§7. Phép vi tu

C. Cau hoi va bai tap

MUC LUC

28

Trang
Chuong |
PHEP D01 HINH VA PHEP DONG DANG TRONG MAT PHANG
* §1. Phép bién hinh - §2. Phép tinh tién
A. Ciéc kién thic can nhé 5
B. Dang toan co ban 6
C. Cau hoi va bai tap 10
§3. Phép doi xitng truc
A. Céc kién thitc can nhé 11
B. Dang to4n co ban 12
C. Cau hoi va bai tap 16
§4. Phép doi xitng tam
A. Céc kién thitc can nhé 17
B. Dang toédn co ban 18
C. Cau hdi va bai tap 20
A. Cac kién thirc can nhé 21
B. Dang toédn co ban 22
C. Cau hdi va bai tap 24
§6. Khdi niém vé phép doi hinh va hai hinh bing nhau
A. Cic kién thiic can nhé 25
B. Dang todn co ban 26
C. Cau hoi va bai tap
A. Céc kién thic cin nhé 28
B. Dang toén co ban 30
33
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§8. Phép dong dang
A. Cic kién thirc can nhé
B. Dang to4n co ban
C. Cau hoi va bai tap
Cdu hdi va bai tdp on tdp chuong I
Huodmg dan gidi va ddp s6

Chuong Il

DUUNG THANG VA MAT PHANG TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE SONG SONG

§1. Pai cuong vé duong thazng-vd mdt phdng
A. Céc kién thic cin nhé
B. Dang todn co ban
C. Cau hoi va bai tap
§2. Hai duong thdng chéo nhau va hai duong thdng song song
A. Céc kién thidc can nhé
B. Dang todn co ban
C. Cau hoi va bai tap
§3. Puong thdng va mdt phdng song song
A. Céc kién thic can nhé
B. Dang toan co ban
C. Cau hoi va bai tap
§4. Hai mat phtfng song song
A. Cac kién thic can nhé
B. Dang to4n co ban
C. Cau hdi va bai tap
§5. Phép chiéu song song. Hinh bié¢u dién ciia mot hinh khong gian
A. Cac kién thic cian nhé
B. Dang toan co ban
C. Cau héi va bai tap
Cdu hoi va bai tdp on tdp chuong Il
- Hudng ddn gidi va ddp s6
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33
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36
37
43

56
57
60

61
62
64

65
66
68

69
71
73

75

. 76

71
78

82



Chuong ill

VECTC TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC TRONG KHONG GIAN

§1. Vecto trong khong gian

A. C4c kién thitc can nhg 110
B. Dang todn co ban 114

C. Cau hdi va bai tap 118

§2. Hai duong thang vuéng géc

A. Cac kién thitc cdn nhé - 120
B. Dang todn co ban , 121
C. Cau hoi va bai tap o 127

§3. Puong thing vﬁéng goc véi mdt phdng

A. Céc kién thic can nhé 128
B. Dang todn co ban ' 130
C. Cau hoi va bai tap 134
§4. Hai mat phazng v‘uéng goc
A.'Céc kién thitc can nhé 135
B. Dang to4n co ban 136
C. Cau hoi va bai tap 139
§5. Khodng cdch
A. Céc kién thic cdn nhé 141
B. Dang to4n co ban ' 142
C. Cau héi va bai tap ' 149
Céu hdi.va bai tdp on tdp chuong 111 150
Hudng ddn gidi va dap sé ' 156
Bai tdp on cudi ndm 181
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b o))
‘/ VUONG MIEN KIM CUONG
HUAN CHUONG HO CHI MINH CHAT LUONG QUOC TE
SACH BAI TAP LOP 11
1. BAI TAP DAI SO VA GIAI TICH 11 7. BAI TAP TIN HOC 11
2. BAI TAP HINH HOC 11 8. BAI TAP NGU VAN 11 (tap mot, tap hai)
3. BAI TAP VAT Li 11 9. BAI TAP LICH SU 11
4. BAI TAP HOA HOC 11 10. BAI TAP TIENG ANH 11
5. BAI TAP SINH HOC 11 11. BAI TAP TIENG PHAP 11
6. BAI TAP DIA Li 11 12. BAI TAP TIENG NGA 11

SACH BAI TAP LOP 11 - NANG CAO

« BAI TAP DAI SO VA GIAI TICH 11 « BAI TAP HOA HOC 11
« BAI TAP HINH HOC 11 « BAI TAP NGU VAN 11 (tap mot, tap hai)
o BAI TAP VAT Li 11 o BAI TAP TIENG ANH 11
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