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c¸c hμm sè l−îng gi¸c 

C¸c hµm sè l−îng gi¸c th−êng ®−îc dïng ®Ó m« t¶ nh÷ng hiÖn t−îng thay ®æi 

mét c¸ch tuÇn hoµn hay gÆp trong thùc tiÔn, khoa häc vµ kÜ thuËt. Trong bµi 

nµy, ta t×m hiÓu c¸c hµm sè l−îng gi¸c y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx. 

1.  C¸c hµm sè y = sinx vµ y = cosx 

H1  Trªn h×nh 1.1, h·y chØ ra c¸c ®o¹n th¼ng cã 

®é dμi ®¹i sè b»ng sin x , b»ng cos x . TÝnh sin
2


, 

cos
4

  
 

, cos 2 . 

a) §Þnh nghÜa 

Quy t¾c ®Æt t−¬ng øng mçi sè 

thùc x víi sin cña gãc l−îng 

gi¸c cã sè ®o ra®ian b»ng x 

®−îc gäi lµ hµm sè sin, kÝ hiÖu 

lµ siny x . 

Quy t¾c ®Æt t−¬ng øng mçi sè thùc x víi c«sin cña gãc l−îng 

gi¸c cã sè ®o ra®ian b»ng x ®−îc gäi lµ hµm sè c«sin, kÝ hiÖu lµ 
cos .y x  

TËp x¸c ®Þnh cña c¸c hµm sè siny x , cosy x  lµ . Do ®ã c¸c hµm sè sin 

vµ c«sin ®−îc viÕt lµ 

    sin :      cos :    

     x    sin x   x   cos x. 

NhËn xÐt 

Hµm sè y = sin x lµ mét hµm sè lÎ v× sin(x) = sin x  víi mäi x thuéc . 

H2  T¹i sao cã thÓ kh¼ng ®Þnh hμm sè y = cos x  lμ mét hμm sè ch½n ? 

b) TÝnh chÊt tuÇn hoµn cña c¸c hµm sè siny =  x  vµ cosy =  x  

Ta ®· biÕt, víi mçi sè nguyªn k, sè k2 tho¶ m·n 

   sin(x + k2) = sin x  víi mäi x. 

11§
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Ng−îc l¹i, cã thÓ chøng minh r»ng sè T sao cho 

   sin(x + T ) = sin x  víi mäi x 

ph¶i cã d¹ng T = k2, k lµ mét sè nguyªn. 

Râ rµng, trong c¸c sè d¹ng k2 (k  ), sè d−¬ng nhá nhÊt lµ 2. 

VËy ®èi víi hµm sè y = sin x , sè T = 2 lµ sè d−¬ng nhá nhÊt tho¶ m·n 

     sin ( ) sinx T x   víi mäi x. 

Hµm sè cosy x  còng cã tÝnh chÊt t−¬ng tù. 

Ta nãi hai hµm sè ®ã lµ nh÷ng hµm sè tuÇn hoµn víi chu k× 2. 

Tõ tÝnh chÊt tuÇn hoµn víi chu k× 2, ta thÊy khi biÕt gi¸ trÞ c¸c hµm sè 

y = sin x  vµ y = cos x  trªn mét ®o¹n cã ®é dµi 2 (ch¼ng h¹n ®o¹n [0 ; 2] hay 

®o¹n [ ; ]) th× ta tÝnh ®−îc gi¸ trÞ cña chóng t¹i mäi x. (Cø mçi khi biÕn sè 

®−îc céng thªm 2 th× gi¸ trÞ cña c¸c hµm sè ®ã l¹i trë vÒ nh− cò ; ®iÒu nµy 

gi¶i thÝch tõ "tuÇn hoµn"). 

c) Sù biÕn thiªn vµ ®å thÞ cña hµm sè y = sinx 

Do hµm sè y = sinx lµ hµm sè tuÇn hoµn víi chu k× 2 nªn ta chØ cÇn kh¶o s¸t 

hµm sè ®ã trªn mét ®o¹n cã ®é dµi 2, ch¼ng h¹n trªn ®o¹n [ ; ]. 

 ChiÒu biÕn thiªn (xem c¸c h×nh 1.2, 1.3, 1.4)  

Cho x = (OA, OM) t¨ng tõ  ®Õn , tøc lµ cho M ch¹y trªn ®−êng trßn l−îng 

gi¸c theo chiÒu d−¬ng mét vßng xuÊt ph¸t tõ A' vµ quan s¸t sù thay ®æi cña 

®iÓm K (K lµ h×nh chiÕu cña M trªn trôc sin, OK  = sinx), ta thÊy : 

 Khi x t¨ng tõ  ®Õn 
2


  th× ®iÓm M ch¹y trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c 

theo chiÒu d−¬ng tõ A' ®Õn B' vµ ®iÓm K ch¹y däc trôc sin tõ O ®Õn B'. Do ®ã 

,OK  tøc lµ sin x , gi¶m tõ 0 ®Õn 1 (h. 1.2).  
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 Khi x t¨ng tõ 
2


  ®Õn 

2


 th× ®iÓm M ch¹y trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c 

theo chiÒu d−¬ng tõ B' ®Õn B vµ ®iÓm K ch¹y däc trôc sin tõ B' ®Õn B. Do ®ã 

,OK  tøc lµ sin x, t¨ng tõ 1 ®Õn 1 (h. 1.3). 

 Khi x t¨ng tõ 
2


 ®Õn  th× ®iÓm M ch¹y 

trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c theo chiÒu 

d−¬ng tõ B ®Õn A' vµ ®iÓm K ch¹y däc trôc 

sin tõ B ®Õn O. Do ®ã ,OK  tøc lµ sin x, 

gi¶m tõ 1 ®Õn 0 (h. 1.4).  

VËy ta cã b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè 

y = sin x  trªn ®o¹n [ ; ] nh− sau : 

x  
2


  0 

2


  

y = sin x  0 


1 

0 

1 

0 

 §å thÞ 

 Khi vÏ ®å thÞ cña hµm sè y = sin x trªn ®o¹n [ ; ], ta nªn ®Ó ý r»ng : 

Hµm sè y = sin x  lµ mét hµm sè lÎ, do ®ã ®å thÞ cña nã nhËn gèc to¹ ®é 

lµm t©m ®èi xøng. V× vËy, ®Çu tiªn ta vÏ ®å thÞ cña hµm sè y = sin x trªn 

®o¹n [0 ; ]. 

Trªn ®o¹n [0 ; ], ®å thÞ cña hµm sè y = sin x  (h. 1.5) ®i qua c¸c ®iÓm cã to¹ 

®é (x ; y) trong b¶ng sau : 

x 0 
6


 

4


 

3


 

2


 

2

3


 

3

4


 

5

6


  

y = sin x  0 
1

2
 2

2
 

3

2
 1 3

2
 

2

2
 

1

2
 0 

   ( 0,71) ( 0,87)  ( 0,87) ( 0,71)   
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H×nh 1.5 

PhÇn ®å thÞ cña hµm sè y = sin x  trªn ®o¹n [0 ; ] cïng víi h×nh ®èi xøng cña 

nã qua gèc O lËp thµnh ®å thÞ cña hµm sè y = sin x  trªn ®o¹n [ ; ] (h.1.6). 

 TÞnh tiÕn phÇn ®å thÞ võa vÏ sang tr¸i, sang ph¶i nh÷ng ®o¹n cã ®é dµi 2, 

4, 6,... th× ®−îc toµn bé ®å thÞ hµm sè y = sin x. §å thÞ ®ã ®−îc gäi lµ mét 

®−êng h×nh sin (h. 1.6). 

 

 

 

 

 

H×nh 1.6 

NhËn xÐt 

1) Khi x thay ®æi, hµm sè y = sin x nhËn mäi gi¸ trÞ thuéc ®o¹n [1 ; 1]. Ta nãi 

tËp gi¸ trÞ cña hµm sè y = sin x lµ ®o¹n [1 ; 1]. 

2) Hµm sè y = sin x  ®ång biÕn trªn kho¶ng ; .
2 2

   
 

 Tõ ®ã, do tÝnh chÊt 

tuÇn hoµn víi chu k× 2, hµm sè y = sin x  ®ång biÕn trªn mçi kho¶ng 

2 ; 2 ,
2 2

k k
       

 
 k  . 

H3  Hái kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? V× sao ? 

Hμm sè y = sin x  nghÞch biÕn trªn kho¶ng 
3

;
2 2

  
 
 

 vμ nghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng 

3
2 ; 2 ,

2 2
k k

      
 

 k  . 

www.truongbachviet.com



 8 

d) Sù biÕn thiªn vµ ®å thÞ cña hµm sè y = cos x  

Ta cã thÓ tiÕn hµnh kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña hµm sè y = cos x  

t−¬ng tù nh− ®· lµm ®èi víi hµm sè y = sin x  trªn ®©y. Tuy nhiªn, ta nhËn thÊy 

cos x  = sin
2

x
  

 
 víi mäi x, nªn b»ng c¸ch tÞnh tiÕn ®å thÞ hµm sè y = sin x  

sang tr¸i mét ®o¹n cã ®é dµi 
2


, ta ®−îc ®å thÞ hµm sè y = cos x  (nã còng 

®−îc gäi lµ mét ®−êng h×nh sin) (h. 1.7). 

 

 

 

 

 
 

H×nh 1.7 

C¨n cø vµo ®å thÞ cña hµm sè y = cos x , ta lËp ®−îc b¶ng biÕn thiªn cña 

hµm sè ®ã trªn ®o¹n [ ; ] : 

x   0   

y = cos x  


1 
 

1 
 



1 

H4  H·y kiÓm nghiÖm l¹i b¶ng biÕn thiªn trªn b»ng c¸ch quan s¸t chuyÓn ®éng 

cña ®iÓm H trªn trôc c«sin, trong ®ã H lμ h×nh chiÕu cña ®iÓm M trªn trôc c«sin, khi 

®iÓm M ch¹y trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c theo chiÒu d−¬ng mét vßng xuÊt ph¸t tõ 

®iÓm A' (h. 1.8).   

NhËn xÐt 

1) Khi x thay ®æi, hµm sè y = cos x nhËn 

mäi gi¸ trÞ thuéc ®o¹n [1 ; 1]. Ta nãi tËp 

gi¸ trÞ cña hµm sè y = cos x lµ ®o¹n [1 ; 1]. 

2) Do hµm sè y = cos x lµ hµm sè ch½n nªn 

®å thÞ cña hµm sè y = cos x nhËn trôc tung 

lµm trôc ®èi xøng. 
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3) Hµm sè y = cosx ®ång biÕn trªn kho¶ng ( ; 0). Tõ ®ã do tÝnh chÊt 

tuÇn hoµn víi chu k× 2, hµm sè y = cosx ®ång biÕn trªn mçi kho¶ng 

( + k2;k2), k  . 

H5  Hái kh¼ng ®Þnh sau ®©y cã ®óng kh«ng ? V× sao ? 

Hμm sè y = cos x  nghÞch biÕn trªn kho¶ng (0 ; ) vμ nghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng 

(k2 ; k2), k  . 

Ghi nhí 

Hµm sè y = sin x  Hµm sè y = cos x  

 Cã tËp x¸c ®Þnh lµ  ; 

 Cã tËp gi¸ trÞ lµ [1 ; 1] ; 

 Lµ hµm sè lÎ ; 

 Lµ hµm sè tuÇn hoµn víi chu 

k× 2 ; 

 Cã tËp x¸c ®Þnh lµ  ; 

 Cã tËp gi¸ trÞ lµ [1 ; 1] ; 

 Lµ hµm sè ch½n ; 

 Lµ hµm sè tuÇn hoµn víi chu 

k× 2  ; 

 §ång biÕn trªn mçi kho¶ng 

2 ; 2
2 2

k k
       

 
  

vµ nghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng 

3
2 ; 2

2 2
k k

      
 

, k   ; 

 §ång biÕn trªn mçi kho¶ng 

(k2; k2)  

vµ nghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng  

(k2 ; k2), k   ; 

 

 Cã ®å thÞ lµ mét ®−êng h×nh sin.  Cã ®å thÞ lµ mét ®−êng h×nh sin. 

2.  C¸c hµm sè y = tan x vµ y = cot x  

a) §Þnh nghÜa  

 Víi mçi sè thùc x mµ cos x   0, tøc lµ x  
2


 + k (k  ), ta x¸c ®Þnh ®−îc 

sè thùc tan x  = 
sin

.
cos

x

x
 §Æt D1 =  \

2
k k

    
 

 .  

Quy t¾c ®Æt t−¬ng øng mçi sè x  D1 víi sè thùc 
sin

tan
cos

x
x

x
  

®−îc gäi lµ hµm sè tang, kÝ hiÖu lµ tan .y x  

www.truongbachviet.com
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VËy hµm sè tany x  cã tËp x¸c ®Þnh 

D1 ; ta viÕt  

tan : D1  

   x    tan x. 

 Víi mçi sè thùc x mµ sin x   0, tøc lµ 

x  k (k  ), ta x¸c ®Þnh ®−îc sè thùc 

cot x  = 
cos

.
sin

x

x
 §Æt D2 =  \   k k  . 

Quy t¾c ®Æt t−¬ng øng mçi sè x  D2 víi sè thùc 
cos

cot
sin

x
x

x
  

®−îc gäi lµ hµm sè c«tang, kÝ hiÖu lµ cot .y x  

VËy hµm sè coty x  cã tËp x¸c ®Þnh lµ D2 ; ta viÕt  

  cot : D2   

          x   cot x . 

Trªn h×nh 1.9 ta cã (OA, OM) = x, tan x  = AT , cot x  = .BS  

NhËn xÐt 

1) Hµm sè y = tan x  lµ mét hµm sè lÎ v× nÕu x  D1 th× x  D1 vµ 

tan(x) = tan x . 

2) Hµm sè y = cot x  còng lµ mét hµm sè lÎ v× nÕu x  D2 th× x  D2 vµ 

cot(x) = cot x . 

b) TÝnh chÊt tuÇn hoµn 

Cã thÓ chøng minh r»ng T =  lµ sè d−¬ng nhá nhÊt tho¶ m·n 

    tan(x + T ) = tan x  víi mäi x  D1, 

vµ T =  còng lµ sè d−¬ng nhá nhÊt tho¶ m·n 

    cot(x + T ) = cot x  víi mäi x  D2. 

Ta nãi c¸c hµm sè y = tan x  vµ y = cot x  lµ nh÷ng hµm sè tuÇn hoµn víi chu k× . 
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c) Sù biÕn thiªn vµ ®å thÞ cña hµm sè y = tan x  

Do tÝnh chÊt tuÇn hoµn víi chu k×  cña hµm sè y = tan x , ta chØ cÇn kh¶o s¸t 

sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña nã trªn kho¶ng ;
2 2

   
 

  D1, råi tÞnh tiÕn 

phÇn ®å thÞ võa vÏ sang tr¸i, sang ph¶i c¸c ®o¹n cã ®é dµi , 2, 3,... th× 

®−îc toµn bé ®å thÞ cña hµm sè y = tan x . 

 ChiÒu biÕn thiªn (h. 1.10) :  

Khi cho x = (OA, OM) t¨ng tõ 
2


  ®Õn 

2


 

(kh«ng kÓ 
2


  vµ 

2


) th× ®iÓm M ch¹y trªn 

®−êng trßn l−îng gi¸c theo chiÒu d−¬ng 

tõ B' ®Õn B (kh«ng kÓ B' vµ B). Khi ®ã 

®iÓm T thuéc trôc tang At sao cho  

AT  = tan x  ch¹y däc theo At suèt tõ d−íi 

lªn trªn, nªn tan x  t¨ng tõ  ®Õn + (qua 

gi¸ trÞ 0 khi x = 0). 

H6  T¹i sao cã thÓ kh¼ng ®Þnh hμm sè y = tan x  ®ång biÕn trªn mçi kho¶ng 

;
2 2

k k
       

 
, k   ? 

 §å thÞ : §å thÞ cña hµm sè y = tan x  cã d¹ng nh− ë h×nh 1.11. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1.11 
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NhËn xÐt 

1) Khi x thay ®æi, hµm sè y = tan x  nhËn mäi gi¸ trÞ thùc. Ta nãi tËp gi¸ trÞ 

cña hµm sè tany x  lµ . 

2) V× hµm sè y = tan x  lµ hµm sè lÎ nªn ®å thÞ cña nã nhËn gèc to¹ ®é lµm t©m 

®èi xøng. 

3) Hµm sè y = tan x  kh«ng x¸c ®Þnh t¹i 
2

x k


    (k  ). Víi mçi k  , 

®−êng th¼ng vu«ng gãc víi trôc hoµnh, ®i qua ®iÓm ; 0
2

k
   

 
 gäi lµ mét 

®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ hµm sè tany x . (Tõ "tiÖm cËn" cã nghÜa lµ ngµy 

cµng gÇn. Ch¼ng h¹n nãi ®−êng th¼ng 
2

x


  lµ mét ®−êng tiÖm cËn cña ®å thÞ 

hµm sè tany x  nh»m diÔn t¶ tÝnh chÊt : ®iÓm M trªn ®å thÞ cã hoµnh ®é cµng 

gÇn 
2


 th× M cµng gÇn ®−êng th¼ng 

2
x


 ). 

d) Sù biÕn thiªn vµ ®å thÞ cña hµm sè y = cot x  

Hµm sè y = cot x  x¸c ®Þnh trªn D2 =  \ {k  k  } lµ mét hµm sè tuÇn hoµn 

víi chu k× . Ta cã thÓ kh¶o s¸t sù biÕn thiªn vµ vÏ ®å thÞ cña nã t−¬ng tù nh− 

®· lµm ®èi víi hµm sè y = tan x.  

§å thÞ cña hµm sè y = cot x  cã d¹ng nh− h×nh 1.12. Nã nhËn mçi ®−êng th¼ng 

vu«ng gãc víi trôc hoµnh, ®i qua ®iÓm (k ; 0), k  lµm mét ®−êng tiÖm cËn. 
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Ghi nhí 

Hµm sè y = tan x  Hµm sè y = cot x  

- Cã tËp x¸c ®Þnh lµ  

D1 =  \  2
k k


     ; 

- Cã tËp gi¸ trÞ lµ  ; 

- Lµ hµm sè lÎ ; 

- Lµ hµm sè tuÇn hoµn víi chu k×  ; 

- Cã tËp x¸c ®Þnh lµ  

D2 =  \ {k  k  } ; 

- Cã tËp gi¸ trÞ lµ  ; 

- Lµ hµm sè lÎ ; 

- Lµ hµm sè tuÇn hoµn víi chu k×  ; 

- §ång biÕn trªn mçi kho¶ng 

;
2 2

k k
       

 
, k  ;� 

- NghÞch biÕn trªn mçi kho¶ng 

(k ; + k), k   ; 

- Cã ®å thÞ nhËn mçi ®−êng 

th¼ng x = 
2

k

   (k  ) lµm 

mét ®−êng tiÖm cËn. 

- Cã ®å thÞ nhËn mçi ®−êng 

th¼ng x = k (k  ) lµm mét 

®−êng tiÖm cËn. 

3. VÒ kh¸i niÖm hµm sè tuÇn hoµn 

C¸c hµm sè y = sin x , y = cos x  lµ nh÷ng hµm sè tuÇn hoµn víi chu k× 2 ; c¸c 

hµm sè y = tan x , y = cot x  lµ nh÷ng hµm sè tuÇn hoµn víi chu k× . 

Mét c¸ch tæng qu¸t : 

Hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn tËp hîp D ®−îc gäi lµ hµm sè 

tuÇn hoµn nÕu cã sè T  0 sao cho víi mäi x  D ta cã 

  x + T  D, x  T  D vµ f(x + T) = f(x). 

NÕu cã sè T d−¬ng nhá nhÊt tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn trªn th× hµm 

sè ®ã ®−îc gäi lµ mét hµm sè tuÇn hoµn víi chu k× T. 

VÝ dô. C¸c hµm sè y = 2sin 2x (®å 

thÞ ë h×nh 1.13), hµm sè y = sin
2

x
 

(®å thÞ ë h×nh 1.14), vµ hµm sè cã 

®å thÞ ë h×nh 1.15 lµ nh÷ng hµm sè 

tuÇn hoµn. 
H×nh 1.13 
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   H×nh 1.14          H×nh 1.15 

C©u hái vμ bμi tËp 

1. T×m tËp x¸c ®Þnh cña mçi hµm sè sau : 

a) y = 3 sin x  ;    b) y = 
1 cos

sin

x

x


 ; 

c) y = 
1 sin

1 cos

x

x




 ;   d) y = tan 2
3

x
  

 
. 

2. XÐt tÝnh ch½n - lÎ cña mçi hµm sè sau : 

a) y = 2sin x  ;    b) y = 3sin x   2 ; 

c) y = sin x   cos x  ;   d) y = sin x cos
2
x + tan x . 

3. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña mçi hµm sè sau : 

a) y = 2cos
3

x
  

 
 + 3 ;  b) y = 21 sin( ) 1x   ; 

c) y = 4sin .x  

4. Cho c¸c hµm sè f(x) = sin x , g(x) = cos x , h(x) = tan x  vµ c¸c kho¶ng 

J1 = ;
2

  
 

, J2 = ;
4 4

   
 

, J3 = 
31 33

;
4 4

  
 
 

, J4 = 
452 601

;
3 4

    
 

. 

Hái hµm sè nµo trong ba hµm sè ®ã ®ång biÕn trªn kho¶ng J1 ? Trªn kho¶ng J2 ? 

Trªn kho¶ng J3 ? Trªn kho¶ng J4 ? (Tr¶ lêi b»ng c¸ch lËp b¶ng). 

5. Trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau, kh¼ng ®Þnh nµo ®óng ? Kh¼ng ®Þnh nµo sai ? Gi¶i 

thÝch v× sao. 

a) Trªn mçi kho¶ng mµ hµm sè y = sin x  ®ång biÕn th× hµm sè y = cos x  

nghÞch biÕn. 
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b) Trªn mçi kho¶ng mµ hµm sè y = sin
2
x ®ång biÕn th× hµm sè y = cos

2
x 

nghÞch biÕn. 

6. Cho hµm sè y = f(x) = 2sin 2x. 

a) Chøng minh r»ng víi sè nguyªn k tuú ý, lu«n cã f(x + k) = f(x) víi mäi x. 

b) LËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè y = 2sin 2x trªn ®o¹n ;
2 2

    
. 

c) VÏ ®å thÞ cña hµm sè y = 2sin 2x. 
 
 

Dao ®éng ®iÒu hoµ 

NhiÒu hiÖn t−îng tù nhiªn thay ®æi cã tÝnh chÊt tuÇn hoµn (lÆp ®i lÆp l¹i sau kho¶ng 
thêi gian x¸c ®Þnh) nh− :  

 ChuyÓn ®éng cña c¸c hµnh tinh trong hÖ mÆt trêi, 

 ChuyÓn ®éng cña guång n−íc quay, 

 ChuyÓn ®éng cña qu¶ l¾c ®ång hå, 

Sù biÕn thiªn cña c−êng ®é dßng ®iÖn xoay chiÒu,... 

HiÖn t−îng tuÇn hoµn ®¬n gi¶n nhÊt lµ dao ®éng ®iÒu hoμ ®−îc m« t¶ bëi hµm sè 

     y = Asin(x + ) + B, 

trong ®ã A, B,  vµ  lµ nh÷ng h»ng sè ; A vµ  kh¸c 0. §ã lµ hµm sè tuÇn hoµn víi 

chu k× 
2




 ; A gäi lµ biªn ®é. §å thÞ cña nã lµ mét ®−êng h×nh sin cã ®−îc tõ ®å thÞ 

cña hµm sè y = Asinx b»ng c¸ch tÞnh tiÕn thÝch hîp (theo vect¬ i






 råi theo 

vect¬ Bj


, tøc lµ tÞnh tiÕn theo vect¬ 
 
i Bj




). 

VÝ dô. Mét guång n−íc cã b¸n kÝnh 2,5m, cã trôc quay ë c¸ch mÆt n−íc 2m, quay 

®Òu mçi phót mét vßng (h. 1.16). Gäi y (mÐt) lµ "kho¶ng c¸ch" tõ mÆt n−íc ®Õn mét 

chiÕc gÇu cña guång n−íc ë thêi ®iÓm x (phót) (quy −íc r»ng y > 0 khi gÇu ë bªn 
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trªn mÆt n−íc vµ y < 0 khi gÇu ë d−íi n−íc). BiÕt r»ng sau khi khëi ®éng 
1

2
 phót th× 

chiÕc gÇu ®ã ë ®Ønh cao nhÊt cña guång n−íc. Tõ c¸c ®iÒu ®ã ta suy ra 

    y = 2 + 2,5 sin
1

2
4

x
     

  
. 

§å thÞ cña hµm sè nµy cã d¹ng nh− ë h×nh 1.17. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

H×nh 1.16     H×nh 1.17 

LuyÖn tËp 

7. XÐt tÝnh ch½n - lÎ cña mçi hµm sè sau : 

a) y = cos
4

x
  

 
 ;  b) y = tanx ;  c) y = tan x  sin 2x. 

8. Cho c¸c hµm sè sau : 

a) y = sin
2
x ;   b) y = 3tan

2
x + 1 ; 

c) y = sin x cos x  ;  d) y = sin x cos x  + 
3

cos2
2

x . 

Chøng minh r»ng mçi hµm sè y = f(x) ®ã ®Òu cã tÝnh chÊt : 

f(x + k) = f(x) víi k  , x thuéc tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè f. 
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9. Cho hµm sè y = f(x) = Asin(x + ) (A,  vµ  lµ nh÷ng h»ng sè ; A vµ  

kh¸c 0). Chøng minh r»ng víi mçi sè nguyªn k, ta cã 
2

.f x k

  

 
 = f(x) 

víi mäi x. 

10. Chøng minh r»ng mäi giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng x¸c ®Þnh bëi ph−¬ng tr×nh 

y = 
3

x
 víi ®å thÞ cña hµm sè y = sin x  ®Òu c¸ch gèc to¹ ®é mét kho¶ng nhá 

h¬n 10 . 

11. Tõ ®å thÞ cña hµm sè y = sin x , h·y suy ra ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau vµ vÏ ®å 

thÞ cña c¸c hµm sè ®ã : 

a) y = sin x  ;  b) y = sin x  ;  c) y = sin .x  

12. a) Tõ ®å thÞ hµm sè y = cos x, h·y suy ra ®å thÞ cña c¸c hµm sè sau vµ vÏ 

®å thÞ cña c¸c hµm sè ®ã : 

  y = cos x  + 2 ;   y = cos
4

x
  

 
. 

b) Hái mçi hµm sè ®ã cã ph¶i lµ hµm sè tuÇn hoµn kh«ng ? 

13. XÐt hµm sè y = f(x) = cos
2


x
 

a) Chøng minh r»ng víi mçi sè nguyªn k, f(x + k4) = f(x) víi mäi x. 

b) LËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè y = cos
2

x
 trªn ®o¹n [2 ; 2]. 

c) VÏ ®å thÞ cña c¸c hµm sè y = cos x vµ y = cos
2

x
 trong cïng mét hÖ to¹ ®é 

vu«ng gãc Oxy. 

d) Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é Oxy, xÐt phÐp biÕn h×nh F biÕn mçi ®iÓm (x ; y) 

thµnh ®iÓm (x' ; y') sao cho x' = 2x vµ y' = y. Chøng minh r»ng F biÕn ®å thÞ 

cña hµm sè y = cos x  thµnh ®å thÞ cña hµm sè y = cos
2

x
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Joseph Fourier 
(1768 - 1830) 

Em
co á biïë t

 

¢m thanh 

¢m thanh ®−îc t¹o nªn bëi sù thay ®æi ¸p suÊt cña m«i tr−êng vËt chÊt (chÊt khÝ, 
chÊt láng, chÊt r¾n) mét c¸ch tuÇn hoµn theo thêi gian (dao ®éng tuÇn hoµn) vµ ®−îc 
lan truyÒn trong m«i tr−êng ®ã (sãng ©m thanh). 

NÕu dao ®éng tuÇn hoµn Êy cã chu k× T (®o b»ng ®¬n vÞ thêi gian lµ gi©y) th× 
1

T
 gäi 

lµ tÇn sè cña dao ®éng (tøc lµ sè chu k× trong mét gi©y) ; ®¬n vÞ cña tÇn sè lµ HÐc 
(Hertz) viÕt t¾t lµ Hz. ¢m thanh tai ng−êi nghe ®−îc lµ dao ®éng cã tÇn sè trong 
kho¶ng tõ 17-20 Hz ®Õn 20 000 Hz. Dao ®éng cã tÇn sè cao h¬n 20 000 Hz ®−îc gäi 
lµ siªu ©m. 

Trong ©m nh¹c (nghÖ thuËt phèi hîp c¸c ©m thanh) ng−êi ta th−êng dïng nh÷ng nèt 
nh¹c ®Ó ghi nh÷ng ©m cã tÇn sè x¸c ®Þnh. TÇn sè dao ®éng cµng lín th× ©m cµng 
cao. Khi t¨ng tÇn sè mét ©m lªn gÊp ®«i th× ta nãi cao ®é cña ©m ®ã ®−îc t¨ng thªm 
mét qu·ng t¸m. Ng−êi ta th−êng chia qu·ng t¸m ®ã thµnh 12 qu·ng b»ng nhau, mçi 
qu·ng gäi lµ mét b¸n cung ®Ó ®o chªnh lÖch cao ®é gi÷a c¸c ©m (xem S¸ch gi¸o 
khoa "¢m nh¹c vµ mÜ thuËt" líp 7). Víi hai ©m c¸ch nhau mét b¸n cung, tØ sè c¸c tÇn 

sè cña chóng b»ng 12 2  ; víi hai ©m c¸ch nhau mét cung (tøc lµ hai b¸n cung), tØ sè 

c¸c tÇn sè cña chóng b»ng 212 6( 2) 2 . ë khu«ng nh¹c d−íi ®©y cã ghi c¸c nèt 

nh¹c cña mét "©m giai" (qu·ng t¸m) cïng kho¶ng c¸ch cao ®é gi÷a hai ©m øng víi 
hai nèt kÒ nhau. ¢m la cña ©m giai ®ã cã tÇn sè 440 Hz (do ®ã, ch¼ng h¹n ©m si kÕ 

®ã cã tÇn sè 6440 2 Hz).  

 

 

 

 

Trong ©m nh¹c, ngoµi c¸c ©m riªng lÎ cßn cã hîp ©m 
(kÕt hîp c¸c ©m thanh). Nhµ to¸n häc Ph¸p Phu-ri-ª 
(Fourier) ®· chøng minh r»ng mét hµm sè tuÇn hoµn víi 
chu k× T cã thÓ ph©n tÝch thµnh "tæng" cña mét h»ng sè 
víi nh÷ng hµm sè tuÇn hoµn cã ®å thÞ lµ nh÷ng ®−êng 

h×nh sin víi chu k× 
T

n
 (n lµ sè nguyªn d−¬ng). §iÒu 

®ã gióp ta hiÓu s©u h¬n vÒ hîp ©m, hoµ ©m, ©m béi vµ 
©m s¾c. 
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H×nh 1.18 

 
Ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c c¬ b¶n 

Ta xÐt bµi to¸n sau : 

Mét vÖ tinh nh©n t¹o bay quanh Tr¸i 

§Êt theo mét quü ®¹o h×nh elip 

(h. 1.18). §é cao h (tÝnh b»ng kil«met) 

cña vÖ tinh so víi bÒ mÆt Tr¸i §Êt 

®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc 

 h = 550 + 450 cos
50

t


, 

trong ®ã t lµ thêi gian tÝnh b»ng phót kÓ tõ lóc vÖ tinh bay vµo quü ®¹o. Ng−êi 

ta cÇn thùc hiÖn mét thÝ nghiÖm khoa häc khi vÖ tinh c¸ch mÆt ®Êt 250km. 

H·y t×m c¸c thêi ®iÓm ®Ó cã thÓ thùc hiÖn thÝ nghiÖm ®ã. 

Bµi to¸n nµy dÉn ®Õn viÖc gi¶i  ph−¬ng tr×nh  

  550 + 450 cos
50

t


 = 250, hay cos
50

t


 = 
2

3
  

NÕu ®Æt x = 
50

t


 th× ph−¬ng tr×nh trªn cã d¹ng cos x  =  
2

3
  

Trªn thùc tÕ, cã nhiÒu bµi to¸n dÉn ®Õn viÖc gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh cã mét 

trong c¸c d¹ng  

   sin x  = m,  cos x  = m,  tan x  = m vµ  cot x  = m, 

trong ®ã x lµ Èn sè (x  ) vµ m lµ mét sè cho tr−íc.  

§ã lµ c¸c ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c c¬ b¶n.  

1.  Ph−¬ng tr×nh sinx = m      

a) §Ó lµm vÝ dô, ta xÐt mét ph−¬ng tr×nh cô thÓ, ch¼ng h¹n 

     
1

sin
2

x           (1)   

22§
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H×nh 1.19 

H1  T×m mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (1). 

§Ó t×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña (1), ta cã thÓ 

lµm nh− sau : 

XÐt ®−êng trßn l−îng gi¸c gèc A. Trªn trôc 

sin, ta lÊy ®iÓm K sao cho OK  =  
1

2
. §−êng 

th¼ng qua K vµ vu«ng gãc víi trôc sin c¾t 

®−êng trßn l−îng gi¸c t¹i hai ®iÓm M1 vµ M2 ; 

hai ®iÓm nµy ®èi xøng víi nhau qua  trôc sin 

(h. 1.19). Ta cã 

sin(OA, OM1) = sin(OA, OM2) = OK  = 
1

2
  

DÔ thÊy, sè ®o (ra®ian) cña c¸c gãc l−îng gi¸c (OA, OM1) vµ (OA, OM2) lµ tÊt c¶ 

c¸c nghiÖm cña (1). LÊy mét nghiÖm tuú ý cña (1), ch¼ng h¹n 
6

x


 . Khi ®ã 

c¸c gãc (OA, OM1) cã sè ®o 2
6

k

   ; c¸c gãc (OA, OM2) cã sè ®o 

2
6

k


     (k  ).  VËy 

  sin x = 
1

2
    x = 

6


 + k2  hoÆc  x =   

6


 + k2  (k  ). 

Sö dông kÝ hiÖu "[" thay cho tõ "hoÆc", ta cã thÓ viÕt l¹i kÕt qu¶ trªn nh− sau : 

   sin x = 
1

2
    

2
6

2
6

x k

x k

   
      

 (k  ). 

b) Gi¶ sö m lµ mét sè ®· cho. XÐt ph−¬ng tr×nh  

   sin x  = m.                (I) 

HiÓn nhiªn ph−¬ng tr×nh (I) x¸c ®Þnh víi mäi x  . 

Ta ®· biÕt, sin x   1 víi mäi x. Do ®ã ph−¬ng tr×nh (I) v« nghiÖm khi m > 1.  

MÆt kh¸c, khi x thay ®æi, sin x  nhËn mäi gi¸ trÞ tõ 1 ®Õn 1 nªn ph−¬ng tr×nh (I) 

lu«n cã nghiÖm khi m  1. 
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Lµm t−¬ng tù nh− ®èi víi ph−¬ng tr×nh (1), ta cã  

NÕu  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (I), nghÜa lµ sin = m th× 

 sin x  = m   
2

2

x k

x k




  
     

 (k  ).     (Ia) 

Ta nãi r»ng x =  + k2  vµ x =    + k2  lµ hai hä nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh (I). 

KÓ tõ ®©y, ®Ó cho gän ta quy −íc r»ng nÕu trong mét biÓu thøc nghiÖm cña 

ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c cã chøa k mµ kh«ng gi¶i thÝch g× thªm th× ta hiÓu 

r»ng k nhËn mäi gi¸ trÞ thuéc . Ch¼ng h¹n, x =  + k2 cã nghÜa lµ x lÊy mäi 

gi¸ trÞ thuéc tËp hîp 

    {,   2,   4,   6, ...}. 

VÝ dô 1. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

1)  sin x  =  
3

2
 ;    2)  sin x  = 

2

3
    

Gi¶i 

1)  Do sin
3

3 2

    
 

 nªn 

sin x  = 
3

2
  sin sin

3
x

   
 

  

2
3

2
3

x k

x k

    


          

   

      

2 ,
3

4
2 .

3

x k

x k

    
    

 

2)  V×  
2

3
< 1 nªn cã sè  ®Ó sin = 

2

3
. Do ®ã 

  sin x  = 
2

3
    sin x  = sin    

2 ,

2 .

x k

x k
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H2  Gi¶i ph−¬ng tr×nh 
2

sin
2

 x  

Trong mÆt ph¼ng to¹ ®é, nÕu vÏ ®å thÞ (G ) cña hµm sè y = sin x vµ ®−êng 

th¼ng (d ) : y = m th×  hoµnh ®é mçi giao ®iÓm cña (d ) vµ (G ) (nÕu cã) lµ mét 

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sin x = m.  

H3  Trªn ®å thÞ hμm sè y = sin x  (h.1.20), h·y chØ ra c¸c ®iÓm cã hoμnh ®é trong 

kho¶ng (0 ; 5) lμ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sin x  = 
2

2
  

 

 

 

 

H×nh 1.20 

Chó ý 
1) Khi m  {0 ; 1}, c«ng thøc (Ia) cã thÓ viÕt gän nh− sau : 

   sin x  = 1   2 ,
2

x k


    

   sin x  = 1   2 ,
2

x k


     

   sin x  = 0    x = k. 

2) DÔ thÊy r»ng víi m cho tr−íc mµ 1,m   ph−¬ng tr×nh 

sin x m  cã ®óng mét nghiÖm n»m trong ®o¹n ; .
2 2

    
 Ng−êi 

ta th−êng kÝ hiÖu nghiÖm ®ã lµ arcsin m  (®äc lµ ¸c-sin m). Khi ®ã 

   sin x m   
arcsin 2 ,

arcsin 2 .

x m k

x m k

  
     

 

VËy ë vÝ dô 1 c©u 2) cã thÓ viÕt 

   
2

sin
3

x    

2
arcsin 2 ,

3

2
arcsin 2 .

3

x k

x k
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H×nh 1.21 

3) Tõ (Ia) ta thÊy r»ng : NÕu  vµ  lµ hai sè thùc th× sin sin   

khi vµ chØ khi cã sè nguyªn k ®Ó 2k     hoÆc 

2k      , k  . 

VÝ dô 2. T×m sè x tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh sin(2 ) sin
5 5

x x
     

 
. 

Gi¶i 

sin 2 sin
5 5

x x
         

   
  

2 2
5 5

2 2
5 5

x x k

x x k

      


            

 

          

2
2

5

3 2

x k

x k

   
    

  

2
2

5

2

3 3

x k

x k

   
     

 

VËy c¸c sè x cÇn t×m lµ  
2

2
5

x k


    vµ 
2

3 3
x k

 
  , k  .   

H4  Gi¶i ph−¬ng tr×nh sin 2 sinx x .  

2.  Ph−¬ng tr×nh cosx = m 

XÐt ph−¬ng tr×nh  

    cos x  = m,         (II) 

trong ®ã m lµ mét sè cho tr−íc. HiÓn nhiªn ph−¬ng tr×nh (II) x¸c ®Þnh víi mäi 

x  . DÔ thÊy r»ng : 

Khi  m  > 1, ph−¬ng tr×nh (II) v« nghiÖm. 

Khi  m   1, ph−¬ng tr×nh (II) lu«n cã 

nghiÖm. §Ó t×m tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña (II), 

trªn trôc c«sin ta lÊy ®iÓm H sao cho OH  = m. 

Gäi (l ) lµ ®−êng th¼ng ®i qua H vµ vu«ng gãc 

víi trôc c«sin (h. 1.21). 
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Do m   1 nªn ®−êng th¼ng (l ) c¾t ®−êng trßn l−îng gi¸c t¹i hai ®iÓm M1 

vµ M2. Hai ®iÓm nµy ®èi xøng víi nhau qua trôc c«sin (chóng trïng nhau nÕu 

m = 1). Ta thÊy sè ®o cña c¸c gãc l−îng gi¸c (OA, OM1) vµ (OA, OM2) 

lµ tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña (II). NÕu  lµ sè ®o cña mét gãc trong chóng, 

nãi c¸ch kh¸c, nÕu  lµ mét nghiÖm cña (II) th× c¸c gãc ®ã cã c¸c sè ®o lµ 

 + k2 vµ  + k2. VËy ta cã 

NÕu  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (II), nghÜa lµ cos = m th× 

  cos x  = m    
2 ,

2 .

x k

x k




  
    

            (IIa) 

 

H5  Gi¶i ph−¬ng tr×nh sau : cos x  =  
2

.
2

      

Chó ý 
1) §Æc biÖt, khi m  {0 ; 1}, c«ng thøc (IIa) cã thÓ viÕt gän 

nh− sau  

    cos x  = 1    x = k2,  

    cos x  = 1    x =  + k2,  

    cos x  = 0    x = 
2


 + k. 

2) DÔ thÊy r»ng víi mäi sè m cho tr−íc mµ  m   1, ph−¬ng tr×nh 

cos x  = m cã ®óng mét nghiÖm n»m trong ®o¹n [0 ; ]. Ng−êi ta 

th−êng kÝ hiÖu nghiÖm ®ã lµ arccos m  (®äc lµ ¸c-c«sin m). Khi ®ã 

    cos x  = m   
arccos 2 ,

arccos 2 .

x m k

x m k

  
    

 

mµ còng th−êng ®−îc viÕt lµ  x =  arccos m  + k2. 

3) Tõ (IIa) ta thÊy r»ng : NÕu  vµ  lµ hai sè thùc th× cos cos   

khi vµ chØ khi cã sè nguyªn k ®Ó 2k     hoÆc 2k     , 

k  .  
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H×nh 1.22 

H6  H·y gi¶i ph−¬ng tr×nh cos(2 1) cos(2 1)x x   . 

3.  Ph−¬ng tr×nh tan x = m 

Cho m lµ mét sè tuú ý. XÐt ph−¬ng tr×nh  

  tan x  = m.    (III) 

§iÒu kiÖn x¸c ®Þnh (§KX§) cña ph−¬ng 

tr×nh (III) lµ cos x   0. 

Ta ®· biÕt, khi x thay ®æi, tan x nhËn mäi 

gi¸ trÞ tõ  ®Õn +. Do ®ã ph−¬ng tr×nh 

(III) lu«n cã nghiÖm. §Ó t×m tÊt c¶ c¸c 

nghiÖm cña (III), trªn trôc tang, ta lÊy 

®iÓm T sao cho AT  = m. §−êng th¼ng OT 

c¾t ®−êng trßn l−îng gi¸c t¹i hai ®iÓm M1 

vµ M2 (h. 1.22). Ta cã 

tan(OA, OM1) = tan(OA, OM2) = AT  = m. 

Gäi sè ®o cña mét trong c¸c gãc l−îng gi¸c (OA, OM1) vµ (OA, OM2) lµ ; 
nãi c¸ch kh¸c,  lµ mét nghiÖm nµo ®ã cña ph−¬ng tr×nh (III). Khi ®ã, c¸c 

gãc l−îng gi¸c (OA, OM1) vµ (OA, OM2) cã c¸c sè ®o lµ  + k. §ã lµ tÊt c¶ 

c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (III) (hiÓn nhiªn chóng tho¶ m·n §KX§ 

cña (III)). VËy ta cã  

NÕu  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (III), nghÜa lµ tan = m th× 

   tan x  = m    x =  + k.    (IIIa) 

VÝ dô 3. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

1)  tan x  = 1 ;     2) tan 3
3

x
 .    

Gi¶i 

1)  V× 1 = tan
4

  
 

 nªn 

   tan x  = 1    x = 
4


 + k. 
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2)  Gäi  lµ mét sè mµ tan = 3. Khi ®ã 

   tan 3
3

x
    

3

x
k     3 3 .x k    

(Cã thÓ t×m ®−îc mét sè  tho¶ m·n tan = 3 b»ng c¸ch tra b¶ng sè hoÆc 

dïng m¸y tÝnh bá tói. Cô thÓ lµ   1,249).       

Chó ý 

1) DÔ thÊy r»ng víi mäi sè m cho tr−íc, ph−¬ng tr×nh tan x = m cã 

®óng mét nghiÖm n»m trong kho¶ng ;
2 2

   
 

. Ng−êi ta th−êng kÝ 

hiÖu nghiÖm ®ã lµ arctan m (®äc lµ ¸c-tang m). Khi ®ã 

    tan x  = m    x =  arctan m  + k. 

2) Tõ (IIIa) ta thÊy r»ng :  NÕu  vµ  lµ hai sè thùc mµ tan, tan 

x¸c ®Þnh th×  tan = tan khi vµ chØ khi cã sè nguyªn k ®Ó 

k    .  

H7  Gi¶i ph−¬ng tr×nh tan 2 tan .x x  

4.  Ph−¬ng tr×nh cot x = m 

Cho m lµ mét sè tuú ý, xÐt ph−¬ng tr×nh  

     cot x  = m.       (IV) 

§KX§ cña ph−¬ng tr×nh (IV) lµ sin x   0. T−¬ng tù nh− ®èi víi ph−¬ng tr×nh 
tan x  = m, ta cã 

NÕu  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (IV), nghÜa lµ cot = m th× 

   cot x  = m    x =  + k.         (IVa) 

VÝ dô 4. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

1) cot x  = 
1

3
 ;     2) cot 3x = 1. 

Gi¶i 

1) Gäi  lµ mét sè mµ cot = 
1

3
, tøc lµ tan = 3 (ch¼ng h¹n, b»ng b¶ng sè 

hoÆc m¸y tÝnh bá tói, ta t×m ®−îc   1,249). Khi ®ã 

    cot x  = 
1

3
    x =  + k. 
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2) cot3x = 1   cot3x = cot
4


   3x = 

4


 + k    x = 

12


 + k

3


.   

chó ý 

DÔ thÊy r»ng víi mäi sè m cho tr−íc, ph−¬ng tr×nh cot x  = m cã 

®óng mét nghiÖm n»m trong kho¶ng (0 ; ). Ng−êi ta th−êng kÝ 

hiÖu nghiÖm ®ã lµ arccot m  (®äc lµ ¸c-c«tang m) Khi ®ã 

   cot x  = m    x =  arccot m  + k. 

H8  Gi¶i ph−¬ng tr×nh 
2 1 1

cot tan
6 3

x     
 

 

5.  Mét sè ®iÒu cÇn l−u ý 

1) Khi ®· cho sè m, ta cã thÓ tÝnh ®−îc c¸c gi¸ trÞ arcsin m , arccos m  (víi  m   1), 

arctan m  b»ng m¸y tÝnh bá tói víi c¸c phÝm 1sin , 1cos  vµ 1tan  (xem 

bµi ®äc thªm trang 30). 

2) arcsin m , arccos m  (víi  m   1), arctan m  vµ arccot m  cã gi¸ trÞ lµ nh÷ng 

sè thùc. Do ®ã ta viÕt, ch¼ng h¹n arctan1 = 
4


 mµ kh«ng viÕt arctan1 = 45

o
. 

3) Khi xÐt c¸c ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c ta ®· coi Èn sè x lµ sè ®o ra®ian cña 

c¸c gãc l−îng gi¸c. Trªn thùc tÕ, ta cßn gÆp nh÷ng bµi to¸n yªu cÇu t×m sè ®o 

®é cña c¸c gãc (cung) l−îng gi¸c sao cho sin (c«sin, tang hoÆc c«tang) cña 

chóng b»ng sè m cho tr−íc ch¼ng h¹n 
3

sin( 20 )
2

x   o  Khi gi¶i c¸c 

ph−¬ng tr×nh nµy (mµ l¹m dông ng«n ng÷, ta vÉn gäi lµ gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

l−îng gi¸c), ta cã thÓ ¸p dông c¸c c«ng thøc nªu trªn vµ l−u ý sö dông kÝ hiÖu 

sè ®o ®é trong "c«ng thøc nghiÖm" cho thèng nhÊt, ch¼ng h¹n viÕt x = 30
o
 + k360

o
 

chø kh«ng viÕt x = 30
o
 + k2.

Tuy nhiªn, ta quy −íc r»ng nÕu kh«ng cã gi¶i thÝch g× thªm hoÆc trong 

ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c kh«ng sö dông ®¬n vÞ ®o gãc lµ ®é th× mÆc nhiªn Èn 

sè lµ sè ®o ra®ian cña gãc l−îng gi¸c. 

VÝ dô 5. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  sin(x + 20
o
) = 

3

2
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Gi¶i 

V×  
3

2
 = sin60

o
 nªn 

sin(x + 20
o
) = 

3

2
   sin(x + 20

o
) = sin60

o
 

      

o o o

o o o o

20 60 360

20 180 60 360

   

    

x k

x k


o o

o o

40 360

100 360

  

  

x k

x k 
  

H9  Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

1)  cos(3x  15o) = 
2

2
  ;    2)  tan 5x = tan 25o

. 

C©u hái vμ bμi tËp 

14. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) sin 4x = sin
5


 ;      b) sin

5

x   
 
 

 = 
1

2
 ; 

c) cos
2

x
 = cos 2  ;    d) cos

18
x

  
 

 = 
2

5
  

15. a) VÏ ®å thÞ cña hµm sè siny x  råi chØ ra trªn ®å thÞ ®ã c¸c ®iÓm cã hoµnh 

®é thuéc kho¶ng  ; 4   lµ nghiÖm cña mçi ph−¬ng tr×nh sau  

1) sin x  = 
3

2
 ;     2) sin x  = 1 ; 

b) Còng c©u hái t−¬ng tù cho hµm sè cosy x  ®èi víi mçi ph−¬ng tr×nh sau  

1) cos x  = 
1

2
 ;     2) cos x  = 1.  

16. T×m nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh sau trong kho¶ng ®· cho  

a) sin 2x = 
1

2
  víi  0 < x <  ; 

b) cos(x  5) = 
3

2
 víi   < x < .  
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17. Sè giê cã ¸nh s¸ng mÆt trêi cña mét thµnh phè A ë vÜ ®é 40
o
 b¾c trong ngµy 

thø t cña mét n¨m kh«ng nhuËn ®−îc cho bëi hµm sè  

 d(t) = 3 sin  80
182

t
   

 + 12  víi  t   vµ 0 < t  365. 

a) Thµnh phè A cã ®óng 12 giê cã ¸nh s¸ng mÆt trêi vµo ngµy nµo trong n¨m ? 

b) Vµo ngµy nµo trong n¨m th× thµnh phè A cã Ýt giê cã ¸nh s¸ng mÆt trêi nhÊt ? 

c) Vµo ngµy nµo trong n¨m th× thµnh phè A cã nhiÒu giê cã ¸nh s¸ng mÆt 

trêi nhÊt ? 

18. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau  

a) tan 3x = tan
3

5


 ;     b) tan(x  15

o
) = 5 ; 

c) tan(2x  1) = 3  ;    d) cot 2x = cot
1

3

  
 

 ; 

e) cot o20
4

x  
 

 =  3  ;   f) cot 3x = tan
2

5


   

19. a) VÏ ®å thÞ cña hµm sè tany x  råi chØ ra trªn ®å thÞ ®ã c¸c ®iÓm cã hoµnh 

®é thuéc kho¶ng ( ; )   lµ nghiÖm cña mçi ph−¬ng tr×nh sau  

1)  tan x  = 1 ;     2) tan x  = 0 ; 

b) Còng c©u hái t−¬ng tù cho hµm sè coty x  vµ cho mçi ph−¬ng tr×nh sau   

1)  cot x  = 
3

3
 ;      2) cot x  = 1. 

20. T×m nghiÖm cña c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn kho¶ng ®· cho  

a) tan(2x  15
o
) = 1  víi  180

o 
< x < 90

o 
; 

b) cot 3x = 
1

3
  víi  

2


 < x < 0. 

21. Khi gi¶i ph−¬ng tr×nh tan x  =  3 , b¹n Ph−¬ng nhËn thÊy  3  = tan
3

  
 

 

vµ viÕt  

 tan x  =  3    tan x  = tan
3

  
 

     x = 
3


 + k. 
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Còng ph−¬ng tr×nh ®ã, b¹n Quyªn lÊy  3  = tan
2

3


 nªn gi¶i nh− sau : 

  tan x  =  3    tan x  = tan
2

3


     x = 

2

3


 + k. 

Theo em, ai gi¶i ®óng, ai gi¶i sai ? 

22.  TÝnh c¸c gãc cña tam gi¸c ABC, biÕt AB = 2 cm, AC = 3 cm vµ ®−êng cao 

AH = 1cm. (Gîi ý : XÐt tr−êng hîp B, C n»m kh¸c phÝa ®èi víi H vµ tr−êng 

hîp B, C n»m cïng phÝa ®èi víi H ).  

 

dïng m¸y tÝnh bá tói ®Ó t×m mét gãc  
khi biÕt mét gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña nã 

C¸c phÝm sin
1, cos

1 vµ tan
1 cña m¸y tÝnh bá tói CASIO fx - 500MS ®−îc dïng ®Ó 

t×m sè ®o (®é hoÆc ra®ian) cña mét gãc khi biÕt mét trong c¸c gi¸ trÞ l−îng gi¸c cña 
nã. Muèn thÕ ®èi víi m¸y tÝnh CASIO fx - 500MS ta thùc hiÖn hai b−íc sau : 

B−íc 1. Ên ®Þnh ®¬n vÞ ®o gãc (®é hoÆc ra®ian).  

Muèn t×m sè ®o ®é, ta Ên MODE  MODE  MODE   l . Lóc nµy dßng trªn cïng cña 
mµn h×nh xuÊt hiÖn ch÷ nhá D. 

Muèn t×m sè ®o ra®ian, ta Ên MODE  MODE  MODE   2 . Lóc nµy dßng trªn cïng cña 
mµn h×nh xuÊt hiÖn ch÷ nhá R . 

B−íc 2. T×m sè ®o gãc. 

Khi biÕt sin, c«sin hay tang cña gãc  cÇn t×m b»ng m, ta lÇn l−ît Ên phÝm SHIFT, vµ 

mét trong c¸c phÝm sin
1,  cos

1, tan
1, råi nhËp gi¸ trÞ l−îng gi¸c m vµ cuèi cïng Ên 

phÝm  = . Lóc nµy, trªn mµn h×nh cho kÕt qu¶ lµ sè ®o cña gãc  (®é hay ra®ian tuú 
theo b−íc 1).  

Chó ý 

1) ë chÕ ®é sè ®o ra®ian, c¸c phÝm sin
1, cos

1 cho kÕt qu¶ (khi 1m  ) lµ 

arcsin m , arccos m ; phÝm tan
1 cho kÕt qu¶ lµ arctan m. 

2) ë chÕ ®é sè ®o ®é, c¸c phÝm sin
1 vµ tan

1 
cho kÕt qu¶ lµ sè ®o gãc tõ 

90o ®Õn 90o 
; phÝm cos

1 cho kÕt qu¶ lµ sè ®o gãc  tõ 0o ®Õn 180o. C¸c 

kÕt qu¶ Êy ®−îc hiÓn thÞ d−íi d¹ng sè thËp ph©n, ch¼ng h¹n 7,065272931o. 
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VÝ dô 1. §Ó t×m sè ®o ®é cña gãc  khi biÕt sin =  0,5, ta lÇn l−ît Ên  

MODE  MODE  MODE  1  SHIFT  sin
1  0,5   =  . 

 
           B−íc 1   B−íc 2 

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 30, nghÜa lµ  = 30o. 

VÝ dô 2. §Ó t×m sè ®o ®é cña gãc  khi biÕt sin = 0,123, ta lÇn l−ît Ên  

MODE  MODE  MODE  1  SHIFT  sin
1  0,123   =  . 

 

         B−íc 1    B−íc 2 

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 7.065272931, nghÜa lµ   7,065272931o. Muèn ®−a kÕt 
qu¶ nµy vÒ d¹ng ®é-phót-gi©y, ta Ên tiÕp 

SHIFT  O’ ’’    

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 7 3 54.98,   nghÜa lµ   7o3'54,98"  7o3'55". 

VÝ dô 3. §Ó t×m sè ®o ra®ian cña gãc  khi biÕt tan = 3   1, ta lÇn l−ît Ên  

MODE  MODE  MODE   2   SHIFT  tan
1

   (   3    1   )   = . 

 

          B−íc 1    B−íc 2 

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 0.631914312, ®ã lµ gi¸ trÞ gÇn ®óng cña arctan( 3 1).   

LuyÖn tËp 

23. T×m tËp x¸c ®Þnh cña mçi hµm sè sau : 

a) y = 
1 cos

2sin 2

x

x




 ;     b) y = 
sin( 2)

cos2 cos

x

x x




 ; 

c) y = 
tan

1 tan

x

x
 ;     d) y = 

1

3 cot 2 1x



 

24. Gi¶ sö mét con tµu vò trô ®−îc phãng lªn tõ mòi Ca-na-v¬-ran (Canaveral) 

ë MÜ. Nã chuyÓn ®éng theo mét quü ®¹o ®−îc m« t¶ trªn mét b¶n ®å ph¼ng 
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H×nh 1.24 

(quanh ®−êng xÝch ®¹o) cña mÆt ®Êt 

nh−  h×nh 1.23 : ®iÓm M m« t¶ cho 

con tµu, ®−êng th¼ng m« t¶ cho 

®−êng xÝch ®¹o. Kho¶ng c¸ch h 

(kil«met) tõ M ®Õn  ®−îc tÝnh theo 

c«ng thøc h = ,d  trong ®ã 

d = 4000 cos  10
45

t
   

, 

víi t (phót) lµ thêi gian tr«i qua kÓ tõ khi con tµu ®i vµo quü ®¹o, d > 0 nÕu M 

ë phÝa trªn , d < 0 nÕu M ë phÝa d−íi . 

a) Gi¶ thiÕt r»ng con tµu ®i vµo quü ®¹o ngay tõ khi phãng lªn t¹i mòi Ca-na-v¬-ran 

(tøc lµ øng víi t = 0). H·y tÝnh kho¶ng c¸ch tõ ®iÓm C ®Õn ®−êng th¼ng trong 

®ã C lµ ®iÓm trªn b¶n ®å biÓu diÔn cho mòi Ca-na-v¬-ran. 

b) T×m thêi ®iÓm sím nhÊt sau khi con tµu ®i vµo quü ®¹o ®Ó cã d = 2000. 

c) T×m thêi ®iÓm sím nhÊt sau khi con tµu ®i vµo quü ®¹o ®Ó cã d = 1236. 

(TÝnh chÝnh x¸c c¸c kÕt qu¶ ®Õn hµng phÇn ngh×n). 

25. Mét chiÕc guång n−íc cã d¹ng h×nh trßn b¸n 

kÝnh 2,5m ; trôc cña nã ®Æt c¸ch mÆt n−íc 

2m (h. 1.24). Khi guång quay ®Òu, kho¶ng 

c¸ch h (mÐt) tõ mét chiÕc gÇu g¾n t¹i ®iÓm A 

cña guång ®Õn mÆt n−íc ®−îc tÝnh theo c«ng 

thøc h = |y |, trong ®ã 

  y = 2 + 2,5 sin
1

2
4

x
       

, 

víi x lµ thêi gian quay cña guång (x  0), tÝnh b»ng phót ; ta quy −íc r»ng y > 0 

khi gÇu ë bªn trªn mÆt n−íc vµ y < 0 khi gÇu ë d−íi n−íc (xem bµi ®äc thªm 

vÒ dao ®éng ®iÒu hoµ trang 15). Hái :  

a) Khi nµo th× chiÕc gÇu ë vÞ trÝ thÊp nhÊt ? 

b) Khi nµo th× chiÕc gÇu ë vÞ trÝ cao nhÊt ? 

c) ChiÕc gÇu c¸ch mÆt n−íc 2m lÇn ®Çu tiªn khi nµo ? 

26. Dïng c«ng thøc biÕn ®æi tæng thµnh tÝch, gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) cos 3x = sin 2x ;    b) sin(x  120
o
)  cos 2x = 0. 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1.23 
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Mét sè d¹ng ph−¬ng tr×nh 
l−îng gi¸c ®¬n gi¶n 

1.  Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt vµ bËc hai ®èi víi mét hµm sè l−îng gi¸c 

Trong môc nµy, ta xÐt c¸c ph−¬ng tr×nh cã d¹ng nh− : 3 tan 2 3 0x    

(ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi tan 2x ), hay 22sin 5sin 3 0x x    

(ph−¬ng tr×nh bËc hai ®èi víi sin x ), ... . 

§Ó gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh d¹ng nµy, ta chän mét biÓu thøc l−îng gi¸c thÝch 

hîp cã mÆt trong ph−¬ng tr×nh lµm Èn phô vµ quy vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt 

hoÆc bËc hai ®èi víi Èn phô ®ã (cã thÓ nªu hoÆc kh«ng nªu kÝ hiÖu Èn phô). 

a) Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi mét hµm sè l−îng gi¸c 

VÝ dô 1. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

1) 3 tan 2x + 3 = 0 ;    2) o 2 ocos( 30 ) 2 cos 15 1.x     

Gi¶i 

1) 3 tan 2x + 3 = 0  tan 2x = 
3

3
  tan 2x =  3   tan 2x = tan

3

  
 

  

          2x = 
3


 + k    x = 

6


 + k

2


. 

2) §Ó ý r»ng : 2 o o o1 2 cos 15 cos30 cos150    , ta cã 

o 2 ocos( 30 ) 2 cos 15 1x      o 2 ocos( 30 ) 1 2 cos 15x     

 o ocos( 30 ) cos150x     

o o

o o

30 150 360

30 150 360

x k

x k

   

   

o

o
 

 

o

o

120 360

180 360 .

x k

x k

  

  

o

o
 

VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã c¸c nghiÖm lµ o o120 360x k   vµ 

o o180 360x k    (riªng hä nghiÖm thø hai còng cã thÓ viÕt lµ 

o o180 360x k  ).           

33§
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b) Ph−¬ng tr×nh bËc hai ®èi víi mét hµm sè l−îng gi¸c 

VÝ dô 2. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

1) 2sin
2
x + 5sin x   3 = 0 ;   2) 2cot 3 cot 3 2 0.x x    

Gi¶i 

1) §Æt sin x  = t (víi  t   1), ta ®−îc ph−¬ng tr×nh 2t
2
 + 5t  3 = 0. Ph−¬ng 

tr×nh nµy cã hai nghiÖm lµ t1 = 3 vµ t2 = 
1

2
, trong ®ã t1 bÞ lo¹i do kh«ng tho¶ 

m·n ®iÒu kiÖn  t   1. Do ®ã  

  2sin
2
x + 5sin x   3 = 0    sin x  = 

1

2
 

         sin x  = sin
6


   

2 ,
6

5
2 .

6

x k

x k

   
    

 

VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã c¸c nghiÖm 2
6

x k


    vµ 
5

2 .
6

x k


    

2) §Æt cot 3x t , ta cã ph−¬ng tr×nh 2 2 0.t t    Ph−¬ng tr×nh nµy cã hai 

nghiÖm lµ 1t    vµ 2t  . Do ®ã 

  2cot 3 cot 3 2x x   = 0   
cot 3 1,

cot 3 2.

x

x

 
 

 

 

3
3

4

3 arccot 2

   
   

x k

x k

   
4 3

1
arccot 2

3 3

x k

x k

   
    

 

VËy ph−¬ng tr×nh ®· cho cã c¸c nghiÖm lµ 

   
4 3

x k
 

   vµ 
1

arccot 2
3 3


  x k      

H1  Gi¶i ph−¬ng tr×nh 4cos2
x  2  1 2 cos x  + 2  = 0. 

VÝ dô 3. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2cos 2x + 2cos x   2  = 0. 
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Gi¶i 

2cos 2x + 2cos x   2  = 0    2(2cos
2
x  1) + 2cos x   2  = 0 

  4cos
2
x + 2cos x   (2 + 2 ) = 0    

2
cos ,

2

1 2
cos

2

x

x





 

  

 

  cos x  = 
2

2
   cos x  = cos

4


  x = 

4


 + k2 

(ph−¬ng tr×nh  cos x  = 
1 2

2


  v« nghiÖm v× 

1 2
1

2


   ). 

KÕt luËn : Ph−¬ng tr×nh ®· cho cã c¸c nghiÖm lµ x = 
4


 + k2.    

H2  Gi¶i ph−¬ng tr×nh 5tan x  2cot x  3 = 0 råi biÓu diÔn c¸c nghiÖm trªn 

®−êng trßn l−îng gi¸c. 

2.  Ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sinx vµ cosx 

Trong môc nµy, chóng ta sÏ nghiªn cøu c¸ch gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh d¹ng 

    a sinx + b cosx = c, 

trong ®ã a, b vµ c lµ nh÷ng sè ®· cho víi a kh¸c 0 hoÆc b kh¸c 0. Chóng ®−îc 

gäi lµ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi sinx vµ cosx . 

H3  Sö dông ®¼ng thøc sinx + cosx  = 2 sin
4

x
  

 
, h·y gi¶i ph−¬ng tr×nh sinx + cos x = 1. 

§Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh asin x  + bcos x = c (a, b kh¸c 0) ta biÕn ®æi biÓu thøc 

asin x + bcos x thµnh d¹ng C sin(x + ) hoÆc d¹ng C cos(x + ) (C,   
lµ nh÷ng h»ng sè). 

VÝ dô 4. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

    3 sin cos 1x x  .         (1) 

Gi¶i 

Ta cã 

 3 sin cosx x  = 
3 1

2 sin cos 2 sin cos cos sin
2 2 6 6

x x x x
         
   

 

                             = 2 sin
6

x
  

 
. 
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H×nh 1.25 

VËy (1)   sin
6

x
  

 
 = 

1

2
   sin

6
x

  
 

 = sin
6


   

      

2
6 6

5
2

6 6

x k

x k

     
      

    
2 ,

3

2 .

x k

x k

   
    

      

Mét c¸ch tæng qu¸t ta cã thÓ biÕn ®æi biÓu thøc asin x  + bcos x  = c (a vµ b 

kh¸c 0) thµnh d¹ng  Csin(x +  = c nh− sau : 

a sin x + bcos x  = 2 2

2 2 2 2
sin cos

a b
a b x x

a b a b

 
  
   

. 

Do  

2 2

2 2 2 2

a b

a b a b

   
   
       

 = 1, 

nªn ®iÓm M víi to¹ ®é 

2 2 2 2
;

a b

a b a b

 
 
   

 n»m 

trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c 

(xem c¸ch dùng ®iÓm M trong 

h×nh 1.25). 

VËy cã sè  ®Ó cos = 
2 2

a

a b
   vµ    sin = 

2 2

b

a b



  

Tõ ®ã ta cã 

asin x  + bcos x  = 2 2a b  (cos sin x  + sin cos x) = 2 2 sin( ).a b x    

B»ng c¸ch biÕn ®æi nh− thÕ, viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh asin x  + bcos x  = c ®−îc 

®−a vÒ gi¶i ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c c¬ b¶n sin(x + ) = 
2 2

c

a b
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Chó ý 

NÕu trong phÐp biÕn ®æi trªn, ta chän sè  ®Ó 
2 2

sin
a

a b
 


, 

2 2
cos

b

a b
 


 th× ta cã  

   asin x  + bcos x  = 2 2 cos( )a b x   .  

VÝ dô 5. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

    2sin 3x + 5 cos 3x = 3.                     (2) 

Gi¶i 

Ta cã 

  2sin 3x + 5 cos 3x = 2 2 2 5
2 ( 5) sin3 cos3

3 3
x x

 
   

 
 

          = 3(sin sin3 cos cos3 ),x x   

trong ®ã sin 2

3
  vµ  cos 5

3
 

Do ®ã     (2)    3cos(3x  ) = 3     cos(3x  ) = 1 

     3x   =  + k2    x = 
2

3 3
k

   
 .   

H4   Víi gi¸ trÞ nμo cña m th× ph−¬ng tr×nh 2sin3x + 5 cos3x = m cã nghiÖm ? 

3.  Ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt bËc hai ®èi víi sinx vµ cosx 

Trong môc nµy, chóng ta sÏ nghiªn cøu c¸ch gi¶i ph−¬ng tr×nh d¹ng 

    asin
2
x + b sinx cosx + c cos

2
x = 0, 

trong ®ã a, b vµ c lµ nh÷ng sè ®· cho, víi a  0 hoÆc b  0 hoÆc c  0. Chóng 

®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt bËc hai ®èi víi sinx vµ cos x. 

§Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh d¹ng nµy, ta chia hai vÕ cho 2cos x  (víi ®iÒu kiÖn 

cos 0x  ) ®Ó ®−a vÒ ph−¬ng tr×nh ®èi víi tan x , hoÆc chia hai vÕ cho 2sin x  

(víi ®iÒu kiÖn sin 0x )  ®Ó ®−a vÒ ph−¬ng tr×nh ®èi víi cot x . 
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VÝ dô 6. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

   4sin
2
x  5sin x cos x   6cos

2
x = 0.             (3) 

Gi¶i 

Khi cos x  = 0 th× sin x  = 1 nªn dÔ thÊy c¸c gi¸ trÞ cña x mµ cos x  = 0 kh«ng 

ph¶i lµ nghiÖm cña (3). 

VËy chia hai vÕ cña (3) cho cos
2
x , ta ®−îc ph−¬ng tr×nh t−¬ng ®−¬ng 

    
2

2

sin sin
4 5 6 0.

coscos

x x

xx
    

Do ®ã 

  (3)     4tan
2
x  5tan x   6 = 0   

tan 2,

3
tan

4

x

x



  


 

    

arctan 2

3
arctan .

4

x k

x k

  


        

 

VËy c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (3) lµ 

   x = arctan2 + k  vµ  x = arctan
3

4

  
 

+ k.    

H5  Gi¶i ph−¬ng tr×nh (3) b»ng c¸ch chia hai vÕ cho sin2
x. 

NhËn xÐt 

1) Ph−¬ng tr×nh 2 2sin sin cos cos 0a x b x x c x    khi 0a   hoÆc 0c   

cã thÓ ®−îc gi¶i gän h¬n b»ng c¸ch ®−a vÒ ph−¬ng tr×nh tÝch. Ch¼ng h¹n, ®èi 

víi ph−¬ng tr×nh 23 sin sin cos 0, x x x  ta cã 

      23 sin sin cos 0x x x    sin ( 3 sin cos ) 0. x x x  

2) §èi víi ph−¬ng tr×nh 

 a sin
2
x + b sin x  cos x  + c cos

2
x = d (a, b, c, d  , a

2
 + b

2
 + c

2
  0) (4) 

ta cã thÓ quy vÒ gi¶i ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt bËc hai ®èi víi sin x vµ cos x 

b»ng c¸ch viÕt d d−íi d¹ng d = 2 2(sin cos )d x x . 
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Ch¼ng h¹n, ®èi víi ph−¬ng tr×nh 2sin
2
x 5sinx cosx cos

2
x = 2, ta cã thÓ 

lµm nh− sau : 

  2sin
2
x 5sin x cos x  cos

2
x = 2 

      2sin
2
x 5sin x cos x  cos

2
x = 2 (sin

2
x + cos

2
x) 

      4sin
2
x 5sin x cos x  + cos

2
x = 0. 

Ngoµi ra ta còng cã thÓ quy ph−¬ng tr×nh (4) vÒ ph−¬ng tr×nh bËc nhÊt ®èi víi 

sin2x vµ cos2x b»ng c¸ch sö dông c¸c c«ng thøc h¹ bËc vµ c«ng thøc nh©n ®«i : 

 2sin
2
x = 1  cos 2x,   2cos

2
x = 1 + cos 2x,   2sin x cos x  = sin 2x. 

Ch¼ng h¹n, 

  2sin
2
x  5sinx cosx  cos

2
x = 2 

      (1  cos 2x)  
5

2
 sin2x  

1

2
 (1 + cos 2x) = 2 

      3cos 2x + 5sin 2x = 5. 

H6  Gi¶i ph−¬ng tr×nh sin2
x  3 sin x cos x  + 2cos2

x = 1 b»ng hai c¸ch ®· nªu trªn. 

4.  Mét sè vÝ dô kh¸c 

Thùc tÕ, chóng ta cßn gÆp nhiÒu ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c mµ khi gi¶i cÇn 

ph¶i thùc hiÖn c¸c phÐp biÕn ®æi l−îng gi¸c thÝch hîp ®Ó ®−a chóng vÒ c¸c 

ph−¬ng tr×nh d¹ng quen thuéc. Trong môc nµy, chóng ta chØ nªu mét sè vÝ dô 

®¬n gi¶n. 

VÝ dô 7. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

    sin 2x sin 5x = sin 3x sin 4x.       (4) 
Gi¶i 

Sö dông c«ng thøc biÕn ®æi tÝch thµnh tæng, ta cã 

   (4)     
1

2
(cos3x  cos7x)  = 

1

2
(cos x   cos 7x) 

      cos 3x = cos x     3x = x + k2    

,

2

x k

x k

 
   


 

KÕt luËn : Ph−¬ng tr×nh ®· cho cã c¸c nghiÖm lµ x k   vµ 
2

x k


   (DÔ 

thÊy hä nghiÖm 
2

x k


  bao gåm c¶ hä nghiÖm x k   nªn cã thÓ nãi 

ph−¬ng tr×nh (4) cã c¸c nghiÖm lµ x = k
2


).        
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VÝ dô 8. §Ó gi¶i ph−¬ng tr×nh 

    sin
2
x + sin

2
3x = 2sin

2
2x,                (5) 

ta cã thÓ sö dông c«ng thøc h¹ bËc vµ c«ng thøc biÕn ®æi tæng thµnh tÝch.  

Cô thÓ ta cã 

  (5)     
1 cos2 1 cos6

2 2

x x 
   = 1  cos 4x 

     cos 2x + cos 6x = 2cos 4x   2cos 4x cos 2x  2cos 4x = 0 

     2cos 4x (cos 2x  1) = 0.               (6) 

H7  Gi¶i tiÕp ph−¬ng tr×nh (6) råi kÕt luËn vÒ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (5). 

Chó ý r»ng khi gi¶i ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c, ta cÇn l−u ý ®Õn ®iÒu kiÖn x¸c 

®Þnh cña nã ®Ó lo¹i bá c¸c nghiÖm ngo¹i lai. 

VÝ dô 9. Gi¶i ph−¬ng tr×nh tan 3x = tan x. 

Gi¶i 

Víi ®iÒu kiÖn cos 3x  0 vµ cos x   0, ta cã  

   tan 3x = tan x     3x = x + k    x = k
2


  

§Ó lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®· cho, c¸c 

gi¸ trÞ 
2

k


 cña x cßn ph¶i tho¶ m·n c¸c ®iÒu 

kiÖn cos 3x  0 vµ cos x   0. §Ó kiÓm tra c¸c 
®iÒu kiÖn nµy, ta cã thÓ lµm nh− sau : C¸c 

gi¸ trÞ x = k
2


 gåm cã bèn hä (h. 1.26) : 

(A) : x = k2   (øng víi ®iÓm A ) ;   

(B) : x = 
2


 + k2  (øng víi ®iÓm B) ;  

(A') : x =  + k2  (øng víi ®iÓm A') ;     

(B') : x =  
2


 + k2  (øng víi ®iÓm B'). 

B»ng c¸ch thö trùc tiÕp, dÔ thÊy c¸c hä (A) vµ (A') tho¶ m·n, cßn (B) vµ 

(B') kh«ng tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn cos 3x  0 vµ cos x   0. VËy ph−¬ng tr×nh 

tan 3x = tan x  cã c¸c nghiÖm lµ x =  + k2 vµ x = k2 (hay cßn cã thÓ viÕt 

gän lµ x = k).            

H8  Gi¶i ph−¬ng tr×nh cot 2 cot .
2

x x
   

 
       

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1.26 
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H×nh 1.27 

C©u hái vμ bμi tËp 

27. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2cos x   3  = 0 ;      b) 3 tan 3x  3 = 0 ; 

c) (sin x  + 1)(2cos 2x  2 ) = 0.  

28. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2cos
2
x  3cos x  + 1 = 0 ;   b) cos

2
x + sin x  + 1 = 0 ; 

c) 3 tan
2
x  (1 + 3 )tan x  + 1 = 0.  

29. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau trªn kho¶ng ®· cho råi dïng b¶ng sè hoÆc m¸y tÝnh 

bá tói ®Ó tÝnh gÇn ®óng nghiÖm cña chóng (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn 

tr¨m) : 

a) 3cos 2x + 10sin x  + 1 = 0 trªn ;
2 2

   
 

 ; 

b) 4cos 2x + 3 = 0 trªn 0 ;
2

 
 
 

 ;    

c)  cot
2
x  3cot x  10 = 0 trªn (0 ; ) ; 

d)  5  3tan 3x = 0 trªn ;
6 6

   
 

.  

30. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 3cos x  + 4sin x  = 5 ; 

b) 2sin 2x  2cos 2x = 2  ; 

c) 5sin 2x  6cos
2
x = 13.   

31. Mét vËt nÆng treo bëi mét chiÕc lß xo, 

chuyÓn ®éng lªn xuèng qua vÞ trÝ c©n b»ng 

(h. 1.27). Kho¶ng c¸ch h tõ vËt ®ã ®Õn vÞ 

trÝ c©n b»ng ë thêi ®iÓm t gi©y ®−îc tÝnh 

theo c«ng thøc h = | d | trong ®ã 

  d = 5sin 6t  4cos 6t, 
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víi d ®−îc tÝnh b»ng xentimet, ta quy −íc r»ng d > 0 khi vËt ë phÝa trªn vÞ trÝ 

c©n b»ng, d < 0 khi vËt ë phÝa d−íi vÞ trÝ c©n b»ng. Hái : 

a) ë vµo thêi ®iÓm nµo trong 1 gi©y ®Çu tiªn, vËt ë vÞ trÝ c©n b»ng ? 

b) ë vµo thêi ®iÓm nµo trong 1 gi©y ®Çu tiªn, vËt ë xa vÞ trÝ c©n b»ng nhÊt ? 

(TÝnh chÝnh x¸c ®Õn 
1

100
 gi©y). 

32. T×m gi¸ trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt cña mçi biÓu thøc sau : 

a) asin x  + bcos x  (a vµ b lµ h»ng sè, a
2
 + b

2
  0) ; 

b) sin
2
x + sin x cos x  + 3cos

2
x ; 

c) Asin
2
x + Bsin x  cos x   + Ccos

2
x (A, B vµ C lµ h»ng sè).  

33. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2sin
2
x + 3 3 sin x  cos x   cos

2
x = 4 ; 

b) 3sin
2
x + 4sin 2x + (8 3  9)cos

2
x = 0 ; 

c) sin
2
x + sin 2x  2cos

2
x = 

1

2
  

34. Sö dông c«ng thøc biÕn ®æi tæng thµnh tÝch hoÆc tÝch thµnh tæng ®Ó gi¶i c¸c 

ph−¬ng tr×nh sau : 

a) cos x  cos 5x = cos 2x cos 4x ;   b) cos 5x sin 4x = cos 3x sin 2x ; 

c) sin 2x + sin 4x = sin 6x ;   d) sin x  + sin 2x = cos x  + cos 2x. 

35. Dïng c«ng thøc h¹ bËc ®Ó gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) sin
2
4x + sin

2
3x = sin

2
2x + sin

2
x ; 

b) cos
2
x + cos

2
2x + cos

2
3x + cos

2
4x = 2. 

36. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) tan
2

x
 = tan x  ;    b) otan (2 10 ) cot 0x x   ; 

c) (1  tan x )(1 + sin 2x) = 1 + tan x  ; d) tan x  + tan 2x = sin 3x cos x  ; 

e) tan x  + cot 2x = 2cot4x. 

www.truongbachviet.com



 43 

 

BÊt ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c 

 Tr−íc hÕt, ta xÐt bµi to¸n sau : 

Hμng ngμy, mùc n−íc cña mét con kªnh lªn xuèng theo thuû triÒu. §é s©u h (mÐt) 

cña mùc n−íc trong kªnh tÝnh theo thêi gian t (giê) trong mét ngμy (0  t < 24) cho 

bëi c«ng thøc 

 h = 3cos 1
6

t  
 

 + 12.  

Hái tμu lín cã thÓ qua l¹i trªn kªnh 

trong kho¶ng thêi gian nμo trong 

ngμy, biÕt r»ng tμu lín chØ cã thÓ ®i 

®−îc qua kªnh khi ®é s©u cña n−íc 

lμ trªn 11 mÐt ? 

§Ó gi¶i bµi to¸n nµy, ta ph¶i t×m c¸c gi¸ trÞ cña t (0  t < 24) tho¶ m·n 

   3cos 1
6

  
 

t
 + 12 > 11.       (1) 

Nh− vËy, ta ph¶i gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh (1). §ã lµ mét bÊt ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c. 

DÔ thÊy (1) t−¬ng ®−¬ng víi bÊt ph−¬ng tr×nh cos 1
6

  
 

t
 > 

1

3
  ; vµ nÕu ®Æt 

x = 1
6

t
  th× bÊt ph−¬ng tr×nh nµy cã d¹ng 

    cosx > 
1

3
          (2) 

 Nãi chung, viÖc gi¶i mét bÊt ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c ®−îc quy vÒ gi¶i c¸c bÊt 

ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c cã mét trong c¸c d¹ng  

   f(x) < m, f(x)  m, f(x) > m, f(x)  m,          (3) 

trong ®ã m lµ mét sè cho tr−íc, f(x) lµ sinx, cosx, tanx hoÆc cotx. C¸c bÊt ph−¬ng 

tr×nh nµy gäi lµ c¸c bÊt ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c c¬ b¶n. 

 Dùa vµo tÝnh chÊt tuÇn hoµn cña c¸c hµm sè l−îng gi¸c, ta cã thÓ gi¶i mét bÊt 
ph−¬ng tr×nh l−îng gi¸c c¬ b¶n d¹ng (3) theo hai b−íc sau :  

 B−íc 1. T×m nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh trªn mét ®o¹n bÊt k× nµo ®ã, chØ cÇn 

®o¹n ®ã cã ®é dµi b»ng chu k× cña hµm sè y = f(x). B−íc nµy cã thÓ thùc hiÖn b»ng 

c¸ch sö dông ®å thÞ hoÆc ®−êng trßn l−îng gi¸c (xem vÝ dô 1). 
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 B−íc 2. Më réng kÕt qu¶ lªn toµn trôc sè b»ng c¸ch tÞnh tiÕn miÒn nghiÖm thu 

®−îc ë b−íc 1 sang ph¶i, sang tr¸i nh÷ng ®o¹n cã ®é dµi b»ng béi nguyªn d−¬ng 

cña chu k×. B−íc nµy cã thÓ tiÕn hµnh dùa vµo nhËn xÐt sau :  

Cho y = f(x) lμ hμm sè tuÇn hoμn víi chu k× T. NÕu bÊt ph−¬ng tr×nh f(x) < m (hoÆc 

f(x) > m, f(x)  m, f(x)  m) nghiÖm ®óng víi mäi x thuéc kho¶ng (a ; b) th× bÊt 

ph−¬ng tr×nh ®ã còng nghiÖm ®óng víi mäi x thuéc mçi kho¶ng (a + kT ; b + kT), 

k  . 

VÝ dô 1. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 
     tan x < 1.       (4) 

Ph−¬ng ph¸p gi¶i nh− sau : 

B−íc 1. Hµm sè y = tan x lµ hµm sè tuÇn hoµn víi chu k×  nªn tr−íc hÕt ta t×m 

nghiÖm cña (4) trªn mét ®o¹n cã ®é dµi , ch¼ng h¹n trªn ®o¹n ;
2 2

    
. Cã hai c¸ch : 

C¸ch 1 (sö dông ®å thÞ). Trªn cïng mét mÆt ph¼ng to¹ ®é, ta vÏ ®å thÞ  cña hµm sè  

y = tan x  trªn ®o¹n ;
2 2

    
 vµ ®−êng th¼ng y = 1 (h. 1.28). Tõ ®ã, dÔ thÊy trªn 

®o¹n Êy, bÊt ph−¬ng tr×nh tanx < 1 cã nghiÖm  lµ   

    
2


 < x  < .

4


          (5) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

   H×nh 1.28         H×nh 1.29 

C¸ch 2 (sö dông ®−êng trßn l−îng gi¸c). Trªn trôc tang, chän ®iÓm D sao cho AD  = 1. 

§−êng th¼ng OD c¾t ®−êng trßn l−îng gi¸c t¹i M1 vµ M2 (h. 1.29). §Ó x¸c ®Þnh 

nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh trªn ®o¹n ;
2 2

    
, ta chØ chó ý nöa ®−êng trßn bªn 

ph¶i trôc tung. DÔ thÊy r»ng nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh tan x  < 1 lµ sè ®o radian 
cña c¸c cung l−îng gi¸c (trªn nöa ®−êng trßn ®ang xÐt) cã ®iÓm cuèi M thuéc cung 

trßn 1'B AM . Suy ra 
2 4

x
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B−íc 2. Sö dông nhËn xÐt trªn, ta suy ra nghiÖm cña bÊt ph−¬ng tr×nh tan x  < 1 lµ  

    
2


 + k < x < 

4


 + k.       

VÝ dô 2.  Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh (2) : 

     cos x  > 
1

3
  

Gi¶i  

V× hµm sè y = cos x  tuÇn hoµn víi chu k× 2 nªn 

tr−íc hÕt ta t×m nghiÖm cña (2) trªn ®o¹n [ ; ]. 

Trªn trôc c«sin, ta chän ®iÓm H sao cho OH  = 
1

3
  

Gäi M1 vµ M2 lµ hai giao ®iÓm cña ®−êng trßn l−îng 

gi¸c víi ®−êng th¼ng ®i qua H vµ vu«ng gãc víi 
trôc c«sin (h. 1.30). DÔ thÊy r»ng nghiÖm cña 
bÊt ph−¬ng tr×nh (2) lµ sè ®o radian cña c¸c cung l−îng 

gi¸c cã ®iÓm cuèi M thuéc cung trßn 2 1M AM . 

Gäi  lµ sè ®o ra®ian cña cung trßn 1ABM  

(0     vµ cos = 
1

3
 ; dïng m¸y tÝnh, ta tÝnh ®−îc   1,911). Khi ®ã, trªn ®o¹n 

[ ; ], bÊt ph−¬ng tr×nh (2) cã nghiÖm lµ  < x  < .  

Më réng kÕt qu¶ nµy lªn toµn trôc sè, ta ®−îc tÊt c¶ c¸c nghiÖm cña (2) lµ  

    + k2 < x  <  + k2 (víi   1,911).      

VÝ dô 3. Gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh 

    sin x  > 0,5.        (6) 

Gi¶i 

V× hµm sè y = sin x  tuÇn hoµn víi chu k× 2 

nªn tr−íc hÕt ta t×m nghiÖm cña (6) trªn ®o¹n 

[0 ; 2]. Trªn ®o¹n Êy, bÊt ph−¬ng tr×nh sinx > 0,5 

cã nghiÖm lµ 
6


 < x < 

5

6


 (h. 1.31). (Cã thÓ 

sö dông mét trong hai c¸ch nªu trªn ®Ó suy ra 
kÕt qu¶ nµy). Do ®ã 

sin x  > 0,5    
6


 + k2 < x < 

5

6


 + k2.  

H×nh 1.31 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 1.30 
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H×nh 1.32 

LuyÖn tËp 

37. Mïa xu©n ë Héi Lim (tØnh B¾c Ninh) th−êng cã trß ch¬i ®u. Khi ng−êi ch¬i 

®u nhón ®Òu, c©y ®u sÏ ®−a ng−êi ch¬i ®u dao ®éng qua l¹i vÞ trÝ c©n b»ng. 

Nghiªn cøu trß ch¬i nµy, ng−êi ta thÊy kho¶ng c¸ch h (tÝnh b»ng mÐt) tõ 

ng−êi ch¬i ®u ®Õn vÞ trÝ c©n b»ng (h. 1.32) ®−îc biÓu diÔn qua thêi gian t (t  0 

vµ ®−îc tÝnh b»ng gi©y) bëi hÖ thøc h = |d | víi d = 3cos  2 1
3

t
   

, trong ®ã 

ta quy −íc r»ng d > 0 khi vÞ trÝ c©n b»ng ë vÒ phÝa sau l−ng ng−êi ch¬i ®u vµ 

d < 0 trong tr−êng hîp tr¸i l¹i. 

 

 

 

 
a) T×m c¸c thêi ®iÓm trong vßng 2 gi©y ®Çu tiªn mµ ng−êi ch¬i ®u ë xa vÞ trÝ 

c©n b»ng nhÊt. 

b) T×m c¸c thêi ®iÓm trong vßng 2 gi©y ®Çu tiªn mµ ng−êi ch¬i ®u c¸ch vÞ trÝ 

c©n b»ng 2 mÐt (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn 
1

100
 gi©y). 

38. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) cos
2
x  3sin

2
x = 0 ;   b) (tan x  + cotx)

2
  (tan x  + cot x ) = 2 ; 

c)  sin x  + 2sin
2

x
 = 0,5. 

39. Chøng minh r»ng c¸c ph−¬ng tr×nh sau ®©y v« nghiÖm : 

a) sin x   2cos x  = 3 ;   b) 5sin 2x + sin x  + cos x  + 6 = 0. 

H−íng dÉn b) : §Æt sin x  + cos x  = t. 

40. T×m c¸c nghiÖm cña mçi ph−¬ng tr×nh sau trong kho¶ng ®· cho (khi cÇn tÝnh 

gÇn ®óng th× tÝnh chÝnh x¸c ®Õn 
1

10
 gi©y) : 
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a) 2sin
2
x  3cos x  = 2,  0

o
   x   360

o
 ; 

b) tan x  + 2cot x  = 3,  180
o 

   x   360
o
.  

41. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 3sin
2
x  sin 2x  cos

2
x = 0 ; 

b) 3sin
2
2x  sin 2x cos 2x  4cos

2
2x = 2 ; 

c) 2sin
2
x + (3 + 3 )sin x  cos x  + ( 3  1)cos

2
x = 1. 

42. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) sin x  + sin 2x + sin 3x = cos x  + cos 2x + cos 3x ; 

b) sin x  = 2 sin 5x  cos x  ; 

c) 
1 1 2

sin 2 cos2 sin 4x x x
  ; 

d) sin x  + cos x  = 
cos2

1 sin 2

x

x
. 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng I 

43. Trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau, kh¼ng ®Þnh nµo ®óng, kh¼ng ®Þnh nµo sai ? 

a) C¸c hµm sè y = sin x , y = cos x  cã cïng tËp x¸c ®Þnh. 

b) C¸c hµm sè y = tan x , y = cot x  cã cïng tËp x¸c ®Þnh. 

c) C¸c hµm sè y = sin x , y = tan x  lµ nh÷ng hµm sè lÎ. 

d) C¸c hµm sè y = cos x , y = cot x  lµ nh÷ng hµm sè ch½n. 

e) C¸c hµm sè y = sin x , y = cos x  cïng nghÞch biÕn trªn kho¶ng 
3

;
2 2

  
 
 

. 

f) Hµm sè y = cos x  nghÞch biÕn trªn kho¶ng (2 ; ). 

g) Trªn mçi kho¶ng mµ hµm sè y = tan x  ®ång biÕn th× hµm sè y = cot x  
nghÞch biÕn. 

44. XÐt hµm sè y = f(x) = sin x. 

a) Chøng minh r»ng víi mçi sè nguyªn ch½n m ta cã f(x + m) = f(x) víi mäi x. 

b) LËp b¶ng biÕn thiªn cña hµm sè trªn ®o¹n [1 ; 1]. 

c) VÏ ®å thÞ cña hµm sè ®ã. 

45. §−a c¸c biÓu thøc sau vÒ d¹ng Csin(x + ) : 

a) sin x  + tan
7


 cos x  ;   b) tan

7


 sin x  + cos x . 
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46. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) sin
2

3
x

  
 

 = cos 2x ;  b) tan o2 45x  tan o180
2

x  
 

 = 1 ; 

c) cos2x  sin
2
x = 0 ;   d) 5tan x   2cot x  = 3. 

47. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) sin 2x + sin
2
x = 

1

2
 ;  

b) 2sin
2
x + 3sin x  cosx + cos

2
x = 0 ; 

c) sin
2
 
2

x
 + sinx  2cos

2
 
2

x
 =

1

2
. 

48. a) Chøng minh r»ng 
3 1

sin
12 2 2

 
   

b) Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2sin 2cos 1 3x x    b»ng c¸ch biÕn ®æi vÕ tr¸i vÒ 

d¹ng sin ( ).C x   

c) Gi¶i ph−¬ng tr×nh 2sin 2cos 1 3x x    b»ng c¸ch b×nh ph−¬ng hai vÕ. 

49. Gi¶i ph−¬ng tr×nh 

    
1 cos2 sin 2

cos 1 cos2

x x

x x


 


 

50. Cho ph−¬ng tr×nh 
3 3sin cos

cos2 .
2 cos sin

x x
x

x x





 

a) Chøng minh r»ng 
2

x k


    nghiÖm ®óng ph−¬ng tr×nh. 

b) Gi¶i ph−¬ng tr×nh b»ng c¸ch ®Æt tan x t  (khi 
2

x k


   ).  

Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 
Trong c¸c bµi tõ 51 ®Õn 63, h·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ ®· cho. 

51. Gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc 4 4sin cosx x  lµ  

 (A) 0 ;   (B) 1 ;   (C) 2 ;   (D) 
1

2
  

52. Gi¸ trÞ bÐ nhÊt cña biÓu thøc 
2

sin sin
3

x x
   

 
 lµ  

 (A) 2 ;   (B) 
3

2
;   (C) 1 ;    (D) 0. 
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53. TËp gi¸ trÞ cña hµm sè  2sin 2 3y x   lµ  

 (A) [0 ; 1] ;  (B) [2 ; 3] ;   (C) [2 ; 3] ;  (D) [1 ; 5] . 

54. TËp gi¸ trÞ cña hµm sè  1 2 sin 3y x   lµ  

 (A) [1 ; 1] ;  (B) [0 ; 1] ;   (C) [1 ; 0] ;  (D) [1 ; 3] . 

55. Gi¸ trÞ lín nhÊt cña biÓu thøc 2cos siny x x   lµ  

 (A) 2 ;   (B) 0 ;   (C) 
5

4
;    (D) 1. 

56. TËp gi¸ trÞ cña hµm sè  4cos2 3sin 2y x x   + 6 lµ  

 (A) [3 ; 10] ;  (B) [6 ; 10] ;  (C) [1 ; 13] ;  (D) [1 ; 11] . 

57. Khi x thay ®æi trong kho¶ng 
5 7

;
4 4

  
 
 

 th×  siny x   lÊy mäi gi¸ trÞ thuéc 

 (A) 
2

;1
2

 
  

 ;  (B) 
2

1;
2

 
   
 

 ;  (C) 
2

;0
2

 
  

 ;  (D) [1 ; 1] . 

58. Khi x thay ®æi trong nöa kho¶ng ;
3 3

    
 th×  cosy x   lÊy mäi gi¸ trÞ thuéc 

 (A) 
1

;1
2

 
  

 ;  (B) 
1 1

;
2 2

  
 

 ;  (C) 
1 1

;
2 2

  
 

 ;  (D) 
1

1; .
2

   
 

59. Sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sin 1
4

x
   

 
  thuéc ®o¹n [ ; 2] lµ  

 (A) 1 ;   (B) 2 ;   (C) 0 ;   (D) 3. 

60. Sè  nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sin 2 1
4

x
    

 
  thuéc ®o¹n [0 ; ] lµ  

 (A) 1 ;   (B) 2 ;   (C) 3 ;   (D) 0. 

61. Mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 2 2 2sin sin 2 sin 3 2x x x    lµ   

(A)
12


;   (B) 

3


;   (C) 

8


;   (D) 

6


  

62. Sè  nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh cos 0
2 4

x    
 

 thuéc kho¶ng ( ; 8) lµ  

(A) 1 ;   (B) 3 ;   (C) 2 ;   (D) 4. 

63. Sè nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 
sin 3

0
cos 1

x

x



 thuéc ®o¹n [2 ; 4] lµ  

(A) 2 ;   (B) 4 ;   (C) 5 ;   (D) 6. 
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A. Tæ hîp 

Hai quy t¾c ®Õm c¬ b¶n 

Bµi to¸n ®Õm sè phÇn tö cña mét tËp hîp xuÊt hiÖn kh¸ phæ biÕn trong khoa 

häc còng nh− trong cuéc sèng. NÕu sè phÇn tö cña mét tËp hîp kh«ng nhiÒu 

th× ta cã thÓ ®Õm trùc tiÕp ®−îc sè phÇn tö cña nã b»ng c¸ch liÖt kª. Tuy 

nhiªn, nÕu sè phÇn tö cña mét tËp hîp rÊt lín th× c¸ch ®Õm trùc tiÕp lµ kh«ng 

kh¶ thi.  

Bµi to¸n më ®Çu 

Mçi ng−êi sö dông m¹ng m¸y tÝnh ®Òu cã mËt khÈu. Gi¶ sö mçi mËt khÈu 

gåm 6 kÝ tù, mçi kÝ tù hoÆc lµ mét ch÷ sè (trong 10 ch÷ sè tõ 0 ®Õn 9) hoÆc lµ 

mét ch÷ c¸i (trong b¶ng 26 ch÷ c¸i tiÕng Anh) vµ mËt khÈu ph¶i cã Ýt nhÊt lµ 

mét ch÷ sè. Hái cã thÓ lËp ®−îc tÊt c¶ bao nhiªu mËt khÈu ? 

H1  H·y viÕt mét mËt khÈu. Cã thÓ liÖt kª hÕt c¸c mËt khÈu ®−îc kh«ng ? H·y −íc 

®o¸n thö xem cã kho¶ng bao nhiªu mËt khÈu ? 

Bµi nµy sÏ cung cÊp cho chóng ta hai quy t¾c ®Õm c¬ b¶n nhê ®ã cã thÓ tÝnh 

chÝnh x¸c sè phÇn tö cña mét tËp hîp mµ kh«ng cÇn ®Õm trùc tiÕp. 

1.  Quy t¾c céng 

VÝ dô 1. Mét tr−êng THPT ®−îc cö mét häc sinh ®i dù tr¹i hÌ toµn quèc. 

Nhµ tr−êng quyÕt ®Þnh chän mét häc sinh tiªn tiÕn trong líp 11A hoÆc líp 

12B. Hái nhµ tr−êng cã bao nhiªu c¸ch chän, nÕu biÕt r»ng líp 11A cã 31 

häc sinh tiªn tiÕn vµ líp 12B cã 22 häc sinh tiªn tiÕn ? 

Gi¶i 

Nhµ tr−êng cã hai ph−¬ng ¸n chän. Ph−¬ng ¸n thø nhÊt lµ chän mét häc sinh 

tiªn tiÕn cña líp 11A, ph−¬ng ¸n nµy cã 31 c¸ch chän. Ph−¬ng ¸n thø hai lµ 

chän mét häc sinh tiªn tiÕn cña líp 12B, ph−¬ng ¸n hai nµy cã 22 c¸ch chän. 

VËy nhµ tr−êng cã c¶ th¶y 

     31 + 22 = 53  c¸ch chän.     

11§
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Ta cã quy t¾c ®Õm sau ®©y gäi lµ quy t¾c céng. 

Gi¶ sö mét c«ng viÖc cã thÓ ®−îc thùc hiÖn theo ph−¬ng ¸n A 

hoÆc ph−¬ng ¸n B. Cã n c¸ch thùc hiÖn ph−¬ng ¸n A vµ m c¸ch 

thùc hiÖn ph−¬ng ¸n B. Khi ®ã c«ng viÖc cã thÓ ®−îc thùc hiÖn 

bëi n + m c¸ch. 

Quy t¾c céng cho c«ng viÖc víi nhiÒu ph−¬ng ¸n ®−îc ph¸t biÓu nh− sau : 

Gi¶ sö mét c«ng viÖc cã thÓ ®−îc thùc hiÖn theo mét trong 

k ph−¬ng ¸n 1 2, , ..., kA A A . Cã 1n  c¸ch thùc hiÖn ph−¬ng ¸n 1A , 

2n  c¸ch thùc hiÖn ph−¬ng ¸n 2A ,... vµ kn  c¸ch thùc hiÖn 

ph−¬ng ¸n kA . Khi ®ã c«ng viÖc cã thÓ ®−îc thùc hiÖn bëi 

1 2 kn n n    c¸ch. 

VÝ dô 2. Gi¶ sö tõ tØnh A ®Õn tØnh B cã thÓ ®i b»ng c¸c ph−¬ng tiÖn : « t«, 

tµu ho¶, tµu thuû hoÆc m¸y bay. Mçi ngµy cã 10 chuyÕn « t«, 5 chuyÕn 

tµu ho¶, 3 chuyÕn tµu thuû vµ 2 chuyÕn m¸y bay. Theo quy t¾c céng, ta cã 

10 + 5 + 3 + 2 = 20 sù lùa chän ®Ó ®i tõ tØnh A ®Õn B.     

H2  Trong mét cuéc thi t×m hiÓu vÒ ®Êt n−íc ViÖt Nam, ban tæ chøc c«ng bè danh 

s¸ch c¸c ®Ò tμi bao gåm : 8 ®Ò tμi vÒ lÞch sö, 7 ®Ò tμi vÒ thiªn nhiªn, 10 ®Ò tμi vÒ con 

ng−êi vμ 6 ®Ò tμi vÒ v¨n ho¸. Mçi thÝ sinh ®−îc quyÒn chän mét ®Ò tμi. Hái mçi thÝ 

sinh cã bao nhiªu kh¶ n¨ng lùa chän ®Ò tμi ? 

Chó ý 

Sè phÇn tö cña tËp hîp h÷u h¹n X ®−îc kÝ hiÖu lµ X  (hoÆc n(X)). 

Quy t¾c céng cã thÓ ®−îc ph¸t biÓu d−íi d¹ng sau : 

NÕu A vµ B lµ hai tËp hîp h÷u h¹n kh«ng giao nhau th× sè phÇn tö 

cña A  B b»ng sè phÇn tö cña A céng víi sè phÇn tö cña B, tøc lµ 

    .  A B A B  

2.  Quy t¾c nh©n 

VÝ dô 3. An muèn qua nhµ B×nh ®Ó cïng B×nh ®Õn ch¬i nhµ C−êng. Tõ nhµ 

An ®Õn nhµ B×nh cã 4 con ®−êng ®i, tõ nhµ B×nh tíi nhµ C−êng cã 6 con 

®−êng ®i (h×nh 2.1). Hái An cã bao nhiªu c¸ch chän ®−êng ®i ®Õn nhµ C−êng ? 
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             H×nh 2.1 

Gi¶i 

Víi mçi c¸ch ®i tõ nhµ An ®Õn nhµ B×nh sÏ cã 6 c¸ch ®i tiÕp tõ nhµ B×nh ®Õn nhµ 

C−êng. V× cã 4 c¸ch ®i tõ nhµ An ®Õn B×nh nªn cã c¶ th¶y 4 . 6 = 24 c¸ch ®i tõ 

nhµ An qua nhµ B×nh ®Õn nhµ C−êng.         

Ta cã quy t¾c ®Õm sau ®©y gäi lµ quy t¾c nh©n.     

Gi¶ sö mét c«ng viÖc nµo ®ã bao gåm hai c«ng ®o¹n A vµ B. 

C«ng ®o¹n A cã thÓ lµm theo n c¸ch. Víi mçi c¸ch thùc hiÖn 

c«ng ®o¹n A th× c«ng ®o¹n B cã thÓ lµm theo m c¸ch. Khi ®ã 

c«ng viÖc cã thÓ thùc hiÖn theo nm c¸ch. 

H3  Nh·n mçi chiÕc ghÕ trong mét héi tr−êng gåm hai phÇn : phÇn ®Çu lμ mét ch÷ 

c¸i (trong b¶ng 24 ch÷ c¸i tiÕng ViÖt), phÇn thø hai lμ mét sè nguyªn d−¬ng nhá 

h¬n 26. Hái cã nhiÒu nhÊt bao nhiªu chiÕc ghÕ ®−îc ghi nh·n kh¸c nhau ?  

Quy t¾c nh©n cho c«ng viÖc víi nhiÒu c«ng ®o¹n ®−îc ph¸t biÓu nh− sau : 

Gi¶ sö mét c«ng viÖc nµo ®ã bao gåm k c«ng 

®o¹n 1 2, , ..., kA A A . C«ng ®o¹n 1A  cã thÓ thùc hiÖn theo 1n  

c¸ch, c«ng ®o¹n 2A  cã thÓ thùc hiÖn theo 2n  c¸ch, ..., c«ng 

®o¹n kA  cã thÓ thùc hiÖn theo kn  c¸ch. Khi ®ã c«ng viÖc cã 

thÓ thùc hiÖn theo 1 2 kn n n  c¸ch. 

VÝ dô 4. BiÓn sè xe m¸y cña tØnh A (nÕu kh«ng kÓ m· sè tØnh) cã 6 kÝ tù, 

trong ®ã kÝ tù ë vÞ trÝ ®Çu tiªn lµ mét ch÷ c¸i (trong b¶ng 26 ch÷ c¸i 

tiÕng Anh), kÝ tù ë vÞ trÝ thø hai lµ mét ch÷ sè thuéc tËp {1, 2, ..., 9}, mçi kÝ tù  

ë bèn vÞ trÝ tiÕp theo lµ mét ch÷ sè thuéc tËp {0, 1, ..., 9}. Hái nÕu chØ dïng 

mét m· sè tØnh th× tØnh A cã thÓ lµm ®−îc nhiÒu nhÊt bao nhiªu biÓn sè xe 

m¸y kh¸c nhau ? 
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Gi¶i 

Ta cã 26 c¸ch chän ch÷ c¸i ®Ó xÕp ë vÞ trÝ ®Çu tiªn. T−¬ng tù cã 9 c¸ch chän 

ch÷ sè cho vÞ trÝ thø hai vµ cã 10 c¸ch chän ch÷ sè cho mçi vÞ trÝ trong bèn vÞ 

trÝ cßn l¹i. Theo quy t¾c nh©n, ta cã tÊt c¶ 

   26 . 9 . 10 . 10 . 10 . 10 = 2340000  (biÓn sè xe).    

VÝ dô 5. Trë l¹i bµi to¸n më ®Çu. H·y tÝnh xem : 

a) Cã bao nhiªu d·y gåm 6 kÝ tù, mçi kÝ tù hoÆc lµ mét ch÷ c¸i (trong b¶ng 26 

ch÷ c¸i) hoÆc lµ mét ch÷ sè (trong 10 ch÷ sè tõ 0 ®Õn 9) ? 

b) Cã bao nhiªu d·y gåm 6 kÝ tù nãi ë c©u a) kh«ng ph¶i lµ mËt khÈu ? 

c) Cã thÓ lËp ®−îc nhiÒu nhÊt bao nhiªu mËt khÈu ? 

Gi¶i 

a) V× mçi kÝ tù cã 26 + 10 = 36 c¸ch chän nªn theo quy t¾c nh©n, ta cã thÓ lËp 

®−îc 636  d·y gåm 6 kÝ tù nh− vËy.  

b) D·y gåm 6 kÝ tù kh«ng ph¶i lµ mét mËt khÈu nÕu tÊt c¶ 6 kÝ tù ®Òu lµ ch÷ 

c¸i. V× mçi kÝ tù cã 26 c¸ch chän nªn theo quy t¾c nh©n, sè d·y gåm 6 kÝ tù 

kh«ng ph¶i lµ mét mËt khÈu lµ 626 . 

c) VËy cã 6 636 26  = 1 867 866 560 mËt khÈu.       

C©u hái vμ bμi tËp 

1. Gi¶ sö b¹n muèn mua mét ¸o s¬ mi cì 39 hoÆc 40. ¸o cì 39 cã 5 mµu kh¸c 

nhau, ¸o cì 40 cã 4 mµu kh¸c nhau. Hái b¹n cã bao nhiªu sù lùa chän (vÒ 

mµu vµ cì ¸o) ? 

2. Cã bao nhiªu sè tù nhiªn cã hai ch÷ sè mµ hai ch÷ sè cña nã ®Òu ch½n ? 

3.  Trong mét tr−êng THPT, khèi 11 cã 280 häc sinh nam vµ 325 häc sinh n÷. 

a) Nhµ tr−êng cÇn chän mét häc sinh ë khèi 11 ®i dù d¹ héi cña häc sinh 

thµnh phè. Hái nhµ tr−êng cã bao nhiªu c¸ch chän ? 

b) Nhµ tr−êng cÇn chän hai häc sinh trong ®ã cã mét nam vµ mét n÷ ®i dù 

tr¹i hÌ cña häc sinh thµnh phè. Hái nhµ tr−êng cã bao nhiªu c¸ch chän ? 

4. Tõ c¸c ch÷ sè 1, 5, 6, 7 cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè tù nhiªn 

a) Cã 4 ch÷ sè (kh«ng nhÊt thiÕt kh¸c nhau) ?  

b) Cã 4 ch÷ sè kh¸c nhau ? 
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quy t¾c céng më réng 

Quy t¾c céng cho ta c«ng thøc tÝnh sè phÇn tö cña hîp hai tËp hîp h÷u h¹n kh«ng 
giao nhau. Tuy nhiªn trong nhiÒu bµi to¸n tæ hîp, chóng ta ph¶i tÝnh sè phÇn tö cña 

hîp hai tËp hîp h÷u h¹n A vµ B cã giao kh¸c . Trong tr−êng hîp nµy, khi céng sè 

phÇn tö cña A víi sè phÇn tö cña B, th× sè phÇn tö cña A B  sÏ ®−îc tÝnh hai lÇn. 

Thµnh thö, ë kÕt qu¶ ph¶i bít ®i sè phÇn tö cña .A B  Ta cã quy t¾c céng më réng 

sau ®©y : 

Cho hai tËp hîp h÷u h¹n bÊt k× A vμ B. Khi ®ã sè phÇn tö cña A B  b»ng sè phÇn 

tö cña A céng víi sè phÇn tö cña B råi trõ ®i sè phÇn tö cña A B , tøc lμ  

    A  B = A + B A  B. 

VÝ dô. Trong mét tr−êng THPT, khèi 11 cã : 160 häc sinh tham gia c©u l¹c bé 

Tin häc, 140 häc sinh tham gia c©u l¹c bé Ngo¹i ng÷, 50 häc sinh tham gia c¶ hai 

c©u l¹c bé vµ 100 häc sinh kh«ng tham gia c©u l¹c bé nµo trong hai c©u l¹c bé nªu 

trªn. Hái khèi 11 ë tr−êng ®ã cã bao nhiªu häc sinh ? 

Gi¶i 

Gäi tËp hîp häc sinh khèi 11 ë tr−êng THPT tham gia c©u l¹c bé Tin häc vµ c©u l¹c 

bé Ngo¹i ng÷ lÇn l−ît lµ A vµ B. 

Khi ®ã tËp hîp häc sinh khèi 11 ë tr−êng ®ã tham gia c©u l¹c bé (Tin häc hoÆc Ngo¹i 

ng÷) lµ A  B. 

Theo bµi ra ta cã A = 160, B = 140, A  B = 50. 

Theo quy t¾c céng më réng, sè häc sinh khèi 11 tham gia c©u l¹c bé (Tin häc hoÆc 
Ngo¹i ng÷) lµ 

  A  B = A + B A  B = 160 + 140 50 = 250. 

VËy khèi 11 ë tr−êng ®ã cã 250 + 100 = 350 (häc sinh).      
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Ho¸n vÞ, chØnh hîp vμ tæ hîp 

1.  Ho¸n vÞ 

a) Ho¸n vÞ lµ g× ? 

VÝ dô 1. Ba vËn ®éng viªn An, B×nh vµ Ch©u ch¹y thi. NÕu kh«ng kÓ tr−êng 

hîp cã hai vËn ®éng viªn vÒ ®Ých cïng mét lóc th× c¸c kh¶ n¨ng sau ®©y ®Òu 

cã thÓ x¶y ra : 

Gi¶i C¸c kÕt qu¶ cã thÓ 

NhÊt An An B×nh B×nh Ch©u Ch©u 

Nh× B×nh Ch©u An Ch©u An B×nh 

Ba Ch©u B×nh Ch©u An B×nh An 

 

KÕt qu¶ cuéc thi ch¹y lµ mét danh s¸ch 

gåm ba ng−êi xÕp theo thø tù nhÊt, 

nh×, ba. Danh s¸ch nµy gäi lµ mét ho¸n 

vÞ cña tËp hîp {An, B×nh, Ch©u}. 

NÕu kÝ hiÖu tËp hîp {An, B×nh, Ch©u} 

lµ {a, b, c} th× tËp nµy cã tÊt c¶ s¸u 

ho¸n vÞ lµ (a, b, c), (a, c, b), (b, a, c), 

(b, c, a), (c, a, b), (c, b, a). 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã 

Cho tËp hîp A cã n (n  1) phÇn tö. Khi s¾p xÕp n phÇn tö nµy 

theo mét thø tù, ta ®−îc mét ho¸n vÞ c¸c phÇn tö cña tËp A (gäi 

t¾t lµ mét ho¸n vÞ cña A). 

H1  Cho tËp hîp A = {a, b, c, d}. H·y viÕt t¸m ho¸n vÞ cña A. 

b) Sè c¸c ho¸n vÞ  

Bµi to¸n ®Æt ra lµ : NÕu tËp hîp A cã n phÇn tö th× cã tÊt c¶ bao nhiªu ho¸n vÞ 

cña A ? 

22§
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KÝ hiÖu Pn  lµ sè c¸c ho¸n vÞ cña tËp hîp cã n phÇn tö. Ta cã 

§Þnh lÝ 1 

Sè c¸c ho¸n vÞ cña mét tËp hîp cã n phÇn tö lµ 

  Pn  = n! = n(n  1)(n  2)...1. 

Chøng minh 

ViÖc s¾p xÕp thø tù n phÇn tö cña A lµ mét c«ng viÖc gåm n c«ng ®o¹n. C«ng 

®o¹n 1 lµ chän phÇn tö ®Ó xÕp vµo vÞ trÝ thø nhÊt, c«ng ®o¹n 2 lµ chän phÇn tö ®Ó 

xÕp vµo vÞ trÝ thø hai, c«ng ®o¹n 3 lµ chän phÇn tö ®Ó xÕp vµo vÞ trÝ thø ba, ..., 

c«ng ®o¹n n lµ chän phÇn tö ®Ó xÕp vµo vÞ trÝ thø n. ë c«ng ®o¹n 1 ta cã 

thÓ chän bÊt k× phÇn tö nµo trong n phÇn tö cña A nªn cã n c¸ch thùc hiÖn. Sau 

khi chän xong phÇn tö xÕp vµo vÞ trÝ thø nhÊt, ë c«ng ®o¹n 2 ta cã thÓ chän 

bÊt k× phÇn tö nµo trong n  1 phÇn tö cßn l¹i cña A ®Ó xÕp vµo vÞ trÝ thø hai 

nªn cã n  1 c¸ch thùc hiÖn. TiÕp tôc nh− vËy ë b−íc 3 ta cã n 2 c¸ch thùc 

hiÖn, ..., vµ ë b−íc thø n (b−íc cuèi cïng) ta chØ cßn 1 c¸ch thùc hiÖn. Theo 

quy t¾c nh©n, ta cã c¶ th¶y n(n  1)(n  2)...1 = n! c¸ch s¾p xÕp thø tù n 

phÇn tö cña tËp A, tøc lµ cã n! ho¸n vÞ.         

VÝ dô 2. Mét ®oµn kh¸ch du lÞch dù ®Þnh ®Õn tham quan b¶y ®Þa ®iÓm A, B, 

C, D, E, G vµ H ë thñ ®« Hµ Néi. Hä ®i tham quan theo mét thø tù nµo ®ã, 

ch¼ng h¹n BACEDGH. Nh− vËy, mçi c¸ch chän thø tù c¸c 

®Þa ®iÓm tham quan lµ mét ho¸n vÞ cña tËp {A, B, C, D, E, G, H}. Thµnh thö, 

®oµn kh¸ch cã tÊt c¶ 7! = 5040 c¸ch chän.       

H2  Tõ c¸c ch÷ sè 1, 2, 3, 4, 5 cã thÓ lËp ®−îc tÊt c¶ bao nhiªu sè tù nhiªn cã n¨m 

ch÷ sè kh¸c nhau ? 

2.  ChØnh hîp 

a) ChØnh hîp lµ g× ? 

VÝ dô 3. Trong trËn chung kÕt bãng ®¸ ph¶i ph©n ®Þnh th¾ng thua b»ng ®¸ 

lu©n l−u 11 mÐt. HuÊn luyÖn viªn cña mçi ®éi cÇn tr×nh víi träng tµi mét danh 

s¸ch s¾p thø tù 5 cÇu thñ trong sè 11 cÇu thñ ®Ó ®¸ lu©n l−u 5 qu¶ 11 mÐt.  

Mçi danh s¸ch cã xÕp thø tù 5 cÇu thñ ®−îc gäi lµ mét chØnh hîp chËp 5 cña 

11 cÇu thñ. 
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Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã 

Cho tËp hîp A gåm n phÇn tö vµ sè nguyªn k víi 1 k n  . Khi 

lÊy ra k phÇn tö cña A vµ s¾p xÕp chóng theo mét thø tù, ta ®−îc 

mét chØnh hîp chËp k cña n phÇn tö cña A (gäi t¾t lµ mét chØnh 

hîp chËp k cña A).  

H3  Cho tËp hîp A = {a, b, c}. H·y viÕt tÊt c¶ c¸c chØnh hîp chËp 2 cña A. 

NhËn xÐt 
Hai chØnh hîp kh¸c nhau khi vµ chØ khi hoÆc cã Ýt nhÊt mét phÇn tö cña chØnh 

hîp nµy mµ kh«ng lµ phÇn tö cña chØnh hîp kia, hoÆc c¸c phÇn tö cña hai 

chØnh hîp gièng nhau nh−ng ®−îc s¾p xÕp theo thø tù kh¸c nhau. 

b) Sè c¸c chØnh hîp 

VÝ dô 4. Trë l¹i vÝ dô 3, h·y tÝnh xem huÊn luyÖn viªn cña mçi ®éi cã bao 

nhiªu c¸ch lËp danh s¸ch 5 cÇu thñ. 

Gi¶i 

HuÊn luyÖn viªn cña mçi ®éi cã thÓ chän mét trong 11 cÇu thñ ®Ó ®¸ qu¶ ®Çu 

tiªn. TiÕp theo cã 10 c¸ch chän cÇu thñ ®¸ qu¶ thø hai, råi cã 9 c¸ch chän cÇu 

thñ ®¸ qu¶ thø ba, råi l¹i cã 8 c¸ch chän cÇu thñ ®¸ qu¶ thø t− vµ cuèi cïng cã 

7 c¸ch chän cÇu thñ ®¸ qu¶ thø n¨m. Theo quy t¾c nh©n, huÊn luyÖn viªn cña 

mçi ®éi sÏ cã 

    11 . 10 . 9 . 8 . 7 = 55440  c¸ch chän.      

Bµi to¸n tæng qu¸t ®Æt ra lµ : Cho mét tËp hîp cã n phÇn tö vµ sè nguyªn k víi 

1  k  n. Hái cã tÊt c¶ bao nhiªu chØnh hîp chËp k cña tËp hîp ®ã ? 

Sè c¸c chØnh hîp chËp k cña mét tËp hîp cã n phÇn tö ®−îc kÝ hiÖu lµ k
nA .   

§Þnh lÝ 2 

Sè c¸c chØnh hîp chËp k cña mét tËp hîp cã n phÇn tö 

(1  k  n) lµ 

    ( 1)( 2)...( 1).    k
n n n n n kA         (1) 

Chøng minh 

ViÖc lËp mét chØnh hîp chËp k cña tËp hîp cã n phÇn tö ®−îc coi nh− mét 

c«ng viÖc gåm k c«ng ®o¹n. C«ng ®o¹n 1 lµ chän phÇn tö xÕp vµo vÞ trÝ thø 

nhÊt. C«ng ®o¹n 2 lµ chän phÇn tö xÕp vµo vÞ trÝ thø hai, .... C«ng ®o¹n k lµ 
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chän phÇn tö xÕp vµo vÞ trÝ thø k. V× tËp hîp cã n phÇn tö nªn c«ng ®o¹n 1 

cã n c¸ch thùc hiÖn. Sang c«ng ®o¹n 2 chØ cßn n  1 phÇn tö ch−a chän cho 

nªn cã n  1 c¸ch thùc hiÖn. T−¬ng tù c«ng ®o¹n 3 cã n  2 c¸ch chän, ... vµ ë 

c«ng ®o¹n cuèi (c«ng ®o¹n thø k) ta cã n  k + 1 c¸ch thùc hiÖn. Theo quy 

t¾c nh©n, ta cã n(n  1)(n 2)...(n  k + 1) c¸ch lËp ra mét chØnh hîp 

chËp k. §ã còng chÝnh lµ sè c¸c chØnh hîp chËp k cña mét tËp hîp gåm n 

phÇn tö.             

NhËn xÐt 

Tõ ®Þnh nghÜa ta thÊy mét ho¸n vÞ cña tËp hîp n phÇn tö lµ mét chØnh hîp 

chËp n cña tËp ®ã nªn ! n
n n nA P . 

VÝ dô 5. Trong mÆt ph¼ng cho mét tËp hîp gåm 6 ®iÓm ph©n biÖt. Cã bao 

nhiªu vect¬ kh¸c vect¬ 0


 cã ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi thuéc tËp hîp ®iÓm nµy ? 

Gi¶i 

Mçi cÆp s¾p thø tù gåm hai ®iÓm (A, B) cho ta mét vect¬ cã ®iÓm ®Çu A, ®iÓm 

cuèi B vµ ng−îc l¹i. Nh− vËy, mçi vect¬ cã thÓ xem lµ mét chØnh hîp chËp 2 

cña tËp hîp 6 ®iÓm ®· cho. Thµnh thö sè vect¬ cÇn t×m lµ 

     2
6A  = 6 . 5 = 30.        

Chó ý 
 Víi 0 < k < n th× ta cã thÓ viÕt c«ng thøc (1) d−íi d¹ng 

    
!

( )!
k
n

n

n k
 


A       (2) 

 Ta quy −íc  

     0! = 1 vµ 1.n 0A  

Khi ®ã c«ng thøc (2) ®óng cho c¶ k = 0  vµ k n . VËy c«ng 

thøc (2) ®óng víi mäi sè nguyªn k tho¶ m·n 0  k  n. 

3.  Tæ hîp 

a) Tæ hîp lµ g× ? 

Cho tËp A cã n phÇn tö vµ sè nguyªn k víi 1  k  n. Mçi tËp con 

cña A cã k phÇn tö ®−îc gäi lµ mét tæ hîp chËp k cña n phÇn tö 

cña A (gäi t¾t lµ mét tæ hîp chËp k cña A).  
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Nh− vËy lËp mét tæ hîp chËp k cña A chÝnh lµ lÊy ra k phÇn tö cña A (kh«ng 

quan t©m ®Õn thø tù). 

H4  ViÕt tÊt c¶ c¸c tæ hîp chËp 3 cña tËp A = {a, b, c, d}. 

b) Sè c¸c tæ hîp 

KÝ hiÖu k
nC  (hoÆc  )n

k  lµ sè c¸c tæ hîp chËp k cña mét tËp hîp cã n phÇn tö. 

§Þnh lÝ 3 

Sè c¸c tæ hîp chËp k cña mét tËp hîp cã n phÇn tö (1  k  n) lµ  

    Ck
n  = 

A ( 1)( 2)...( 1)

! !

   
 

k
n n n n n k

k k
        (3) 

Chøng minh 

Mçi c¸ch s¾p thø tù c¸c phÇn tö cña mét tæ hîp chËp k cña A cho ta mét chØnh 

hîp chËp k cña A. Nãi c¸ch kh¸c, mçi ho¸n vÞ cña mét tæ hîp chËp k cña A 

cho ta mét chØnh hîp chËp k cña A. VËy tõ mét tæ hîp chËp k cña A ta lËp 

®−îc k ! chØnh hîp chËp k cña A. VËy ta cã 

 k
nA  = Ck

n k!  hay  
( 1)( 2)...( 1)

C
! !

   
 

k
k n
n

n n n n k

k k

A
.   

Chó ý 
 Víi 1 k n  , ta cã thÓ viÕt c«ng thøc (3) d−íi d¹ng 

     
!

C
!( )!

 


k
n

n

k n k
     (4) 

 Ta quy −íc 0C 1n  (coi  lµ tæ hîp chËp 0 cña tËp hîp cã n phÇn 

tö). Víi quy −íc nµy c«ng thøc (4) còng ®óng víi k = 0. VËy c«ng 

thøc (4) ®óng víi mäi sè nguyªn k tho¶ m·n 0 .k n   

VÝ dô 6. Trong mÆt ph¼ng cho mét tËp hîp P gåm 7 ®iÓm, trong ®ã kh«ng cã 

3 ®iÓm nµo th¼ng hµng. Hái cã bao nhiªu tam gi¸c cã 3 ®Ønh ®Òu thuéc P ? 

Gi¶i 

Víi mçi tËp con gåm 3 ®iÓm bÊt k× cña P, ta t¹o ®−îc mét tam gi¸c víi c¸c 

®Ønh lµ 3 ®iÓm ®ã. Ng−îc l¹i, mçi tam gi¸c cã 3 ®Ønh thuéc P t−¬ng øng víi 
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mét tËp con gåm 3 ®iÓm cña P. VËy sè tam gi¸c cã 3 ®Ønh thuéc P chÝnh b»ng 

sè c¸c tæ hîp chËp 3 cña tËp P, tøc lµ b»ng 

     3
7

7.6.5
C 35

3!
  .       

Trong mét sè bµi to¸n ®Õm phøc t¹p h¬n, ta cÇn phèi hîp sö dông c¸c c«ng 

thøc vÒ tæ hîp vµ quy t¾c nh©n. 

VÝ dô 7. Trong mét líp cã 20 häc sinh nam vµ 15 häc sinh n÷. ThÇy gi¸o chñ 

nhiÖm cÇn chän 4 häc sinh nam vµ 3 häc sinh n÷ ®i tham gia chiÕn dÞch 

"Mïa hÌ xanh" cña §oµn Thanh niªn Céng s¶n Hå ChÝ Minh. Hái cã bao 

nhiªu c¸ch chän ? 

Gi¶i 

Ta cã 4
20

20.19.18.17
C 4845

1.2.3.4
   c¸ch chän 4 häc sinh nam trong sè 20 häc 

sinh nam vµ cã 3
15

15.14.13
C 455

1.2.3
   c¸ch chän 3 häc sinh n÷ trong sè 

15 häc sinh n÷. Theo quy t¾c nh©n, sè c¸ch chän lµ 

    4845 . 455 2204 475 .      

4. Hai tÝnh chÊt c¬ b¶n cña sè Ck
n  

a) TÝnh chÊt 1 

Cho sè nguyªn d−¬ng n vµ sè nguyªn k víi 0  k  n. Khi ®ã 

C C .k n k
n n  

Chøng minh 

Ta cã  
!

C
!( )!




k
n

n

k n k
,    

! !
C

( )!( ( ))! ( )! !
  

   
n k
n

n n

n k n n k n k k
. 

Do ®ã C C k n k
n n .           

b) TÝnh chÊt 2 (h»ng ®¼ng thøc Pa-xcan) 

Cho c¸c sè nguyªn n vµ k  víi 1  k  n. Khi ®ã 

    1
1C C C .

  k k k
n n n  
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Chøng minh 

Ta cã        1C k
n   = 

( 1)...( 2)

( 1)!

n n n k

k

  


,  
( 1)...( 1)

C
!

k
n

n n n k

k

  
   

VËy 

1C C k k
n n  = 

( 1)...( 1) ( 1)...( 2)

!

n n n k kn n n k

k

      
 

   = 
( 1)...( 2)( 1 )

!

n n n k n k k

k

     
 

   = 1

( 1) ...( 2)
C

! 
  

 k
n

n n n k

k
.      

C©u hái vμ bμi tËp 

5. Cã bao nhiªu kh¶ n¨ng cã thÓ x¶y ra ®èi víi thø tù gi÷a c¸c ®éi trong mét 

gi¶i bãng ®¸ cã 5 ®éi bãng ? (Gi¶ sö r»ng kh«ng cã hai ®éi nµo cã ®iÓm 

trïng nhau). 

6. Gi¶ sö cã 8 vËn ®éng viªn tham gia ch¹y thi. NÕu kh«ng kÓ tr−êng hîp cã hai 

vËn ®éng viªn vÒ ®Ých cïng mét lóc th× cã bao nhiªu kÕt qu¶ cã thÓ x¶y ra 

®èi víi c¸c vÞ trÝ thø nhÊt, thø nh× vµ thø ba ? 

7.  Trong mÆt ph¼ng cho mét tËp hîp P gåm n ®iÓm. Hái : 

a) Cã bao nhiªu ®o¹n th¼ng mµ hai ®Çu mót thuéc P ? 

b) Cã bao nhiªu vect¬ kh¸c vect¬ 0


 mµ ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi thuéc P ? 

8.  Trong mét Ban chÊp hµnh ®oµn gåm 7 ng−êi, cÇn chän 3 ng−êi vµo ban  

th−êng vô. 

a) NÕu kh«ng cã sù ph©n biÖt vÒ chøc vô cña 3 ng−êi trong ban th−êng vô th× 

cã bao nhiªu c¸ch chän ? 

b) NÕu cÇn chän 3 ng−êi vµo ban th−êng vô víi c¸c chøc vô : BÝ th−, Phã BÝ 

th−, Uû viªn th−êng vô th× cã bao nhiªu c¸ch chän ? 
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H×nh 2.2 

LuyÖn tËp 

9. Mét bµi thi tr¾c nghiÖm kh¸ch quan gåm 10 c©u. Mçi c©u cã 4 ph−¬ng ¸n tr¶ 

lêi. Hái bµi thi ®ã cã bao nhiªu ph−¬ng ¸n tr¶ lêi ? 

10. Cã bao nhiªu sè tù nhiªn cã 6 ch÷ 

sè vµ chia hÕt cho 5 ? 

11. XÐt m¹ng ®−êng nèi c¸c tØnh A, B, 

C, D, E, F, G, trong ®ã sè viÕt trªn 

mét c¹nh cho biÕt sè con ®−êng 

nèi hai tØnh n»m ë hai ®Çu mót 

cña c¹nh (h. 2.2). Hái cã bao nhiªu 

c¸ch ®i tõ tØnh A ®Õn tØnh G ?     

12.  XÐt s¬ ®å m¹ng ®iÖn ë h×nh 2.3 cã 6 c«ng t¾c kh¸c nhau, trong ®ã mçi c«ng 

t¾c cã 2 tr¹ng th¸i ®ãng vµ më.  

 

 
H×nh 2.3 

Hái cã bao nhiªu c¸ch ®ãng - më 6 c«ng t¾c ®Ó m¹ng ®iÖn th«ng m¹ch tõ P 

®Õn Q (tøc lµ cã dßng ®iÖn tõ P ®Õn Q) ? 

13. Mét cuéc thi cã 15 ng−êi tham dù, gi¶ thiÕt r»ng kh«ng cã hai ng−êi nµo cã 

®iÓm b»ng nhau. 

a) NÕu kÕt qu¶ cña cuéc thi lµ viÖc chän ra 4 ng−êi ®iÓm cao nhÊt th× cã 

bao nhiªu kÕt qu¶ cã thÓ ? 

b) NÕu kÕt qu¶ cña cuéc thi lµ viÖc chän ra c¸c gi¶i nhÊt, nh×, ba th× cã bao 

nhiªu kÕt qu¶ cã thÓ ?  

14. Trong mét d¹ héi cuèi n¨m ë mét c¬ quan, ban tæ chøc ph¸t ra 100 vÐ xæ sè 

®¸nh sè tõ 1 ®Õn 100 cho 100 ng−êi. Xæ sè cã bèn gi¶i : 1 gi¶i nhÊt, 1 gi¶i 

nh×, 1 gi¶i ba, 1 gi¶i t−. KÕt qu¶ lµ viÖc c«ng bè ai tróng gi¶i nhÊt, gi¶i nh×, 

gi¶i ba, gi¶i t−. Hái : 

a) Cã bao nhiªu kÕt qu¶ cã thÓ ? 
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b) Cã bao nhiªu kÕt qu¶ cã thÓ, nÕu biÕt r»ng ng−êi gi÷ vÐ sè 47 ®−îc gi¶i nhÊt ? 

c) Cã bao nhiªu kÕt qu¶ cã thÓ, nÕu biÕt r»ng ng−êi gi÷ vÐ sè 47 tróng mét 

trong bèn gi¶i ? 

15. Mét tæ cã 8 em nam vµ 2 em n÷. Ng−êi ta cÇn chän ra 5 em trong tæ tham dù 

cuéc thi häc sinh thanh lÞch cña  tr−êng. Yªu cÇu trong c¸c em ®−îc chän,  

ph¶i cã Ýt nhÊt mét em n÷.  Hái cã bao nhiªu c¸ch chän ? 

16. Mét nhãm häc sinh cã 7 em nam vµ 3 em n÷. Ng−êi ta cÇn chän ra 5 em trong 

nhãm  tham gia ®ång diÔn thÓ dôc. Trong  5 em ®−îc chän, yªu cÇu kh«ng cã 

qu¸ mét em n÷. Hái cã bao nhiªu c¸ch chän ? 

NhÞ thøc Niu-t¬n 

1.  C«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n 

Ta ®· biÕt c¸c h»ng ®¼ng thøc  

   2 2 2( ) 2 ,a b a ab b     

   3 3 2 2 3( ) 3 3 .a b a a b ab b      

C¸c hÖ sè trong khai triÓn 2( )a b  theo thø tù tõ tr¸i qua ph¶i lµ 0
21 C ;  

1 2
2 22 C ;1 C   tøc lµ 2 0 2 1 2 2

2 2 2( ) C C C   a b a ab b . 

C¸c hÖ sè trong khai triÓn 3( )a b  theo thø tù tõ tr¸i qua ph¶i lµ 0
31 C ;  

1
33 C ;  2

33 C ;  vµ 3
31 C  tøc lµ 3 0 3 1 2 2 2 3 3

3 3 3 3( ) C C C C    a b a a b ab b .  

Tæng qu¸t, ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng : 

    0 1 1( ) C C ... C ... C       n n n k n k k n n
n n n na b a a b a b b  

   = 
0

C
n

k n k k
n

k

a b


  (quy −íc a

o
 = b

o
 = 1). 

C«ng thøc nµy ®−îc gäi lµ c«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n (gäi t¾t lµ nhÞ thøc 

Niu-t¬n). 

33§
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VÝ dô 1. TÝnh hÖ sè cña 12 13x y  trong khai triÓn 25( )x y . 

Gi¶i 

Theo c«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n, hÖ sè nµy lµ 13
25

25!
5200300

13!.12!
 C .  

VÝ dô 2. T×m hÖ sè cña 3x  trong khai triÓn 5(3 4) .x   

Gi¶i 

Ta cã 5 5(3 4) (3 ( 4))x x    . Theo c«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n, sè h¹ng 

chøa 3x  lµ 2 3 2
5(3 ) .( 4)x C . VËy hÖ sè cña 3x  lµ 3 210 . 3 . ( 4)  = 4320.  

H1  T×m hÖ sè cña 
2x  trong khai triÓn 

5(3 4) .x   

VÝ dô 3. ViÕt khai triÓn 6( 2)x  . 

Gi¶i 

Theo c«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n 

 6 6( 2) ( 2 )x x     = 
6

6
6

0

( 2)k k k

k

x


C  = 

6

0

k
k

k

a x

  víi 6

6 ( 2)k k
ka  C . 

TÝnh theo c«ng thøc nµy, ta cã 

  0 64a  ;   5
1 6.( 2) 192a     ; 

  4
2 15 . 2 240a   ; 3

3 20.( 2) 160a     ; 

  2
4 15 . 2 60a   ; 5 6.( 2) 12a     ;  6 1.a   

VËy 6 6 5 4 3 2( 2) 12 60 160 240 192 64.x x x x x x x           

VÝ dô 4. Gäi T lµ sè c¸c tËp con (kÓ c¶ tËp rçng) cña mét tËp hîp cã n phÇn tö. 

Chøng minh r»ng 2 .nT   

Gi¶i 

Víi mçi sè nguyªn k (1  k  n), sè tËp con cã k phÇn tö cña tËp hîp cã n 

phÇn tö lµ k
nC . V× cã ®óng mét tËp con (tËp rçng) cã 0 phÇn tö  vµ 0

nC  = 1 nªn  

      T = 
0

.
n

k
n

k
 C        (1) 
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Trong c«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n ®Æt a = b = 1, ta ®−îc 

     
0

2 (1 1)
n

n n k
n

k
    C .     (2) 

Tõ (1) vµ (2) ta ®−îc  T = 2n .         

2.  Tam gi¸c Pa-xcan 

Trªn ®©y ta thÊy muèn khai triÓn ( )na b  thµnh ®a thøc, ta cÇn biÕt n + 1 sè 

0 1 2 1C , C , C , ..., C , Cn n
n n n n n  cã mÆt trong c«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n. C¸c sè 

nµy cã thÓ tÝnh ®−îc nhê c«ng thøc (4) ë §2. Ngoµi ra cßn cã thÓ t×m ®−îc 

chóng b»ng c¸ch sö dông b¶ng sè sau ®©y :  

        

 

 

 

 

 

B¶ng sè nµy do nhµ to¸n häc Ph¸p Pa-xcan thiÕt lËp vµo n¨m 1653 vµ ®−îc 

ng−êi ta gäi lµ tam gi¸c Pa-xcan. 

Tam gi¸c Pa-xcan ®−îc lËp theo quy luËt sau :  

§Ønh ®−îc ghi sè 1. TiÕp theo lµ hµng thø nhÊt ghi hai sè 1. 

 NÕu biÕt hµng thø n (n  1) th× hµng thø n + 1 tiÕp theo ®−îc thiÕt 

lËp b»ng c¸ch céng hai sè liªn tiÕp cña hµng thø n råi viÕt kÕt qu¶ 

xuèng hµng d−íi ë vÞ trÝ gi÷a hai sè nµy. Sau ®ã viÕt sè 1 ë ®Çu vµ 

cuèi hµng. 

Ch¼ng h¹n, khi cã hµng thø n¨m ta thiÕt lËp hµng thø s¸u nh− sau : Theo thø 

tù tõ tr¸i sang ph¶i, ta lÊy 1 + 5 = 6 vµ viÕt sè 6 xuèng hµng d−íi ë vÞ trÝ gi÷a 

sè 1 vµ sè 5 ; lÊy 5 + 10 = 15 vµ viÕt sè 15 xuèng hµng d−íi ë vÞ trÝ gi÷a sè 5 

vµ sè 10 ; lÊy 10 + 10 = 20 vµ viÕt sè 20 xuèng hµng d−íi ë vÞ trÝ gi÷a sè 10 

vµ sè 10 ; lÊy 10 + 5 = 15 vµ viÕt sè 15 xuèng hµng d−íi ë vÞ trÝ gi÷a sè 10 vµ 
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sè 5 ; lÊy 5 + 1 = 6 vµ viÕt sè 6 xuèng hµng d−íi ë vÞ trÝ gi÷a sè 5 vµ sè 1. 

Cuèi cïng viÕt sè 1 ë ®Çu vµ cuèi hµng (xem b¶ng sè trªn). 

H2  §iÒn tiÕp tôc c¸c sè vμo c¸c hμng thø b¶y vμ thø t¸m trong b¶ng sè trªn. 

NhËn xÐt 

XÐt hµng thø nhÊt, ta cã  

   1 = 0
1C ,  1 = 1

1C . 

ë hµng thø hai, ta cã 

   1 = 0
2C ,  2 = 1

2C , 1 = 2
2C . 

ë hµng thø ba, ta cã 

   1 = 0
3C ,  3 = 1

3C , 3 = 2
3C , 1 = 3

3C . 

Mét c¸ch tæng qu¸t, tõ tÝnh chÊt 2 cña sè Ck
n  (h»ng ®¼ng thøc Pa-xcan) vµ 

c¸ch thiÕt lËp tam gi¸c Pa-xcan, ta cã  

C¸c sè ë hµng thø n trong tam gi¸c Pa-xcan lµ d·y gåm n + 1 sè  

   0 1 2 1C , C , C , ..., C , Cn n
n n n n n . 

C©u hái vμ bμi tËp 

17. T×m hÖ sè cña 101 99x y  trong khai triÓn 200(2 3 )x y . 

18. TÝnh hÖ sè cña 5 8x y  trong khai triÓn 13( )x y . 

19. TÝnh hÖ sè cña 7x  trong khai triÓn 11(1 )x . 

20. TÝnh hÖ sè cña 9x  trong khai triÓn 19(2 )x . 

LuyÖn tËp 

21. Khai triÓn 10(3 1)x   cho tíi 3.x  

22. T×m hÖ sè cña 7x  trong khai triÓn cña 15(3 2 ) .x  

23. TÝnh hÖ sè cña 25 10
x y  trong khai triÓn cña 3 15( ) .x xy  

24. BiÕt r»ng hÖ sè cña 2n
x

  trong khai triÓn 
1

4

n

x
  
 

 b»ng 31. T×m n. 
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Blaise Pascal (1623-1662) 

Em

co á biïë t  
Mét sè mÈu chuyÖn vÒ nhµ to¸n häc  
Pa-xcan (Pascal) 

1. Håi nhá Pa-xcan rÊt ham mª H×nh häc. Nh−ng v× Pa-xcan 
rÊt yÕu nªn cha «ng kh«ng muèn cho «ng häc To¸n. Cha 
«ng giÊu hÕt c¸c s¸ch vë vµ nh÷ng g× liªn quan tíi To¸n. 
ThÕ lµ Pa-xcan ph¶i tù mµy mß x©y dùng nªn m«n H×nh 
häc cho riªng m×nh. ¤ng vÏ c¸c h×nh vµ tù ®Æt tªn cho 
chóng. ¤ng gäi ®−êng th¼ng lµ "c©y gËy", ®−êng trßn lµ 
"c¸i b¸nh xe", h×nh tam gi¸c lµ "th−íc thî", h×nh ch÷ nhËt 
lµ "mÆt bµn".... ¤ng ®· t×m ra vµ chøng minh ®−îc rÊt 
nhiÒu ®Þnh lÝ cña H×nh häc trong ®ã cã ®Þnh lÝ : "Tæng c¸c 
gãc cña mét th−íc thî b»ng nöa tæng c¸c gãc cña mét mÆt 
bµn". N¨m Êy Pa-xcan míi 12 tuæi. 

2. N¨m 16 tuæi, Pa-xcan c«ng bè mét c«ng tr×nh to¸n häc : "VÒ thiÕt diÖn cña ®−êng 
c«nic", trong ®ã «ng ®· chøng minh mét ®Þnh lÝ næi tiÕng (sau nµy mang tªn «ng) vµ 
gäi ®ã lµ "§Þnh lÝ vÒ lôc gi¸c thÇn k×". ¤ng rót ra 400 hÖ qu¶ tõ ®Þnh lÝ nµy. Nhµ to¸n 
häc vµ triÕt häc vÜ ®¹i lóc bÊy giê lµ §Ò-c¸c (Descartes) ®¸nh gi¸ rÊt cao c«ng tr×nh 
to¸n häc nµy vµ nãi r»ng : "T«i kh«ng thÓ t−ëng t−îng næi mét ng−êi ®ang ë tuæi thiÕu 
niªn mµ l¹i cã thÓ viÕt ®−îc mét t¸c phÈm lín nh− vËy". 

3. N¨m 17 tuæi, thÊy cha (mét kÕ to¸n) ph¶i lµm nhiÒu tÝnh to¸n vÊt v¶, Pa-xcan ®· n¶y ra 
ý ®Þnh chÕ t¹o mét chiÕc m¸y tÝnh. Sau 5 n¨m lao ®éng c¨ng th¼ng miÖt mµi, «ng ®· chÕ 
t¹o xong chiÕc m¸y tÝnh lµm ®−îc bèn phÐp tÝnh céng, trõ, nh©n, chia, tuy r»ng ch−a 
nhanh l¾m. §ã lμ chiÕc m¸y tÝnh ®Çu tiªn trong lÞch sö nh©n lo¹i. §Ó ghi nhí c«ng lao 
nµy, tªn cña «ng ®· ®−îc ®Æt cho mét ng«n ng÷ lËp tr×nh, lµ ng«n ng÷ lËp tr×nh Pa-xcan. 

4. Vµo n¨m 1651, khi Pa-xcan 28 tuæi vµ ®−îc c¶ ch©u ¢u t«n vinh lµ thÇn ®ång, «ng 
nhËn ®−îc mét bøc th− cña nhµ quý téc Ph¸p §ê Mª-rª (De MÐrÐ) nhê «ng gi¶i ®¸p 
mét sè vÊn ®Ò r¾c rèi n¶y sinh trong c¸c trß ch¬i ®¸nh b¹c. Pa-xcan ®· "to¸n häc 
ho¸" c¸c trß ch¬i cê b¹c nµy, n©ng lªn thµnh nh÷ng bµi to¸n phøc t¹p h¬n vµ trao 
®æi vÊn ®Ò nµy víi nhµ to¸n häc PhÐc-ma. Nh÷ng cuéc trao ®æi ®ã ®· khai sinh ra 
LÝ thuyÕt x¸c suÊt LÝ thuyÕt to¸n häc vÒ c¸c hiÖn t−îng ngÉu nhiªn. 

5. Sau khi cha mÊt, chÞ g¸i bá ®i tu, l¹i thªm èm ®au bÖnh tËt, Pa-xcan ch¸n ch−êng tÊt c¶. 
¤ng bá To¸n häc, ®¾m ch×m vµo nh÷ng suy t− vÒ tÝn ng−ìng vµ nghiªn cøu ThÇn häc. 
Vµo mét ®ªm ®Çu mïa xu©n n¨m 1658, mét c¬n ®au r¨ng d÷ déi lµm Pa-xcan kh«ng 
ngñ ®−îc. §Ó quªn ®au, «ng tËp trung suy nghÜ vÒ bµi to¸n ®−êng xycl«Ýt, mét bµi to¸n 
khã ®ang thu hót sù quan t©m cña nhiÒu nhµ to¸n häc lóc ®ã. K× l¹ thay, «ng ®· gi¶i 
®−îc bµi to¸n ®ã vµ s¸ng h«m sau còng khái lu«n bÖnh ®au r¨ng. ¤ng nghÜ r»ng ®©y lµ 
mét th«ng ®iÖp cña Chóa nh¾c nhë r»ng «ng kh«ng ®−îc quªn vµ rêi bá To¸n häc. Vµ 
thÕ lµ sau bèn n¨m ®i theo con ®−êng tÝn ng−ìng t«n gi̧ o, Pa-xcan l¹i quay vÒ víi To¸n häc. 

6. Kh«ng chØ lµ mét nhµ to¸n häc thiªn tµi, Pa-xcan cßn lµ mét nhµ vËt lÝ häc næi 
tiÕng, lµ nhµ v¨n, nhµ t− t−ëng lín. Ngµy nay ng−êi ta th−êng nh¾c ®Õn c¸c c©u nãi 
cña Pa-xcan nh− : "Con ng−êi chØ lµ mét c©y sËy, mét vËt rÊt yÕu ®uèi cña tù nhiªn, 
nh−ng lµ mét c©y sËy biÕt suy nghÜ " vµ "Tr¸i tim cã nh÷ng lÝ lÏ mµ lÝ trÝ kh«ng gi¶i 
thÝch ®−îc". 

Pa-xcan mÊt khi míi 39 tuæi. ¤ng ®−îc coi lµ mét trong nh÷ng nhµ b¸c häc lín cña nh©n lo¹i. 
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B. x¸c suÊt 

Trong thùc tiÔn, chóng ta th−êng gÆp nh÷ng hiÖn t−îng ngÉu nhiªn. §ã lµ 

nh÷ng hiÖn t−îng (biÕn cè) mµ chóng ta kh«ng thÓ dù b¸o mét c¸ch ch¾c ch¾n 

lµ nã x¶y ra hay kh«ng x¶y ra. 

LÝ thuyÕt x¸c suÊt lµ bé m«n to¸n häc nghiªn cøu c¸c hiÖn t−îng ngÉu nhiªn. 

Sù ra ®êi cña lÝ thuyÕt x¸c suÊt b¾t ®Çu tõ nh÷ng th− tõ trao ®æi gi÷a  hai nhµ 

to¸n häc vÜ ®¹i  ng−êi Ph¸p lµ Pa-xcan (1623-1662) vµ PhÐc-ma (1601-1665) 

xung quanh c¸ch gi¶i ®¸p mét sè vÊn ®Ò r¾c rèi n¶y sinh trong c¸c trß ch¬i cê 

b¹c mµ mét nhµ quý téc Ph¸p ®Æt ra cho Pa-xcan. N¨m 1812, nhµ to¸n häc 

Ph¸p La-pla-x¬ ®·  dù b¸o r»ng "M«n khoa häc b¾t ®Çu tõ viÖc xem xÐt c¸c 

trß ch¬i may rñi  nµy sÏ høa hÑn trë thµnh mét ®èi t−îng quan träng nhÊt cña 

tri thøc loµi ng−êi". 

Ngµy nay lÝ thuyÕt x¸c suÊt ®· trë thµnh mét ngµnh to¸n häc quan träng, ®−îc 

øng dông trong rÊt nhiÒu lÜnh vùc cña khoa häc tù nhiªn, khoa häc x· héi, 

c«ng nghÖ, kinh tÕ, y häc, sinh häc,… 

BiÕn cè vμ x¸c suÊt cña biÕn cè 

1.  BiÕn cè  

a) PhÐp thö ngÉu nhiªn vµ kh«ng gian mÉu 

Khi gieo mét con sóc s¾c
(*)

, sè chÊm 

trªn mÆt xuÊt hiÖn ®−îc coi lµ kÕt qu¶ 

cña viÖc gieo sóc s¾c. Ta nhËn thÊy 

r»ng rÊt khã ®o¸n tr−íc ®−îc kÕt qu¶ 

cña mçi lÇn gieo. Nã cã thÓ lµ bÊt k× 

mét con sè nµo trong tËp hîp {1, 2, 3, 

4, 5, 6}. Ta gäi viÖc gieo con sóc s¾c 

nãi trªn lµ mét phÐp thö ngÉu nhiªn. 

  

(*) Con sóc s¾c lµ mét khèi lËp ph−¬ng mµ s¸u mÆt lÇn l−ît cã 1, 2, ..., 6 chÊm. MÆt cã k chÊm gäi 

lµ mÆt k chÊm. 

44§
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PhÐp thö ngÉu nhiªn (gäi t¾t lµ phÐp thö) lµ mét thÝ nghiÖm 

hay mét hµnh ®éng mµ : 

KÕt qu¶ cña nã kh«ng ®o¸n tr−íc ®−îc ;  

Cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc tËp hîp tÊt c¶ c¸c kÕt qu¶ cã thÓ x¶y ra 

cña phÐp thö ®ã. 

PhÐp thö th−êng ®−îc kÝ hiÖu bëi ch÷ T. 

TËp hîp tÊt c¶ c¸c kÕt qu¶ cã thÓ x¶y ra cña phÐp thö ®−îc gäi lµ 

kh«ng gian mÉu cña phÐp thö vµ ®−îc kÝ hiÖu bëi ch÷   (®äc 

lµ «-mª-ga). 

VÝ dô 1. Kh«ng gian mÉu cña phÐp thö "Gieo mét con sóc s¾c" lµ tËp hîp 

     = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

VÝ dô 2. XÐt phÐp thö T lµ "Gieo hai 

®ång xu
(*)

 ph©n biÖt". NÕu dïng kÝ hiÖu S 

®Ó chØ ®ång xu lËt sÊp (mÆt sÊp xuÊt hiÖn) 

vµ N ®Ó chØ ®ång xu lËt ngöa th× kh«ng 

gian mÉu cña phÐp thö trªn lµ 

     = {SN, SS, NN, NS}. 

H1   Cho phÐp thö T lμ "Gieo ba ®ång xu ph©n biÖt". H·y cho biÕt kh«ng gian mÉu 

cña phÐp thö ®ã. 

b) BiÕn cè  

VÝ dô 3. Gi¶ sö T lµ phÐp thö "Gieo mét con sóc s¾c". 

Kh«ng gian mÉu lµ   = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. 

 XÐt biÕn cè (hay sù kiÖn) A : "Sè chÊm trªn mÆt 

xuÊt hiÖn lµ mét sè ch½n". Ta thÊy viÖc x¶y ra hay 

kh«ng x¶y ra biÕn cè A tuú thuéc vµo kÕt qu¶ cña T. 

BiÕn cè A x¶y ra khi vµ chØ khi kÕt qu¶ cña T lµ 2, 

hoÆc 4, hoÆc 6. C¸c kÕt qu¶ nµy ®−îc gäi lµ c¸c kÕt 

qu¶ thuËn lîi cho A. Do ®ã biÕn cè A ®−îc m« t¶ bëi 

tËp hîp A  = {2, 4, 6}, ®ã lµ mét tËp con cña   
BiÕn cè A ®−îc gäi lµ biÕn cè liªn quan ®Õn phÐp thö T. 

  

(*) §ång xu lµ ®ång tiÒn kim lo¹i cã hai mÆt, trªn mét mÆt cã ghi gi¸ trÞ cña ®ång tiÒn : ng−êi ta 
th−êng gäi ®ã lµ mÆt ngöa. MÆt kia lµ mÆt sÊp. 
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Mét c¸ch tæng qu¸t : 

BiÕn cè A liªn quan ®Õn phÐp thö T lµ biÕn cè mµ viÖc x¶y ra 

hay kh«ng x¶y ra cña A tuú thuéc vµo kÕt qu¶ cña T.  

Mçi kÕt qu¶ cña phÐp thö T lµm cho A x¶y ra, ®−îc gäi lµ mét 

kÕt qu¶ thuËn lîi cho A.  

TËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A ®−îc kÝ hiÖu lµ A . Khi ®ã 

ng−êi ta nãi biÕn cè A ®−îc m« t¶ bëi tËp A . 

H2  XÐt biÕn cè B : "Sè chÊm trªn mÆt xuÊt hiÖn lμ mét sè lÎ" vμ biÕn cè C : "Sè 

chÊm trªn mÆt xuÊt hiÖn lμ mét sè nguyªn tè". H·y viÕt ra tËp hîp B  m« t¶ biÕn cè 

B vμ tËp hîp C  m« t¶ biÕn cè C. 

 BiÕn cè ch¾c ch¾n lµ biÕn cè lu«n x¶y ra khi thùc hiÖn phÐp thö T. BiÕn cè 

ch¾c ch¾n ®−îc m« t¶ bëi tËp   vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ  . 

BiÕn cè kh«ng thÓ lµ biÕn cè kh«ng bao giê x¶y ra khi phÐp thö T ®−îc 
thùc hiÖn. Râ rµng kh«ng cã mét kÕt qu¶ thuËn lîi nµo cho biÕn cè kh«ng thÓ. 

BiÕn cè kh«ng thÓ ®−îc m« t¶ bëi tËp  vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ . 

2.  X¸c suÊt cña biÕn cè 

Trong cuéc sèng hµng ngµy, khi nãi vÒ biÕn cè ta th−êng nãi biÕn cè nµy cã 

nhiÒu kh¶ n¨ng x¶y ra, biÕn cè kia cã Ýt kh¶ n¨ng x¶y ra, biÕn cè nµy cã nhiÒu 

kh¶ n¨ng x¶y ra h¬n biÕn cè kia. To¸n häc ®· ®Þnh l−îng ho¸ c¸c kh¶ n¨ng 

nµy b»ng c¸ch g¸n cho mçi biÕn cè mét sè kh«ng ©m, nhá h¬n hay b»ng 1 gäi 

lµ x¸c suÊt cña biÕn cè ®ã. X¸c suÊt cña biÕn cè A ®−îc kÝ hiÖu lµ P(A). Nã 

®o l−êng kh¶ n¨ng kh¸ch quan sù xuÊt hiÖn cña biÕn cè A.  

a) §Þnh nghÜa cæ ®iÓn cña x¸c suÊt 

VÝ dô 4. Gi¶ sö T lµ phÐp thö "Gieo hai con sóc s¾c". KÕt qu¶ cña T lµ cÆp sè 

(x ; y), trong ®ã x vµ y t−¬ng øng lµ kÕt qu¶ cña viÖc gieo con sóc s¾c thø nhÊt 

vµ thø hai. C¸c kÕt qu¶ cã thÓ x¶y ra cña T ®−îc cho trong b¶ng sau ®©y : 

                  y 
           (x ; y) 
     x  

1 2 3 4 5 6 

1 (1 ; 1) (1 ; 2) (1 ; 3) (1 ; 4) (1 ; 5) (1 ; 6) 

2 (2 ; 1) (2 ; 2) (2 ; 3) (2 ; 4) (2 ; 5) (2 ; 6) 

3 (3 ; 1) (3 ; 2) (3 ; 3) (3 ; 4) (3 ; 5) (3 ; 6) 

4 (4 ; 1) (4 ; 2) (4 ; 3) (4 ; 4) (4 ; 5) (4 ; 6) 

5 (5 ; 1) (5 ; 2) (5 ; 3) (5 ; 4) (5 ; 5) (5 ; 6) 

6 (6 ; 1) (6 ; 2) (6 ; 3) (6 ; 4) (6 ; 5) (6 ; 6) 
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Kh«ng gian mÉu cña T lµ   ={(1 ; 1), (2 ; 1), (3 ; 1), (4 ; 1), (5 ; 1), (6 ; 1), ..., 

(1 ; 6), (2 ; 6), (3 ; 6), (4 ; 6), (5 ; 6), (6 ; 6)}. PhÐp thö T cã 36 kÕt qu¶ cã thÓ. 

NÕu con sóc s¾c ®−îc chÕ t¹o c©n ®èi th× c¸c mÆt cña con sóc s¾c ®Òu cã cïng 

kh¶ n¨ng xuÊt hiÖn. Ta nãi 36 kÕt qu¶ cña T lµ ®ång kh¶ n¨ng. 

XÐt biÕn cè A : "Tæng sè chÊm trªn mÆt xuÊt hiÖn cña hai con sóc s¾c lµ 7". 

TËp con A  c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A lµ 

   A  = {(1 ; 6), (2 ; 5), (3 ; 4), (4 ; 3), (5 ; 2), (6 ; 1)}.  

Khi ®ã tØ sè 
6 1

36 6
  ®−îc coi lµ x¸c suÊt cña A.      

Mét c¸ch tæng qu¸t : 

§Þnh nghÜa 
Gi¶ sö phÐp thö T cã kh«ng gian mÉu   lµ mét tËp h÷u h¹n vµ 

c¸c kÕt qu¶ cña T lµ ®ång kh¶ n¨ng. NÕu A lµ mét biÕn cè liªn 

quan víi phÐp thö T vµ A  lµ tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho 

A th× x¸c suÊt cña A lµ mét sè, kÝ hiÖu lµ P(A), ®−îc x¸c ®Þnh 

bëi c«ng thøc 

      ( )
| |


 


A

AP   

Nh− vËy, viÖc tÝnh x¸c suÊt cña biÕn cè A trong tr−êng hîp nµy ®−îc quy vÒ 

viÖc  ®Õm sè kÕt qu¶ cã thÓ cña phÐp thö T vµ sè kÕt qu¶ thuËn lîi cho A. 

Chó ý 
Tõ ®Þnh nghÜa trªn ta suy ra  

 0 ( ) 1A P  ; 

  ( ) 1 P , ( ) 0. P  

VÝ dô 5. Mét vÐ xæ sè cã 4 ch÷ sè. Khi quay sè, nÕu vÐ b¹n mua cã sè trïng 

hoµn toµn víi kÕt qu¶ th× b¹n tróng gi¶i nhÊt. NÕu vÐ b¹n mua cã ®óng 3 ch÷ 

sè trïng víi 3 ch÷ sè cña kÕt qu¶ (kÓ c¶ vÞ trÝ) th× b¹n tróng gi¶i nh×. B¹n An 

mua mét vÐ xæ sè. 

a) TÝnh x¸c suÊt ®Ó An tróng gi¶i nhÊt. 

b) TÝnh x¸c suÊt ®Ó An tróng gi¶i nh×. 
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Gi¶i 

a) Sè kÕt qu¶ cã thÓ lµ 410  = 10 000 vµ chØ cã mét kÕt qu¶ trïng víi sè vÐ cña 

An. Do ®ã x¸c suÊt tróng gi¶i nhÊt cña An lµ 
1

0,0001
10000

 . 

b) Gi¶ sö sè vÐ cña An lµ abcd . C¸c kÕt qu¶ trïng víi ®óng 3 ch÷ sè cña An 

lµ abct  (t   d) hoÆc abtd  (t   c) hoÆc atcd  (t   b) hoÆc tbcd  (t  a). 

V× mçi tr−êng hîp trªn ®Òu cã 9 kh¶ n¨ng nªn cã 9 + 9 + 9 + 9 = 36 kÕt qu¶ 

ë ®ã vÐ cña An tróng gi¶i nh×. Do ®ã x¸c suÊt tróng gi¶i nh× cña An lµ 

36

10000
 = 0,0036.            

VÝ dô 6. Mét cç bµi tó l¬ kh¬ gåm 52 qu©n bµi chia thµnh bèn chÊt : r«, c¬ 

(mµu ®á), pÝch vµ nhÐp (mµu ®en). Mçi chÊt cã 13 qu©n bµi lµ : 2, 3, 4, 5, 6, 7, 

8, 9, 10, J, Q, K, A (®äc lµ ¸t). Bèn qu©n 2 (gåm 2 r«, 2 c¬, 2 pÝch vµ 2 nhÐp) 

lµm thµnh mét bé 2 ; bèn qu©n 3 (gåm 3 r«, 3 c¬, 3 pÝch vµ 3 nhÐp) lµm thµnh 

mét bé 3 ; ... ; bèn qu©n ¸t (gåm ¸t r«, ¸t c¬, ¸t pÝch vµ ¸t nhÐp) lµm thµnh 

mét bé ¸t. 

Chän ngÉu nhiªn 5 qu©n bµi. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong 5 qu©n bµi ®ã ta cã 

mét bé. 

 

 

 

 

 

Gi¶i 

Sè kÕt qu¶ cã thÓ lµ 5
52C . Sè kÕt qu¶ trong ®ã cã mét bé 2 b»ng sè c¸ch chän 

mét qu©n bµi trong sè 52 4 = 48 qu©n cßn l¹i (kh«ng ph¶i lµ qu©n 2). VËy 

cã 48 kÕt qu¶ trong ®ã cã mét bé 2. T−¬ng tù cã 48 kÕt qu¶ trong ®ã cã mét 

bé 3 ; ... ; cã 48 kÕt qu¶ trong ®ã cã mét bé ¸t. V× cã tÊt c¶ 13 bé, nªn sè kÕt 

qu¶ trong ®ã cã xuÊt hiÖn mét bé lµ 13 . 48 = 624. Do ®ã, x¸c suÊt cÇn t×m lµ  

    
5
52

624
0,00024.

C
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b) §Þnh nghÜa thèng kª cña x¸c suÊt 

Trong ®Þnh nghÜa cæ ®iÓn cña x¸c suÊt, ta cÇn gi¶ thiÕt phÐp thö T cã mét sè 

h÷u h¹n c¸c kÕt qu¶ cã thÓ vµ c¸c kÕt qu¶ nµy lµ ®ång kh¶ n¨ng. Nh−ng trong 

nhiÒu tr−êng hîp, gi¶ thiÕt ®ång kh¶ n¨ng kh«ng ®−îc tho¶ m·n. Ch¼ng h¹n 

khi gieo mét con sóc s¾c kh«ng c©n ®èi th× c¸c mÆt cña con sóc s¾c kh«ng cã 

cïng kh¶ n¨ng xuÊt hiÖn. Trong tr−êng hîp ®ã ta sö dông ®Þnh nghÜa sau ®©y 

gäi lµ ®Þnh nghÜa thèng kª cña x¸c suÊt. 

XÐt phÐp thö T vµ biÕn cè A liªn quan ®Õn phÐp thö ®ã. Ta tiÕn hµnh lÆp ®i lÆp 
l¹i N lÇn phÐp thö T vµ thèng kª xem biÕn cè A xuÊt hiÖn bao nhiªu lÇn. 

Sè lÇn xuÊt hiÖn biÕn cè A ®−îc gäi lµ tÇn sè cña A trong N lÇn 

thùc hiÖn phÐp thö T. 

TØ sè gi÷a tÇn sè cña A víi sè N ®−îc gäi lµ tÇn suÊt cña A trong 

N lÇn thùc hiÖn phÐp thö T. 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng khi sè lÇn thö N cµng lín th× tÇn suÊt cña A 

cµng gÇn víi mét sè x¸c ®Þnh, sè ®ã ®−îc gäi lµ x¸c suÊt cña A theo nghÜa 

thèng kª (sè nµy còng chÝnh lµ P(A) trong ®Þnh nghÜa cæ ®iÓn cña x¸c suÊt). 

Nh− vËy, tÇn suÊt ®−îc xem nh− gi¸ trÞ gÇn ®óng cña x¸c suÊt. Trong khoa 

häc thùc nghiÖm, ng−êi ta th−êng lÊy tÇn suÊt lµm x¸c suÊt. V× vËy tÇn suÊt 

cßn ®−îc gäi lµ x¸c suÊt thùc nghiÖm. 

VÝ dô 7. NÕu ta gieo mét ®ång xu c©n ®èi th× x¸c suÊt xuÊt hiÖn mÆt ngöa 

lµ 0,5. Buýp-ph«ng (Buffon), nhµ to¸n häc ng−êi Ph¸p thÕ kØ XVIII, ®· thÝ 

nghiÖm viÖc gieo ®ång xu nhiÒu lÇn vµ thu ®−îc kÕt qu¶ sau : 

Sè lÇn gieo 
TÇn sè xuÊt hiÖn 

mÆt ngöa 
TÇn suÊt xuÊt hiÖn 

mÆt ngöa 

4 040 2 048 0,5070 

12 000 6 019 0,5016 

24 000 12 012 0,5005 

VÝ dô 8. Mét c«ng ti b¶o hiÓm nh©n thä ®· thèng kª ®−îc trong 100 000 ®µn 

«ng 50 tuæi cã 568 ng−êi chÕt tr−íc khi b−íc sang tuæi 51 vµ trong 100 000 

phô n÷ 50 tuæi cã 284 ng−êi chÕt tr−íc khi b−íc sang tuæi 51. Khi ®ã x¸c suÊt 
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thùc nghiÖm ®Ó mét ng−êi ®µn «ng 50 tuæi chÕt tr−íc khi b−íc sang tuæi 51 

lµ 
568

0,00568
100000

  vµ x¸c suÊt thùc nghiÖm ®Ó mét ng−êi phô n÷ 50 tuæi 

chÕt tr−íc khi b−íc sang tuæi 51 lµ 
284

0,00284.
100000

      

H3  Gieo con sóc s¾c 50 lÇn. Ghi l¹i kÕt qu¶ cña viÖc gieo nμy vμ tÝnh tÇn suÊt 

xuÊt hiÖn mçi mÆt 1, 2, 3, 4, 5, 6 chÊm. 

Sè chÊm xuÊt hiÖn TÇn sè TÇn suÊt 

1   

2   

3   

4   

5   

6   

C©u hái vμ bμi tËp 

25. Chän ngÉu nhiªn mét sè nguyªn d−¬ng kh«ng lín h¬n 50. 

a) M« t¶ kh«ng gian mÉu. 

b) Gäi A lµ biÕn cè "Sè ®−îc chän lµ sè nguyªn tè". H·y liÖt kª c¸c kÕt qu¶ 

thuËn lîi cho A. 

c) TÝnh x¸c suÊt cña A. 

d) TÝnh x¸c suÊt ®Ó sè ®−îc chän nhá h¬n 4. 

26. Chän ngÉu nhiªn mét sè nguyªn d−¬ng nhá h¬n 9. TÝnh x¸c suÊt ®Ó : 

a) Sè ®−îc chän lµ sè nguyªn tè ; 

b) Sè ®−îc chän chia hÕt cho 3. 

27. Danh s¸ch líp cña H−êng ®−îc ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 30. H−êng cã sè thø tù lµ 12. 

Chän ngÉu nhiªn mét b¹n trong líp. 

a) TÝnh x¸c suÊt ®Ó H−êng ®−îc chän. 
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b) TÝnh x¸c suÊt ®Ó H−êng kh«ng ®−îc chän. 

c) TÝnh x¸c suÊt ®Ó mét b¹n cã sè thø tù nhá h¬n sè thø tù cña H−êng 

®−îc chän. 

28. Gieo hai con sóc s¾c c©n ®èi. 

a) M« t¶ kh«ng gian mÉu.  

b) Gäi A lµ biÕn cè "Tæng sè chÊm trªn mÆt xuÊt hiÖn cña hai con sóc s¾c nhá 

h¬n hoÆc b»ng 7". LiÖt kª c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A. TÝnh P(A). 

c) Còng hái nh− trªn cho c¸c biÕn cè B : "Cã Ýt nhÊt mét con sóc s¾c xuÊt hiÖn 

mÆt 6 chÊm" vµ C : "Cã ®óng mét con sóc s¾c xuÊt hiÖn mÆt 6 chÊm". 

29. Chän ngÉu nhiªn 5 ng−êi cã tªn trong mét danh s¸ch 20 ng−êi ®−îc ®¸nh sè 

tõ 1 ®Õn 20. TÝnh x¸c suÊt ®Ó 5 ng−êi ®−îc chän cã sè thø tù kh«ng lín h¬n 

10 (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn ngh×n). 

LuyÖn tËp 

30. Chän ngÉu nhiªn 5 häc sinh cã tªn trong mét danh s¸ch ®−îc ®¸nh sè thø tù tõ 

001 ®Õn 199. TÝnh x¸c suÊt ®Ó 5 häc sinh nµy cã sè thø tù : 

a) Tõ 001 ®Õn 099 (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn ngh×n) ; 

b) Tõ 150 ®Õn 199 (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn v¹n). 

31. Mét tói ®ùng 4 qu¶ cÇu ®á, 6 qu¶ cÇu xanh. Chän ngÉu nhiªn 4 qu¶ cÇu. TÝnh 

x¸c suÊt ®Ó trong bèn qu¶ ®ã cã c¶ qu¶ mµu ®á vµ mµu xanh. 

32. ChiÕc kim cña b¸nh xe trong trß ch¬i "ChiÕc nãn k× diÖu" cã thÓ dõng l¹i ë 

mét trong 7 vÞ trÝ víi kh¶ n¨ng nh− nhau. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong ba lÇn quay, 

chiÕc kim cña b¸nh xe ®ã lÇn l−ît dõng l¹i ë ba vÞ trÝ kh¸c nhau.  

33. Gieo ®ång thêi hai con sóc s¾c c©n ®èi. TÝnh x¸c suÊt ®Ó sè chÊm xuÊt hiÖn 

trªn hai con sóc s¾c h¬n kÐm nhau 2. 
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T¹ Quang Böu 
(1910 - 1986) 

Cuèn s¸ch tiÕng ViÖt vÒ X¸c suÊt - Thèng kª 
xuÊt b¶n lÇn ®Çu tiªn ë n−íc ta 

Vµo n¨m 1948 cuèn s¸ch "Thèng kª th−êng thøc" 
®−îc xuÊt b¶n t¹i chiÕn khu ViÖt B¾c, c¨n cø ®Þa cña cuéc 
kh¸ng chiÕn chèng Ph¸p (1945 - 1954) cña d©n téc ta. T¸c 
gi¶ cña nã lµ cè gi¸o s− T¹ Quang Böu. Lóc ®ã «ng ®ang 
gi÷ träng tr¸ch Thø tr−ëng Bé Quèc phßng. 

Cuèn s¸ch dµy 81 trang. Do ®iÒu kiÖn khã kh¨n cña 
cuéc kh¸ng chiÕn lóc ®ã nªn nã ®−îc in trªn giÊy xÊu, 
mµu vµng n©u, s¶n xuÊt t¹i c¸c x−ëng thñ c«ng trong nói 
rõng ViÖt B¾c. Cuèn s¸ch tr×nh bµy c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n 
vÒ x¸c suÊt, thèng kª vµ nh÷ng øng dông cña m«n häc 
nµy trong qu©n sù. Trong Lêi nãi ®Çu, t¸c gi¶ viÕt : 
"Cuéc thi ®ua yªu n−íc ®Æt vÊn ®Ò thèng kª ra mét c¸ch 

cÊp b¸ch. ThuËt thèng kª ph¶i ®−îc phæ biÕn. Khoa häc thèng kª ph¶i ®−îc nghiªn 

cøu. C¸c c¸n bé cao cÊp ph¶i biÕt dïng thèng kª, c¸c c¸n bé trung cÊp ph¶i biÕt lμm 

thèng kª...". 

Gi¸o s− T¹ Quang Böu lµ 
mét nhµ khoa häc toµn 
n¨ng, uyªn b¸c, mét c¸n 
bé l·nh ®¹o cã tÇm nh×n 
chiÕn l−îc vÒ c¸c vÊn ®Ò 
khoa häc vµ gi¸o dôc cña 
n−íc nhµ, mét nh©n c¸ch 
lín víi lèi sèng gi¶n dÞ 
trong s¸ng. Trªn c−¬ng vÞ 
Gi¸m ®èc tr−êng §¹i häc 
B¸ch Khoa (1956 - 1961), 
Bé tr−ëng Bé §¹i häc vµ 
Trung häc chuyªn nghiÖp 
(1965 - 1976) «ng ®· cã 
nh÷ng ®ãng gãp quan 
träng trong c«ng cuéc ®µo 
t¹o ®éi ngò c¸n bé khoa 
häc vµ x©y dùng nÒn §¹i 
häc ViÖt Nam. 

Em
co á biïë t
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C¸c quy t¾c tÝnh x¸c suÊt 

Trong tiÕt nµy ta lu«n gi¶ thiÕt c¸c biÕn cè ®ang xÐt cïng liªn quan ®Õn phÐp 

thö T vµ c¸c kÕt qu¶ cña T lµ ®ång kh¶ n¨ng. 

1.  Quy t¾c céng x¸c suÊt 

a) BiÕn cè hîp 

Cho hai biÕn cè A vµ B. BiÕn cè "A hoÆc B x¶y ra", kÝ hiÖu lµ  

A  B, ®−îc gäi lµ hîp cña hai biÕn cè A vµ B. 

NÕu A  vµ B  lÇn l−ît lµ tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A vµ B th× tËp 

hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A  B lµ A B   . 

VÝ dô 1. Chän ngÉu nhiªn mét häc sinh trong tr−êng em. Gäi A lµ biÕn cè "B¹n 

®ã lµ häc sinh giái To¸n" vµ B lµ biÕn cè "B¹n ®ã lµ häc sinh giái V¨n". Khi ®ã 

A B  lµ biÕn cè "B¹n ®ã lµ häc sinh giái V¨n hoÆc giái To¸n". 

Mét c¸ch tæng qu¸t : 

Cho k biÕn cè 1 2, , ..., .kA A A  BiÕn cè "Cã Ýt nhÊt mét trong c¸c 

biÕn cè 1 2, , ..., kA A A  x¶y ra", kÝ hiÖu lµ 1 2 ... kA A A   , 

®−îc gäi lµ hîp cña k biÕn cè ®ã. 

b) BiÕn cè xung kh¾c 

Cho hai biÕn cè A vµ B. Hai biÕn cè A vµ B ®−îc gäi lµ xung 

kh¾c nÕu biÕn cè nµy x¶y ra th× biÕn cè kia kh«ng x¶y ra. 

Hai biÕn cè A vµ B lµ hai biÕn cè xung kh¾c nÕu vµ chØ nÕu A   B  = . 

VÝ dô 2. Chän ngÉu nhiªn mét häc sinh trong tr−êng em. Gäi A lµ biÕn cè 

"B¹n ®ã lµ häc sinh khèi 10", B lµ biÕn cè "B¹n ®ã lµ häc sinh khèi 11". Khi 

®ã A vµ B lµ hai biÕn cè xung kh¾c. 

H1  Hái hai biÕn cè A vμ B trong vÝ dô 1 cã ph¶i lμ hai biÕn cè xung kh¾c hay kh«ng ? 

55§
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c) Quy t¾c céng x¸c suÊt 

§Ó tÝnh x¸c suÊt cña biÕn cè hîp, ta cÇn ®Õn quy t¾c céng x¸c suÊt sau ®©y : 

NÕu hai biÕn cè A vµ B xung kh¾c th× x¸c suÊt ®Ó A hoÆc B x¶y 

ra lµ 

  ( ) ( ) ( ).  A B A BP P P         (1) 

VÝ dô 3. Mét chiÕc hép cã chÝn thÎ ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 9. Rót ngÉu nhiªn hai thÎ 

råi nh©n hai sè ghi trªn hai thÎ víi nhau. TÝnh x¸c suÊt ®Ó kÕt qu¶ nhËn ®−îc 

lµ mét sè ch½n. 

Gi¶i 

KÕt qu¶ nhËn ®−îc lµ sè ch½n khi vµ chØ khi trong hai thÎ cã Ýt nhÊt mét thÎ 

®¸nh sè ch½n (gäi t¾t lµ thÎ ch½n). Gäi A lµ biÕn cè "Rót ®−îc mét thÎ ch½n vµ 

mét thÎ lÎ", B lµ biÕn cè "C¶ hai thÎ ®−îc rót lµ thÎ ch½n". Khi ®ã biÕn cè 

"TÝch hai sè ghi trªn hai thÎ lµ mét sè ch½n" lµ A   B. 

Do hai biÕn cè A vµ B xung kh¾c, nªn P(A   B) = P(A) + P(B). V× cã 4 thÎ 

ch½n vµ 5 thÎ lÎ nªn 

ta cã 

     
1 1
5 4

2
9

20
( )

36
A

C C
P

C
, 

2
4
2
9

6
( )

36
  B

C
P

C
 

Do ®ã  

   P(A   B) =
20 6 13

36 36 18
  .       

Quy t¾c céng x¸c suÊt cho nhiÒu biÕn cè ®−îc ph¸t biÓu nh− sau : 

Cho k biÕn cè 1 2, ,..., kA A A  ®«i mét xung kh¾c. Khi ®ã 

         1 2 1 2P( ... ) P( ) P( ) ... P( ).      k kA A A A A A     (2) 

d) BiÕn cè ®èi 

Cho A lµ mét biÕn cè. Khi ®ã biÕn cè "Kh«ng x¶y ra A", kÝ hiÖu 

lµ A , ®−îc gäi lµ biÕn cè ®èi cña A. 

NÕu A  lµ tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A th× tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn 

lîi cho A  lµ \ .A   Ta nãi A  vµ A  lµ hai biÕn cè ®èi nhau. 
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Chó ý  

Hai biÕn cè ®èi nhau lµ hai biÕn cè xung kh¾c. Tuy nhiªn hai biÕn 

cè xung kh¾c ch−a ch¾c lµ hai biÕn cè ®èi nhau. Ch¼ng h¹n trong 

vÝ dô 2, A vµ B lµ hai biÕn cè xung kh¾c nh−ng kh«ng ph¶i lµ hai 

biÕn cè ®èi nhau. 

§Þnh lÝ 

Cho biÕn cè A. X¸c suÊt cña biÕn cè ®èi A  lµ 

   P( A ) = 1  P(A).      (3) 

Chøng minh 

KÝ hiÖu S = A    A. Do A  vµ A lµ hai biÕn cè xung kh¾c nªn theo c«ng thøc (1) 

ta cã  P(S) = P( A ) + P(A). Râ rµng biÕn cè S lu«n lu«n x¶y ra nªn S lµ biÕn cè 

ch¾c ch¾n. VËy P(S) = 1. Suy ra  

     P( A ) = 1  P(A).       

H2  XÐt vÝ dô 3. TÝnh x¸c suÊt ®Ó kÕt qu¶ nhËn ®−îc lμ mét sè lÎ.   

VÝ dô 4. Mét hép ®ùng 4 viªn bi xanh, 3 viªn bi ®á vµ 2 viªn bi vµng. Chän 

ngÉu nhiªn 2 viªn bi. 

a) TÝnh x¸c suÊt ®Ó chän ®−îc 2 viªn bi cïng mµu. 

b) TÝnh x¸c suÊt ®Ó chän ®−îc 2 viªn bi kh¸c mµu. 

Gi¶i 

a) Gäi A lµ biÕn cè "Chän ®−îc 2 viªn bi xanh", B lµ biÕn cè "Chän ®−îc 2 

viªn bi ®á", C lµ biÕn cè "Chän ®−îc 2 viªn bi vµng" vµ H lµ biÕn cè "Chän 

®−îc 2 viªn bi cïng mµu". Ta cã H = A B C   vµ c¸c biÕn cè A, B, C ®«i 

mét xung kh¾c. VËy theo c«ng thøc (2), ta cã 

  P(H) = P( ) A B C  = P(A) + P(B) + P(C).     

Ta cã  P(A) = 
2
4
2
9

6

36


C
C

, P(B) = 
2
3
2
9

3

36


C
C

, P(C) = 
2
2
2
9

1

36
 

C
C

 

VËy   P(H) = 
6 3 1 5

36 36 36 18
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b) BiÕn cè "Chän ®−îc 2 viªn bi kh¸c mµu" chÝnh lµ biÕn cè H . VËy theo 

c«ng thøc (3), ta cã 

   P( H ) = 1  P(H) = 
5 13

1
18 18

          

2.  Quy t¾c nh©n x¸c suÊt 

a) BiÕn cè giao 

Cho hai biÕn cè A vµ B. BiÕn cè "C¶ A vµ B cïng x¶y ra", kÝ hiÖu 

lµ AB, ®−îc gäi lµ giao cña hai biÕn cè A vµ B. 

NÕu A  vµ B  lÇn l−ît lµ tËp hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho A vµ B th× tËp 

hîp c¸c kÕt qu¶ thuËn lîi cho AB lµ .  A B  

VÝ dô 5. Chän ngÉu nhiªn mét häc sinh trong tr−êng em. Gäi A lµ biÕn cè 

"B¹n ®ã lµ häc sinh giái To¸n", B lµ biÕn cè "B¹n ®ã lµ häc sinh giái V¨n". 

Khi ®ã AB lµ biÕn cè "B¹n ®ã lµ häc sinh giái c¶ V¨n vµ To¸n". 

Mét c¸ch tæng qu¸t :  

Cho k biÕn cè 1 2, , ..., kA A A . BiÕn cè "TÊt c¶ k biÕn cè 

1 2, , ..., kA A A  ®Òu x¶y ra", kÝ hiÖu lµ 1 2 ... ,kA A A  ®−îc gäi lµ 

giao cña k biÕn cè ®ã. 

b) BiÕn cè ®éc lËp 

Hai biÕn cè A vµ B ®−îc gäi lµ ®éc lËp víi nhau nÕu viÖc x¶y ra 

hay kh«ng x¶y ra cña biÕn cè nµy kh«ng lµm ¶nh h−ëng tíi x¸c 

suÊt x¶y ra cña biÕn cè kia. 

VÝ dô 6. XÐt phÐp thö T lµ "Gieo mét ®ång xu liªn tiÕp hai lÇn". Gäi A lµ biÕn 

cè "LÇn gieo thø nhÊt ®ång xu xuÊt hiÖn mÆt sÊp", B lµ biÕn cè "LÇn gieo 

thø hai ®ång xu xuÊt hiÖn mÆt ngöa". Khi ®ã A vµ B lµ hai biÕn cè ®éc lËp 

víi nhau. 

NhËn xÐt. NÕu hai biÕn cè A, B ®éc lËp víi nhau th× A vµ B  ; A  vµ B ; A vµ 

B  còng ®éc lËp víi nhau. 

Mét c¸ch tæng qu¸t : 

Cho k biÕn cè 1 2, , ..., kA A A  ; k biÕn cè nµy ®−îc gäi lµ ®éc lËp 

víi nhau nÕu viÖc x¶y ra hay kh«ng x¶y ra cña mçi nhãm biÕn 
cè tuú ý trong c¸c biÕn cè ®· cho kh«ng lµm ¶nh h−ëng tíi x¸c 
suÊt x¶y ra cña c¸c biÕn cè cßn l¹i. 
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c) Quy t¾c nh©n x¸c suÊt 

§Ó tÝnh x¸c suÊt cña biÕn cè giao, ta cÇn ®Õn quy t¾c nh©n x¸c suÊt sau ®©y. 

NÕu hai biÕn cè A vµ B ®éc lËp víi nhau th× 

   P( ) P( )P( ).AB A B          (4) 

NhËn xÐt. Tõ quy t¾c nh©n x¸c suÊt ta thÊy : NÕu P( ) P( )P( )AB A B  th× hai 

biÕn cè A, B kh«ng ®éc lËp víi nhau. Ng−îc l¹i nÕu cã (4) th× A vµ B lµ hai 

biÕn cè ®éc lËp víi nhau. 

H3  Cho hai biÕn cè A vμ B xung kh¾c. 

a) Chøng tá r»ng P(AB) = 0. 

b) NÕu P(A) > 0 vμ P(B) > 0 th× hai biÕn cè A vμ B cã ®éc lËp víi nhau kh«ng ? 

VÝ dô 7. Mét chiÕc m¸y cã hai ®éng c¬ I vµ II ho¹t ®éng ®éc lËp víi nhau. 

X¸c suÊt ®Ó ®éng c¬ I vµ ®éng c¬ II ch¹y tèt lÇn l−ît lµ 0,8 vµ 0,7. H·y tÝnh 

x¸c suÊt ®Ó : 

a) C¶ hai ®éng c¬ ®Òu ch¹y tèt ; 

b) C¶ hai ®éng c¬ ®Òu kh«ng ch¹y tèt ; 

c) Cã Ýt nhÊt mét ®éng c¬ ch¹y tèt. 

Gi¶i 

a) Gäi A lµ biÕn cè "§éng c¬ I ch¹y tèt", B lµ biÕn cè "§éng c¬ II ch¹y tèt", 

C lµ biÕn cè "C¶ hai ®éng c¬ ®Òu ch¹y tèt". Ta thÊy A, B lµ hai biÕn cè ®éc lËp 

víi nhau vµ C = AB. Theo c«ng thøc (4), ta cã 

   P(C) = P(AB) = P(A)P(B) = 0,8 . 0,7 = 0,56. 

b) Gäi D lµ biÕn cè "c¶ hai ®éng c¬ ®Òu kh«ng ch¹y tèt". Ta thÊy D A B . 

Hai biÕn cè A  vµ B  ®éc lËp víi nhau nªn 

 P(D) = P( A )P( B ) = (1  P(A)) (1  P(B)) = 0,2 . 0,3 = 0,06. 

c) Gäi K lµ biÕn cè "cã Ýt nhÊt mét ®éng c¬ ch¹y tèt", khi ®ã biÕn cè ®èi cña K 

lµ biÕn cè D. 

Do ®ã  P(K) = 1  P(D) = 1 0,06 = 0,94.       

Quy t¾c nh©n x¸c suÊt cho nhiÒu biÕn cè ®−îc ph¸t biÓu nh− sau : 

NÕu k biÕn cè 1 2, , ..., kA A A  ®éc lËp víi nhau th× 

 1 2 1 2P( ... ) P( )P( ) ... P( ).k kA A A A A A   (5) 
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C©u hái vμ bμi tËp 

34. Gieo ba ®ång xu c©n ®èi mét c¸ch ®éc lËp. TÝnh x¸c 

suÊt ®Ó : 

a) C¶ ba ®ång xu ®Òu sÊp ; 

b) Cã Ýt nhÊt mét ®ång xu sÊp ; 

c) Cã ®óng mét ®ång xu sÊp. 

35.  X¸c suÊt b¾n tróng hång t©m cña mét ng−êi b¾n cung 

lµ 0,2. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong ba lÇn b¾n ®éc lËp : 

a) Ng−êi ®ã b¾n tróng hång t©m ®óng mét lÇn ; 

b) Ng−êi ®ã b¾n tróng hång t©m Ýt nhÊt mét lÇn. 

36. Gieo hai ®ång xu A vµ B mét c¸ch ®éc lËp. §ång xu A chÕ t¹o c©n ®èi. §ång 

xu B chÕ t¹o kh«ng c©n ®èi nªn x¸c suÊt xuÊt hiÖn mÆt sÊp gÊp ba lÇn x¸c suÊt 

xuÊt hiÖn mÆt ngöa. TÝnh x¸c suÊt ®Ó : 

a) Khi gieo hai ®ång xu mét lÇn th× c¶ hai ®ång xu ®Òu ngöa ; 

b) Khi gieo hai ®ång xu hai lÇn th× hai lÇn c¶ hai ®ång xu ®Òu ngöa. 

37. Trong mét bµi thi tr¾c nghiÖm kh¸ch quan cã 10 c©u. Mçi c©u cã 5 ph−¬ng ¸n 

tr¶ lêi, trong ®ã chØ cã mét ph−¬ng ¸n ®óng. Mét häc sinh kh«ng häc bµi nªn 

lµm bµi b»ng c¸ch víi mçi c©u ®Òu chän ngÉu nhiªn mét ph−¬ng ¸n tr¶ lêi. 

TÝnh x¸c suÊt ®Ó häc sinh ®ã tr¶ lêi kh«ng ®óng c¶ 10 c©u (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn 

hµng phÇn v¹n). 

Sö dông m¸y tÝnh bá tói trong tÝnh to¸n 
tæ hîp vµ x¸c suÊt 

Khi gi¶i c¸c bµi to¸n tæ hîp vµ x¸c suÊt, chóng ta th−êng ph¶i tÝnh c¸c biÓu thøc sè 

cã chøa c¸c sè d¹ng , !, A , C .k k k
n nn n  M¸y tÝnh bá tói lµ mét c«ng cô hç trî ®¾c lùc 

cho ta khi ph¶i thùc hiÖn c¸c tÝnh to¸n nµy. 

§èi víi m¸y tÝnh CASIO fx-500 MS c¸ch dïng nh− sau : 

1) §Ó tÝnh k
n  ta lÇn l−ît Ên 

     n  ^  k  =.     
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VÝ dô 1. TÝnh 104 .  Ta lÇn l−ît Ên 

    4  ^  10  =.        

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 1048576. 

2) §Ó tÝnh n! ta lÇn l−ît Ên 

    n SHIFT   x!.     

VÝ dô 2. TÝnh 8!. Ta lÇn l−ît Ên 

    8 SHIFT   x!.   =.    

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 40320. 

3) §Ó tÝnh Ak
n  ta lÇn l−ît Ên 

    n SHIFT  nPr  k  =.    

VÝ dô 3. TÝnh 3
15.A  Ta lÇn l−ît Ên   

    15 SHIFT  nPr  3  =.    

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 2730. 

4) §Ó tÝnh k
nC  ta lÇn l−ît Ên 

    n nCr  k  =.    

VÝ dô 4. TÝnh 7
14.C  Ta lÇn l−ît Ên   

    14  nCr  7  =.    

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 3432. 

VÝ dô 5. TÝnh hÖ sè cña 9x  trong khai triÓn 19( 2) .x   

HÖ sè ®ã lµ 10 10
192 .C  Muèn tÝnh sè nµy ta lÇn l−ît Ên 

    19  nCr 10    2  ^  10  =.    

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 94 595 072. 

VÝ dô 6. Chän ngÉu nhiªn 5 qu©n bµi. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong 5 qu©n bµi ®ã ta cã mét 
bé. (Xem vÝ dô 6. §4). 

X¸c suÊt ®ã lµ 
5
52

624
P

C
 . §Ó tÝnh sè nµy ta lÇn l−ît Ên 

    624      52  nCr  5  =. 

Trªn mµn h×nh hiÖn kÕt qu¶ 0,000240096. VËy P  0,00024. 
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LuyÖn tËp 

38. Cã hai hßm ®ùng thÎ, mçi hßm ®ùng 12 thÎ ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 12. Tõ mçi hßm 

rót ngÉu nhiªn mét thÎ. TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong hai thÎ rót ra cã Ýt nhÊt mét thÎ 

®¸nh sè 12. 

39. Cho hai biÕn cè A vµ B víi P(A) = 0,3 ; P(B) = 0,4 vµ P(AB) = 0,2. Hái hai biÕn 

cè A vµ B cã 

a) Xung kh¾c hay kh«ng ? 

b) §éc lËp víi nhau hay kh«ng ? 

40. Trong mét trß ch¬i ®iÖn tö, x¸c suÊt ®Ó An th¾ng trong mét trËn lµ 0,4 (kh«ng 

cã hoµ). Hái An ph¶i ch¬i tèi thiÓu bao nhiªu trËn ®Ó x¸c suÊt An th¾ng Ýt 

nhÊt mét trËn trong lo¹t ch¬i ®ã lín h¬n 0,95 ? 

41. Gieo hai con sóc s¾c c©n ®èi mét c¸ch ®éc lËp. TÝnh x¸c suÊt ®Ó tæng sè chÊm 

trªn mÆt xuÊt hiÖn cña hai con sóc s¾c b»ng 8. 

42. Gieo ba con sóc s¾c c©n ®èi mét c¸ch ®éc lËp. TÝnh x¸c suÊt ®Ó tæng sè chÊm 

trªn mÆt xuÊt hiÖn cña ba con sóc s¾c b»ng 9. 

 

X¸c suÊt vµ sè  

1. B»ng mét chiÕc kim ta cã thÓ tÝnh gÇn ®óng sè   

Trªn mÆt ph¼ng ta kÎ c¸c ®−êng th¼ng song song c¸ch ®Òu 
nhau mét kho¶ng c¸ch d. LÊy mét chiÕc kim cã chiÒu dµi lµ 

2

d
. Tung chiÕc kim ®ã mét c¸ch ngÉu nhiªn lªn mÆt ph¼ng, 

nhµ to¸n häc Ph¸p Buýp-ph«ng (Buffon) ®· chØ ra r»ng x¸c 
suÊt ®Ó chiÕc kim c¾t mét trong c¸c ®−êng th¼ng ®· vÏ lµ 

1
p  


 

B©y giê ta tung chiÕc kim nµy N lÇn vµ gi¶ sö cã k lÇn chiÕc 
kim c¾t mét trong c¸c ®−êng th¼ng ®· vÏ. V× tÇn suÊt 

1k
f p

N
  


 nªn ta suy ra 

N

k
    

Em

co á biïë t
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Buýp-ph«ng ®· thÝ nghiÖm b»ng c¸ch tung mét chiÕc kim 2212 lÇn vµ thu ®−îc 
704 lÇn chiÕc kim c¾t mét trong c¸c ®−êng th¼ng ®· vÏ. Do ®ã 

   
2212

3,142045.
704

    

Sau ®ã, nhµ to¸n häc PiÕc-x¬n (Pearson) ®· tung mét chiÕc kim nhiÒu lÇn h¬n vµ 

t×m ®−îc    3,1415929. NÕu t¨ng sè lÇn tung chiÕc kim lªn th× sÏ tÝnh gÇn ®óng sè 

 víi ®é chÝnh x¸c cao h¬n. 

2. Mét t×nh huèng kh¸c cã xuÊt hiÖn sè   

NÕu ta chän ngÉu nhiªn hai sè thùc x vµ y trong kho¶ng (0 ; 1) th× cã thÓ chøng minh 
®−îc r»ng x¸c suÊt ®Ó ba sè x, y vµ 1 lµ ®é dµi ba c¹nh cña mét tam gi¸c nhän b»ng 

4

4

 
. B¹n h·y mêi nhiÒu ng−êi (cµng nhiÒu cµng tèt) vµ yªu cÇu mçi ng−êi chän 

lÊy hai sè d−¬ng trong kho¶ng (0 ; 1). Sau ®ã, b¹n yªu cÇu mçi ng−êi kiÓm tra xem 
hai sè ®ã vµ sè 1 cã lµ ®é dµi ba c¹nh cña tam gi¸c nhän kh«ng. Gi¶ sö cã n ng−êi 
nãi "cã" vµ m ng−êi nãi "kh«ng". V× tÇn suÊt  f xÊp xØ x¸c suÊt nªn 

  
4

4

n
f

n m

 
 


. Tõ ®ã 

4
4 1

n m

n m n m

        
 

 B¹n kh«ng tin h·y thö thÝ nghiÖm xem sao ! 

 
BiÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 

1.  Kh¸i niÖm biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c  

VÝ dô 1. Gieo ®ång xu 5 lÇn liªn tiÕp. KÝ hiÖu X lµ sè lÇn xuÊt hiÖn mÆt ngöa. 

§¹i l−îng X cã c¸c ®Æc ®iÓm sau : 

Gi¸ trÞ cña X lµ mét sè thuéc tËp {0, 1, 2, 3, 4, 5} ; 

Gi¸ trÞ cña X lµ ngÉu nhiªn, kh«ng ®o¸n tr−íc ®−îc. 

Ta nãi X lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c. 

Mét c¸ch kh¸i qu¸t : 

§¹i l−îng X ®−îc gäi lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c nÕu nã 

nhËn gi¸ trÞ b»ng sè thuéc mét tËp h÷u h¹n nµo ®ã vµ gi¸ trÞ Êy lµ 

ngÉu nhiªn, kh«ng dù ®o¸n tr−íc ®−îc. 

66§
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2.  Ph©n bè x¸c suÊt cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 

Gi¶ sö X lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c nhËn c¸c gi¸ trÞ { 1 2, , ..., nx x x }. §Ó 

hiÓu râ h¬n vÒ X, ta th−êng quan t©m ®Õn x¸c suÊt ®Ó X nhËn gi¸ trÞ kx  tøc lµ 

c¸c sè P(X = kx ) = kp  víi k = 1, 2, ..., n. 

C¸c th«ng tin vÒ X nh− vËy ®−îc tr×nh bµy d−íi d¹ng b¶ng sau ®©y : 

X 1x  2x  ... nx  

P 1p  2p  ... np  

  B¶ng 1 

B¶ng 1 ®−îc gäi lµ b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X. 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng trong b¶ng 1, tæng c¸c sè ë dßng thø hai b»ng 

1 2 ... np p p    = 1. 

VÝ dô 2. Sè vô vi ph¹m luËt giao th«ng trªn ®o¹n ®−êng A vµo tèi thø b¶y 

hµng tuÇn lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X. Gi¶ sö X  cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt 

nh− sau : 

X 0 1 2 3 4 5 

P 0,1 0,2 0,3 0,2 0,1 0,1 

B¶ng 2 

Nhê b¶ng 2 ta biÕt ®−îc ch¼ng h¹n x¸c suÊt ®Ó tèi thø b¶y trªn ®o¹n ®−êng A 

kh«ng cã vô vi ph¹m luËt giao th«ng nµo lµ 0,1 vµ x¸c suÊt ®Ó x¶y ra nhiÒu 

nhÊt mét vô vi ph¹m luËt giao th«ng lµ 0,1 + 0,2 = 0,3. 

H1   TÝnh x¸c suÊt ®Ó tèi thø b¶y trªn ®o¹n ®−êng A : 

a) Cã hai vô vi ph¹m luËt giao th«ng ; 

b) Cã nhiÒu h¬n ba vô vi ph¹m luËt giao th«ng. 

VÝ dô 3. Mét tói ®ùng 6 viªn bi ®á vµ 4 viªn bi xanh. Chän ngÉu nhiªn 3 viªn 

bi. Gäi X lµ sè viªn bi xanh trong 3 viªn bi ®−îc chän ra. Râ rµng X lµ biÕn 

ngÉu nhiªn rêi r¹c nhËn gi¸ trÞ trong tËp {0, 1, 2, 3}. 
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§Ó lËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X ta ph¶i tÝnh c¸c x¸c suÊt P(X = 0), P(X = 1), 

P(X = 2) vµ P(X = 3). 

Sè tr−êng hîp cã thÓ lµ 3
10C  = 120. 

Ta cã P(X = 0) lµ x¸c suÊt chän ®−îc c¶ 3 viªn bi ®á. Sè c¸ch chän 3 viªn bi 

®á lµ 3
6C  = 20. VËy P(X = 0) = 

20 1

120 6
   

Ta cã P(X = 1) lµ x¸c suÊt ®Ó chän ®−îc 1 viªn bi xanh vµ 2 viªn bi ®á. Ta cã 

1
4C  = 4 c¸ch chän 1 viªn bi xanh vµ 2

6C  = 15 c¸ch chän 2 viªn bi ®á. Theo 

quy t¾c nh©n, ta cã 4.15 = 60 c¸ch chän 1 viªn bi xanh vµ 2 viªn bi ®á. VËy 

P(X = 1) = 
60 1

120 2
             

H2  H·y tÝnh P(X = 2) vμ P(X = 3) råi lËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X. 

3.  K× väng 

®Þnh nghÜa 

Cho X lµ biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c víi tËp gi¸ trÞ lµ 

{ 1 2, , ..., nx x x }. K× väng cña X, kÝ hiÖu lµ E(X), lµ mét sè ®−îc 

tÝnh theo c«ng thøc 

 E(X) = 1 1 2 2 n nx p x p x p    = 
1

n

i i
i

x p

 , 

ë ®ã P( )i ip X x  , (i = 1, 2, ..., n). 

ý nghÜa : E(X) lµ mét sè cho ta mét ý niÖm vÒ ®é lín trung b×nh cña X. V× thÕ 

k× väng E(X) cßn ®−îc gäi lµ gi¸ trÞ trung b×nh cña X. 

NhËn xÐt. K× väng cña X  kh«ng nhÊt thiÕt thuéc tËp c¸c gi¸ trÞ cña X. 

VÝ dô 4. Gäi X lµ sè vô vi ph¹m luËt giao th«ng trong ®ªm thø b¶y ë ®o¹n 

®−êng A nãi trong vÝ dô 2. TÝnh E(X). 

Gi¶i 

Ta cã E(X) = 0 . 0,1 + 1 . 0,2 + 2 . 0,3 + 3 . 0,2 + 4 . 0,1 + 5 . 0,1 = 2,3. 
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(Nh− vËy ë ®o¹n ®−êng A mçi tèi thø b¶y cã trung b×nh 2,3 vô vi ph¹m luËt 

giao th«ng).            

4.  Ph−¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn  

a) Ph−¬ng sai 

§Þnh nghÜa 

Cho X lµ biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c víi tËp gi¸ trÞ lµ {x1, x2, ..., xn}. 

Ph−¬ng sai cña X, kÝ hiÖu lµ V(X), lµ mét sè ®−îc tÝnh theo c«ng thøc 

 2 2 2
1 1 2 2V( ) ( ) ( ) ( )n nX x p x p x p          

  = 2

1

( ) ,
n

i i
i

x p


  

ë ®ã ( )i ip X x P  (i = 1, 2, ..., n) vµ  = E(X). 

ý nghÜa : Ph−¬ng sai lµ mét sè kh«ng ©m. Nã cho ta mét ý niÖm vÒ møc ®é 

ph©n t¸n c¸c gi¸ trÞ cña X xung quanh gi¸ trÞ trung b×nh. Ph−¬ng sai cµng lín 

th× ®é ph©n t¸n nµy cµng lín. 

b) §é lÖch chuÈn 

®Þnh nghÜa 

C¨n bËc hai cña ph−¬ng sai, kÝ hiÖu lµ (X), ®−îc gäi lµ ®é lÖch 

chuÈn cña X, nghÜa lµ 

      ( ) V( ).X X   

VÝ dô 5. Gäi X lµ sè vô vi ph¹m luËt giao th«ng vµo tèi thø b¶y nãi trong vÝ dô 2. 

TÝnh ph−¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn cña X. 

Gi¶i 

Tõ vÝ dô 4 ta cã  = E(X) = 2,3. Tõ c«ng thøc tÝnh ph−¬ng sai, ta cã 

V(X) = (0  2,3)
2
 . 0,1 + (1  2,3)

2
 . 0,2 + (2  2,3)

2
 . 0,3 + (3  2,3)

2
 . 0,2  

   + (4  2,3)
2
 . 0,1 + (5  2,3)

2
 . 0,1 = 2,01. 

§é lÖch chuÈn lµ ( )X  = 2,01   1,418         
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Chó ý 

Cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng 

   V(X) = 2 2

1

.
n

i i

i

x p 


       (1) 

Trong thùc hµnh, ta th−êng dïng c«ng thøc (1) ®Ó tÝnh ph−¬ng sai. 

VÝ dô 6. Dïng c«ng thøc (1) ®Ó tÝnh ph−¬ng sai cña sè vô vi ph¹m luËt giao 

th«ng trong vÝ dô 2, ta cã 

V(X) = 2 2 2 2 2 2 20 .0,1 1 .0,2 2 .0,3 3 .0,2 4 .0,1 5 .0,1 (2,3) 2,01.        

C©u hái vμ bμi tËp 
43. Mét cuéc ®iÒu tra ®−îc tiÕn hµnh nh− sau : Chän ngÉu nhiªn mét b¹n häc sinh 

trªn ®−êng vµ hái xem gia ®×nh b¹n ®ã cã bao nhiªu ng−êi. Gäi X lµ sè ng−êi 

trong gia ®×nh b¹n häc sinh ®ã. Hái X cã ph¶i lµ biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c kh«ng ? 

V× sao ? 

44. Chän ngÉu nhiªn mét gia ®×nh trong sè c¸c gia ®×nh cã ba con. Gäi X lµ sè con 

trai trong gia ®×nh ®ã. H·y lËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X (gi¶ thiÕt r»ng x¸c 

suÊt sinh con trai lµ 0,5). 

45. Sè ca cÊp cøu ë mét bÖnh viÖn vµo tèi thø b¶y lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X 

cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh− sau : 

X 0 1 2 3 4 5 

P 0,15 0,2 0,3 0,2 0,1 0,05 

BiÕt r»ng, nÕu cã h¬n 2 ca cÊp cøu th× ph¶i t¨ng c−êng thªm b¸c sÜ trùc.  

a) TÝnh x¸c suÊt ®Ó ph¶i t¨ng c−êng thªm b¸c sÜ trùc vµo tèi thø b¶y. 

b) TÝnh x¸c suÊt ®Ó x¶y ra Ýt nhÊt mét ca cÊp cøu vµo tèi thø b¶y. 

46. Sè cuéc ®iÖn tho¹i gäi ®Õn mét tæng ®µi trong kho¶ng thêi gian 1 phót vµo 

buæi tr−a (tõ 12 giê ®Õn 13 giê) lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X cã b¶ng ph©n 

bè x¸c suÊt sau : 
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X 0 1 2 3 4 5 

P 0,3 0,2 0,15 0,15 0,1 0,1 

TÝnh x¸c suÊt ®Ó trong kho¶ng thêi gian tõ 12 giê 30 phót ®Õn 12 giê 31 phót 

cã nhiÒu h¬n 2 cuéc gäi. 

47. TÝnh k× väng, ph−¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X trong 

bµi tËp 44 (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn tr¨m).  

48. TÝnh k× väng, ph−¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X trong 

bµi tËp 45 (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn tr¨m).  

49. TÝnh k× väng, ph−¬ng sai vµ ®é lÖch chuÈn cña biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X trong 

bµi tËp 46 (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn tr¨m). 

liªn hÖ gi÷a biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c 

vµ thèng kª  

XÐt dÊu hiÖu X víi tËp gi¸ trÞ h÷u h¹n { 1x , 2x ,…, nx }. Gi¶ sö trªn mét mÉu ®iÒu tra 

kÝch th−íc N vÒ dÊu hiÖu X, ta thÊy cã in  sè liÖu cã gi¸ trÞ ix  (i = 1, 2,…, n), tøc lµ 

gi¸ trÞ ix  cã tÇn sè in . TÇn suÊt cña gi¸ trÞ  ix  lµ i
i

n
f

N
 .  

Khi ®ã b¶ng ph©n bè tÇn suÊt cña mÉu sè liÖu trªn lµ 

Gi¸ trÞ  x 1x  2x  … 
nx  

TÇn suÊt f 1f  2f  … 
nf  

Cã thÓ coi dÊu hiÖu X  nãi trªn lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c víi tËp gi̧  trÞ { 1x , 2x ,…, nx }. 

Gi¶ sö ph©n bè x¸c suÊt cña X lµ  

X 1x  2x  … 
nx  

P 1p  2p  … 
np  

Chóng ta ®· biÕt r»ng tÇn suÊt if  lµ mét gi¸ trÞ gÇn ®óng cña x¸c suÊt ip . Do ®ã 

b¶ng ph©n bè tÇn suÊt cña mÉu sè liÖu cho ta mét "h×nh ¶nh" gÇn ®óng vÒ b¶ng 

ph©n bè x¸c suÊt cña X.  
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Sè trung b×nh cña mÉu sè liÖu lµ 1

1 1

n

i i n n
i i

i i i

i i

n x
n

x x x f
N N



 
  


  . 

V× if  ip   nªn 
1 1

E( ).
n n

i i i i

i i

x x f x p X

 
     

Nh− vËy, sè trung b×nh cña mÉu sè liÖu lμ mét gi¸ trÞ gÇn ®óng cña k× väng cña X. 

T−¬ng tù, ph−¬ng sai cña mÉu sè liÖu lµ 

 

2

2 2 21

1 1

( )

( ) ( ) V( )

n

i i n n
i

i i i i

i i

n x x

s x x f x p X
N



 



     


   

ë ®ã  = E(X). 

VËy ph−¬ng sai vμ ®é lÖch chuÈn cña mÉu sè liÖu lμ c¸c gi¸ trÞ gÇn ®óng cña 

ph−¬ng sai vμ  ®é lÖch chuÈn cña X. 

LuyÖn tËp 

50. Chän ngÉu nhiªn 3 ®øa trÎ tõ mét nhãm trÎ gåm 6 trai vµ 4 g¸i. Gäi X lµ sè bÐ 

g¸i trong sè 3 ®øa trÎ ®−îc chän. LËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X. 

51. Sè ®¬n ®Æt hµng ®Õn trong mét ngµy ë mét c«ng ti vËn t¶i lµ mét biÕn ngÉu 

nhiªn rêi r¹c X cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh− sau : 

X 0 1 2 3 4 5 

P 0,1 0,2 0,4 0,1 0,1 0,1 

a) TÝnh x¸c suÊt ®Ó sè ®¬n ®Æt hµng thuéc ®o¹n [1 ; 4]. 

b) TÝnh x¸c suÊt ®Ó cã Ýt nhÊt 4 ®¬n ®Æt hµng ®Õn c«ng ti ®ã trong mét ngµy. 

c) TÝnh sè ®¬n ®Æt hµng trung b×nh ®Õn c«ng ti ®ã trong mét ngµy. 

52. Cho biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh− sau : 

X 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

P 0,01 0,05 0,1 0,14 0,18 0,25 0,15 0,07 0,04 0,01 

a) TÝnh P(2 < X < 7). 

b) TÝnh P(X > 5). 
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53. Cho biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh− sau : 

X 0 1 2 3 

P 
1

28
 

15

56
 

27

56
 

3

14
 

TÝnh E(X), V(X) vµ (X) (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn ngh×n). 

54. Cho biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh− sau : 

X 15 18 21 24 

P 
3

14
 

27

56
 

15

56
 

1

28
 

TÝnh E(X), V(X) vµ (X) (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn ngh×n). 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng II 

55. Tõ c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè ch½n cã ba ch÷ sè 

(kh«ng nhÊt thiÕt kh¸c nhau) ? 

56. Tõ c¸c ch÷ sè 1, 2, 3, 4, 5 cã thÓ lËp nªn bao nhiªu sè ch½n cã ba ch÷ sè kh¸c nhau ? 

57. XÐt s¬ ®å m¹ng ®iÖn (h. 2.4) cã 9 c«ng t¾c, trong ®ã mçi c«ng t¾c cã hai tr¹ng 

th¸i ®ãng vµ më. 

a) Hái m¹ng ®iÖn cã thÓ cã bao nhiªu c¸ch ®ãng - më 9 c«ng t¾c trªn ? 

b) Hái m¹ng ®iÖn cã bao nhiªu c¸ch ®ãng - më 9 c«ng t¾c trªn ®Ó th«ng m¹ch 

tõ A ®Õn B (tøc lµ cã dßng ®iÖn ®i tõ A ®Õn B) ? 

 

H×nh 2.4 

58. Trong kh«ng gian cho tËp hîp gåm 9 ®iÓm trong ®ã kh«ng cã 4 ®iÓm nµo 

®ång ph¼ng. Hái cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu tø diÖn víi c¸c ®Ønh thuéc tËp hîp 

®· cho ? 
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59. Mét c©u l¹c bé cã 25 thµnh viªn. 

a) Cã bao nhiªu c¸ch chän 4 thµnh viªn vµo Uû ban Th−êng trùc ? 

b) Cã bao nhiªu c¸ch chän Chñ tÞch, Phã Chñ tÞch vµ Thñ quü ? 

60. T×m hÖ sè cña 8 9x y  trong khai triÓn cña 17(3 2 )x y . 

61. Chän ngÉu nhiªn mét sè tù nhiªn bÐ h¬n 1000. TÝnh x¸c suÊt ®Ó sè ®ã : 

a) Chia hÕt cho 3 ; 

b) Chia hÕt cho 5.  

62. Chän ngÉu nhiªn 5 qu©n bµi trong cç bµi tó l¬ kh¬ gåm 52 qu©n bµi. TÝnh x¸c 

suÊt ®Ó trong 5 qu©n bµi nµy cã qu©n 2 r«, qu©n 3 pÝch, qu©n 6 c¬, qu©n 10 

nhÐp vµ qu©n K c¬. 

63. Chän ngÉu nhiªn 5 qu©n bµi trong cç bµi tó l¬ kh¬ gåm 52 qu©n bµi. TÝnh x¸c 

suÊt ®Ó trong 5 qu©n bµi nµy cã Ýt nhÊt mét qu©n ¸t (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng 

phÇn ngh×n). 

64. Cã hai hßm, mçi hßm chøa 5 tÊm thÎ ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 5. Rót ngÉu nhiªn tõ 

mçi hßm mét tÊm thÎ. TÝnh x¸c suÊt ®Ó tæng c¸c sè ghi trªn hai tÊm thÎ rót ra 

kh«ng nhá h¬n 3. 

65. Cã ba hßm, mçi hßm chøa 5 tÊm thÎ ®¸nh sè tõ 1 ®Õn 5. Rót ngÉu nhiªn tõ 

mçi hßm mét tÊm thÎ. TÝnh x¸c suÊt ®Ó : 

a) Tæng c¸c sè ghi trªn ba tÊm thÎ rót ra kh«ng nhá h¬n 4 ; 

b) Tæng c¸c sè ghi trªn ba tÊm thÎ rót ra b»ng 6. 

66. Sè lçi ®¸nh m¸y trªn mét trang s¸ch lµ mét biÕn ngÉu nhiªn rêi r¹c X cã b¶ng 

ph©n bè x¸c suÊt nh− sau : 

X 0 1 2 3 4 5 

P 0,01 0,09 0,3 0,3 0,2 0,1 

TÝnh x¸c suÊt ®Ó : 

a) Trªn trang s¸ch cã nhiÒu nhÊt 4 lçi ; 

b) Trªn trang s¸ch cã Ýt nhÊt 2 lçi. 

67. Cã hai tói : tói thø nhÊt chøa ba tÊm thÎ ®¸nh sè 1, 2, 3 vµ tói thø hai chøa bèn 

tÊm thÎ ®¸nh sè 4, 5, 6, 8. Rót ngÉu nhiªn tõ mçi tói mét tÊm thÎ råi céng hai 

sè ghi trªn hai tÊm thÎ víi nhau. Gäi X lµ sè thu ®−îc. 

a) LËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X. 
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b) TÝnh E(X). 

68. Mét nhãm cã 7 ng−êi, trong ®ã gåm 4 nam vµ 3 n÷. Chän ngÉu nhiªn 3 ng−êi. 

Gäi X lµ sè n÷ trong 3 ng−êi ®−îc chän. 

a) LËp b¶ng ph©n bè x¸c suÊt cña X. 

b) TÝnh E(X) vµ V(X) (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn tr¨m). 

Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 

Trong c¸c bµi tõ  69 ®Õn 73, h·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ ®· cho. 

69. Trong c¸c sè nguyªn tõ 100 ®Õn 999, sè c¸c sè mµ c¸c ch÷ sè cña nã t¨ng dÇn 

hoÆc gi¶m dÇn (kÓ tõ tr¸i sang ph¶i) b»ng 

(A) 120 ;   (B) 168 ;    (C) 204 ;   (D) 216.       

70.  Mét ®éi x©y dùng gåm 10 c«ng nh©n, 3 kÜ s−. §Ó lËp mét tæ c«ng t¸c, cÇn 

chän mét kÜ s− lµm tæ tr−ëng, mét c«ng nh©n lµm tæ phã vµ 5 c«ng nh©n lµm 

tæ viªn.  Hái cã bao nhiªu c¸ch chän ? 

 (A) 3780 ;       (B) 3680 ;      (C) 3760 ;    (D)  3520. 

71. Víi c¸c ch÷ sè 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 cã thÓ lËp ®−îc bao nhiªu sè ch½n gåm 5 ch÷ 

sè ®«i mét kh¸c nhau (ch÷ sè ®Çu tiªn ph¶i kh¸c 0) ? 

 (A) 1250 ;     (B) 1260 ;    (C) 1280 ;    (D) 1270.  

72. HÖ sè cña 9x  sau khi khai triÓn vµ rót gän ®a thøc lµ 

    9 10 14(1 ) (1 ) (1 ) .x x x       

 (A)  3001 ;      (B) 3003 ;      (C)   3010 ;  (D)  2901. 

73. Hai x¹ thñ ®éc lËp víi nhau cïng b¾n vµo mét tÊm bia. Mçi ng−êi b¾n mét 

viªn. X¸c suÊt b¾n tróng cña x¹ thñ thø nhÊt lµ 0,7 ; cña x¹ thñ thø hai lµ 0,8. 

Gäi X lµ sè viªn ®¹n tróng bia. TÝnh k× väng cña X. 

 (A)  1,75 ;    (B) 1,5 ;      (C) 1,54 ;     (D)   1,6. 

 

www.truongbachviet.com



 96 

www.truongbachviet.com



 97 

 
PH¦¥NG PH¸P QUY N¹P TO¸N HäC 

1.  Ph−¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc 

Trong nhiÒu lÜnh vùc kh¸c nhau cña to¸n häc (sè häc, ®¹i sè, h×nh häc, 

gi¶i tÝch, ...), ta th−êng gÆp nh÷ng bµi to¸n víi yªu cÇu chøng minh mÖnh ®Ò 

chøa biÕn A(n) lµ mét mÖnh ®Ò ®óng víi mäi gi¸ trÞ nguyªn d−¬ng cña biÕn n. 

XÐt bµi to¸n : Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã 

  1.2 + 2.3 + ... + n(n + 1)  =  
( 1)( 2)

3

n n n 
       (1) 

H1  a) H·y kiÓm tra ®¼ng thøc (1) khi n = 1. 

b) Em cã thÓ kiÓm tra ®¼ng thøc (1) víi mäi gi¸ trÞ nguyªn d−¬ng cña n hay kh«ng ? 

NhËn thÊy, ta cã thÓ chøng minh ®−îc kh¼ng ®Þnh sau : 

"Víi k lµ mét sè nguyªn d−¬ng tuú ý, nÕu (1) ®· ®óng khi n = k th× nã còng 

®óng khi n = k + 1."  

§iÒu ®ã cã nghÜa lµ : "NÕu ta ®· cã 

  1.2 + 2.3 + ... + k(k + 1)  =  
( 1)( 2)

3

k k k 
                                       (2) 

th× ta còng sÏ cã 

   1.2 + 2.3 + ... + k(k + 1) + (k + 1)(k + 2)  =  
"( 1)( 2)( 3)

3

k k k  
                         

ThËt vËy, theo (2) ta cã 

1.2 + 2.3 + ... + k(k + 1) + (k + 1)(k + 2)  =  
( 1)( 2)

3

k k k 
  +  (k + 1)(k + 2) 

                                                                  =  
( 1)( 2)( 3)

3

k k k  
  

Nhê viÖc kiÓm nghiÖm (1) ®óng khi n = 1 vµ kÕt qu¶ võa chøng minh trªn, ta 

cã thÓ suy ra (1) ®óng víi mäi gi¸ trÞ nguyªn d−¬ng cña n. 

11§
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ThËt vËy, v× (1) ®óng khi n = 1 nªn theo kÕt qu¶ võa chøng minh trªn, nã 

còng ®óng khi n = 1 + 1 = 2. T−¬ng tù nh− thÕ, v× ®óng khi n = 2 nªn nã 

sÏ ®óng khi n = 2 + 1 = 3 ; vµ do ®· ®óng khi n = 3 nªn nã ph¶i ®óng khi 

n = 3 + 1 = 4 ; ... . TiÕp tôc qu¸ tr×nh suy luËn ®ã, ta ®i ®Õn kÕt luËn (1) ®óng 

víi mäi gi¸ trÞ nguyªn d−¬ng cña n. Bµi to¸n ®−îc gi¶i quyÕt.  

Mét c¸ch kh¸i qu¸t : 

§Ó chøng minh mÖnh ®Ò chøa biÕn A(n) lµ mét mÖnh ®Ò ®óng víi mäi gi¸ trÞ 

nguyªn d−¬ng cña n, ta thùc hiÖn hai b−íc sau : 

 B−íc 1 (b−íc c¬ së, hay b−íc khëi ®Çu). Chøng minh A(n) lµ mét mÖnh ®Ò 

®óng khi n = 1. 

 B−íc 2 (b−íc quy n¹p, hay b−íc "di truyÒn"). Víi k lµ mét sè nguyªn d−¬ng 

tuú ý, xuÊt ph¸t tõ gi¶ thiÕt A(n) lµ mét mÖnh ®Ò ®óng khi n = k, chøng minh 

A(n) còng lµ mét mÖnh ®Ò ®óng khi n = k + 1.  

Ng−êi ta gäi ph−¬ng ph¸p chøng minh võa nªu trªn lµ ph−¬ng ph¸p quy n¹p 

to¸n häc (hay cßn gäi t¾t lµ ph−¬ng ph¸p quy n¹p). Gi¶ thiÕt ®−îc nãi tíi ë 

b−íc 2 gäi lµ gi¶ thiÕt quy n¹p. 

2.  Mét sè vÝ dô ¸p dông 

VÝ dô 1. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã 

   1
3
 + 2

3
 + ... + n

3
  =  

2 2( 1)

4

n n 
                (3) 

Gi¶i 

Ta sÏ gi¶i bµi to¸n b»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p. 

 Víi n = 1, ta cã 

    1
3
 = 1 =  

2 21 (1 1)

4


  

Nh− vËy, (3) ®óng khi n = 1. 

 Gi¶ sö (3) ®óng khi n = k, k  *, tøc lµ 

   1
3
 + 2

3
 + ... + k

3
  =  

2 2( 1)

4

k k 
, 

ta sÏ chøng minh nã còng ®óng khi n = k + 1, tøc lµ  

  1
3
 + 2

3
 + ... + k

3
 + (k + 1)

3
  =  

2 2( 1) ( 2)

4

k k 
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ThËt vËy, tõ gi¶ thiÕt quy n¹p, ta cã 

 1
3
 + 2

3
 + ... + k

3
 + (k + 1)

3
  =   

2 2( 1)

4

k k 
  +  (k + 1)

3
 

                        =   
2( 1)

4

k 
. (k

2
 + 4k + 4)   =   

2 2( 1) ( 2)

4

k k 
  

VËy (3) ®óng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n.       

H2   Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã 

    1 + 3 + 5 + ... + (2n  1)  =  n2. 

H3  Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã 

    12 + 32 + ... + (2n  1)2  =  
2(4 1)

3

n n 
  

Chó ý  

Trong thùc tÕ, ta cßn gÆp c¸c bµi to¸n víi yªu cÇu chøng minh 

mÖnh ®Ò chøa biÕn A(n) lµ mét mÖnh ®Ò ®óng víi mäi gi¸ trÞ 

nguyªn d−¬ng n  p, trong ®ã p lµ mét sè nguyªn d−¬ng cho tr−íc. 

Trong tr−êng hîp nµy, ®Ó gi¶i quyÕt bµi to¸n ®Æt ra b»ng ph−¬ng 

ph¸p quy n¹p, ë b−íc 1 ta cÇn chøng minh A(n) lµ mÖnh ®Ò ®óng 

khi n = p vµ ë b−íc 2, cÇn xÐt gi¶ thiÕt quy n¹p víi k lµ sè nguyªn 

d−¬ng tuú ý lín h¬n hoÆc b»ng p. 

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n  3, ta lu«n cã 

                           2
n
  >  2n + 1.                                        (4) 

Gi¶i 

Ta sÏ gi¶i bµi to¸n b»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p. 

 Víi n = 3, ta cã 

  2
n
  =  2

3
 =  8   vµ   2n + 1 =  2.3 + 1 =  7. 

Râ rµng 8 > 7, vµ do ®ã (4) ®óng khi n = 3. 

 Gi¶ sö (4) ®óng khi n = k , k  *  vµ  k  3, tøc lµ 

    2
k
  >  2k  + 1, 

ta sÏ chøng minh nã còng ®óng khi n = k + 1, tøc lµ 

    2
k+1

  >  2(k + 1) + 1. 
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ThËt vËy, tõ gi¶ thiÕt quy n¹p, ta cã 

  2
k + 1

  =  2.2
k
  >  2(2k + 1) =  4k + 2  >  2k + 3  =  2(k + 1) + 1. 

VËy (4) ®óng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n  3.       

C©u hái vμ bμi tËp 

1. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã ®¼ng thøc sau : 

  1 + 2 + 3 + ... + n  =  
( 1)

2

n n 
  

2. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã ®¼ng thøc : 

  2 2 2 2 ( 1)(2 1)
2 4 ... (2 )

3

n n n
n

 
      

3. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã bÊt ®¼ng thøc : 

  1 +  
1

2
  +  ...  +  

1

n
  <  2 n . 

4. Chøng minh r»ng víi mäi sè nguyªn n  2, ta lu«n cã ®¼ng thøc sau : 

  
2

1 1 1 1
1 1 ... 1

4 9 2

n

nn

            
    

 

5. Cho n lµ mét sè nguyªn lín h¬n 1. H·y chøng minh bÊt ®¼ng thøc sau : 

  
1

1n 
 +  

1

2n 
  +  ...  +  

1

2n
  >  

13

24
  

6. Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, ®Æt  un = 7.2
2n – 2

 + 3
2n – 1

. Chøng minh r»ng víi 

mäi sè nguyªn d−¬ng n, ta lu«n cã un chia hÕt cho 5. 

7. Cho sè thùc  x > – 1. Chøng minh r»ng 

   (1 + x)
n
    1 + nx 

víi mäi sè nguyªn d−¬ng n. 

8. Mét häc sinh chøng minh mÖnh ®Ò "Víi k lµ mét sè nguyªn d−¬ng tuú ý, nÕu  

8
k
 + 1  chia hÕt cho 7 th×  8

k + 1
 + 1  còng chia hÕt cho 7" nh− sau : 
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Ta cã :   8
k + 1

 + 1 = 8(8
k
 + 1) – 7. Tõ ®©y vµ gi¶ thiÕt "8

k
 + 1  chia hÕt cho 7", 

hiÓn nhiªn suy ra 8
k + 1

 + 1 chia hÕt cho 7. 

Hái tõ chøng minh trªn, b¹n häc sinh ®ã cã thÓ kÕt luËn ®−îc "8
n
 + 1 chia hÕt 

cho 7 víi mäi  n  * " hay kh«ng ? V× sao ? 

 

D·Y Sè   

1. §Þnh nghÜa vµ vÝ dô 

ë c¸c líp d−íi, qua viÖc gi¶i bµi tËp, ta ®· lµm quen víi kh¸i niÖm d·y sè. Khi 
®ã, nãi tíi d·y sè ta hiÓu ®ã lµ kÕt qu¶ thu ®−îc khi viÕt liªn tiÕp c¸c sè theo 
mét quy t¾c nµo ®ã. Ch¼ng h¹n, khi viÕt liªn tiÕp c¸c luü thõa víi sè mò tù 

nhiªn cña  
1

2
 , theo thø tù t¨ng dÇn cña sè mò, ta ®−îc d·y sè : 

   

0
1

2

 
 
 

, 

1
1

2

 
 
 

, 

2
1

2

 
 
 

, 

3
1

2

 
 
 

, 

4
1

2

 
 
 

, 

5
1

2

 
 
 

 , ...          (1) 

Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, kÝ hiÖu un lµ sè n»m ë vÞ trÝ thø n (kÓ tõ tr¸i qua 

ph¶i) cña d·y sè (1), ta cã 

    un =  

1
1

2

n
  
 

. 

§iÒu ®ã cho thÊy d·y sè (1) thÓ hiÖn mét quy t¾c mµ nhê nã, øng víi mçi sè 

nguyªn d−¬ng n, ta x¸c ®Þnh ®−îc duy nhÊt mét sè thùc un. V× thÕ, ta cã thÓ 

coi d·y sè (1) lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn tËp hîp c¸c sè nguyªn d−¬ng. 

§Þnh nghÜa 1 

Mét hµm sè u x¸c ®Þnh trªn tËp hîp c¸c sè nguyªn d−¬ng *  

®−îc gäi lµ mét d·y sè v« h¹n (hay cßn gäi t¾t lµ d·y sè). 

Mçi gi¸ trÞ cña hµm sè u ®−îc gäi lµ mét sè h¹ng cña d·y sè ; u(1) ®−îc gäi lµ 

sè h¹ng thø nhÊt (hay sè h¹ng ®Çu) ; u(2) ®−îc gäi lµ sè h¹ng thø  hai ; ... . 

22§
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Ng−êi ta th−êng kÝ hiÖu c¸c gi¸ trÞ u(1), u(2), ... t−¬ng øng bëi u1 , u2 , ... . 

VÝ dô 1. Hµm sè  u(n) = 
1

1n 
, x¸c ®Þnh trªn tËp *, lµ mét d·y sè. D·y sè 

nµy cã v« sè sè h¹ng : 

   u1 = 
1

2
 ,  u2 = 

1

3
 ,  u3 = 

1

4
 , ... . 

H1  H·y x¸c ®Þnh c¸c sè h¹ng thø 9, thø 99 vμ thø 999 cña d·y sè ë vÝ dô trªn. 

KÝ hiÖu. Ng−êi ta th−êng kÝ hiÖu d·y sè  u = u(n) bëi (un), vµ gäi un lµ sè 

h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè ®ã. 

Ng−êi ta còng th−êng viÕt d·y sè (un) d−íi d¹ng khai triÓn : 

    u1 , u2 , ... , un , ... . 

Ch¼ng h¹n, cã thÓ kÝ hiÖu d·y sè ë vÝ dô 1 bëi 
1

1n

 
  

 ; vµ khi viÕt d·y sè ®ã 

d−íi d¹ng khai triÓn ta ®−îc : 

    
1

2
, 

1

3
 ,  

1

4
, ... , 

1

1n 
, ... . 

Chó ý 

Ng−êi ta còng gäi mét hµm sè u x¸c ®Þnh trªn tËp hîp gåm m sè 

nguyªn d−¬ng ®Çu tiªn (m tuú ý thuéc *) lµ mét d·y sè. Râ rµng, d·y 

sè trong tr−êng hîp nµy chØ cã h÷u h¹n sè h¹ng (m sè h¹ng : u1, u2, 

..., um ) ; v× thÕ, ng−êi ta cßn gäi nã lµ d·y sè h÷u h¹n ; u1 gäi lµ sè 

h¹ng ®Çu vµ um gäi lµ sè h¹ng cuèi. 

VÝ dô 2. Hµm sè u(n) = n
3
, x¸c ®Þnh trªn tËp hîp M = {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5}, lµ mét 

d·y sè h÷u h¹n. D·y sè nµy cã n¨m sè h¹ng : 

n 1 2 3 4 5 

un 1 8 27 64 125 

1 lµ sè h¹ng ®Çu vµ 125 lµ sè h¹ng cuèi. 

ViÕt d·y sè trªn d−íi d¹ng khai triÓn ta ®−îc : 

    1, 8,  27,  64, 125. 
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2. C¸c c¸ch cho mét d·y sè 

Mét d·y sè ®−îc coi lµ x¸c ®Þnh nÕu ta biÕt c¸ch t×m mäi sè h¹ng cña d·y sè 

®ã. Tõ ®ã, ng−êi ta th−êng cho d·y sè b»ng mét trong c¸c c¸ch sau : 

C¸ch 1 : Cho d·y sè bëi c«ng thøc cña sè h¹ng tæng qu¸t. 

Ch¼ng h¹n : "Cho d·y sè (un) víi un =  
1

3 1

n

n




". 

H2  H·y t×m c¸c sè h¹ng u33 vμ u333 cña d·y sè võa nªu trªn. 

C¸ch 2 : Cho d·y sè bëi hÖ thøc truy håi (hay cßn nãi : Cho d·y sè b»ng 

quy n¹p). 

VÝ dô 3.  XÐt d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi :  u1 = 1 vµ víi mäi n  2  

    un =  2un – 1 + 1.                   (2) 

Râ rµng, víi c¸ch cho nh− trªn, ta cã thÓ t×m ®−îc sè h¹ng tuú ý cña d·y sè (un) : 

Do u1 ®· biÕt nªn ¸p dông (2) cho n = 2 ta t×m ®−îc u2  

   u2 = 2u1 + 1 = 2 . 1 + 1 = 3 ; 

V× biÕt u2 nªn ¸p dông (2) cho n = 3 ta t×m ®−îc u3   

   u3 = 2u2 + 1 = 2 . 3 + 1 = 7 ;  ... . 

TiÕp tôc qu¸ tr×nh trªn ta sÏ t×m ®−îc sè h¹ng tuú ý cña d·y sè (un). 

VÝ dô 4.  XÐt d·y sè (vn) x¸c ®Þnh bëi :  v1 = –1,  v2 = 2  vµ víi mäi n  3 

    vn = vn–1 + 2vn–2.              (3) 

Ph©n tÝch t−¬ng tù nh− ®èi víi d·y sè (un) ë vÝ dô 3, sÏ thÊy : Víi c¸ch cho 

nh− trªn, ta cã thÓ t×m ®−îc sè h¹ng tuú ý cña d·y sè (vn). 

H3 Víi (vn) lμ d·y sè cho ë vÝ dô 4, h·y t×m v4. 

Ng−êi ta nãi c¸c d·y sè (un) vµ (vn) ë vÝ dô 3 vµ vÝ dô 4 lµ nh÷ng d·y sè ®−îc 

cho bëi hÖ thøc truy håi. C¸c hÖ thøc (2) vµ (3) gäi lµ hÖ thøc truy håi. 

C¸ch 3 : DiÔn ®¹t b»ng lêi c¸ch 

x¸c ®Þnh mçi sè h¹ng cña d·y sè. 

VÝ dô 5. Cho d·y sè (un) víi un lµ 

®é dµi cña d©y cung AMn trong 

h×nh 3.1. 
H×nh 3.1 
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Chó ý  

Mét d·y sè cã thÓ cho b»ng nhiÒu c¸ch. Ch¼ng h¹n, d·y sè (un) ë 

vÝ dô 3 cã thÓ cho bëi c«ng thøc cña sè h¹ng tæng qu¸t nh− sau : 

    un = 2
n
 – 1 ,   n  *. 

H4  H·y t×m c«ng thøc cña sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (un) ë vÝ dô 5. 

3. D·y sè t¨ng, d·y sè gi¶m 

§Þnh nghÜa 2 

D·y sè (un) ®−îc gäi lµ d·y sè t¨ng nÕu víi mäi n ta cã  un < un+1. 

D·y sè (un) ®−îc gäi lµ d·y sè gi¶m nÕu víi mäi n ta cã  un > un+1. 

VÝ dô 6 

a) D·y sè (un) víi un = n
2
 lµ mét d·y sè t¨ng, v× víi mäi n ta lu«n cã 

    un = n
2
  <  (n + 1)

2
 = un + 1. 

b) D·y sè (un) ë vÝ dô 1 lµ mét d·y sè gi¶m, v× víi mäi n ta lu«n cã 

    un =  
1

1n 
 >  

1

2n 
 = un + 1. 

H5  H·y cho mét vÝ dô vÒ d·y sè t¨ng, mét vÝ dô vÒ d·y sè gi¶m vμ mét vÝ dô vÒ 

d·y sè kh«ng t¨ng còng kh«ng gi¶m. 

4. D·y sè bÞ chÆn 

§Þnh nghÜa 3 

a) D·y sè (un) ®−îc gäi lµ d·y sè bÞ chÆn trªn nÕu tån t¹i mét 

sè M sao cho 

   n  *,    un    M. 

b) D·y sè (un) ®−îc gäi lµ d·y sè bÞ chÆn d−íi nÕu tån t¹i mét 

sè m sao cho 

   n  *,     un    m. 

c) D·y sè (un) ®−îc gäi lµ d·y sè bÞ chÆn nÕu nã võa bÞ chÆn trªn, 

võa bÞ chÆn d−íi ; nghÜa lµ, tån t¹i mét sè M vµ mét sè m sao cho 

   n *,     m    un    M. 
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VÝ dô 7 

a) D·y sè (un) nãi tíi ë phÇn a) vÝ dô 6 lµ d·y sè bÞ chÆn d−íi, v× 

   n   *,     un    1. 

Tuy nhiªn, d·y sè ®ã kh«ng bÞ chÆn trªn, v× kh«ng cã sè M ®Ó cho 

   n  *,     un    M. 

b) D·y sè (un) víi  un =  
2 1

1

n

n




 lµ d·y sè bÞ chÆn, v× víi mäi n  * ta lu«n cã 

   0 <  
2 1

1

n

n




  =  2  –  
3

1n 
 <  2. 

H6  H·y chän nh÷ng kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c kh¼ng ®Þnh d−íi ®©y : 

a)  Mçi hµm sè lµ mét d·y sè. 

b)  Mçi d·y sè lµ mét hµm sè. 

c)  Mçi d·y sè t¨ng lµ mét d·y sè bÞ chÆn d−íi. 

d)  Mçi d·y sè gi¶m lµ mét d·y sè bÞ chÆn trªn. 

e)  NÕu (un) lµ mét d·y sè h÷u h¹n th× tån t¹i c¸c h»ng sè m vµ M, víi m  M, 

sao cho tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña (un) ®Òu thuéc ®o¹n [m ; M]. 

C©u hái vμ bμi tËp 
9. T×m 5 sè h¹ng ®Çu cña mçi d·y sè sau : 

a) D·y sè (un) víi   un =  
22 3n

n


 ; 

b) D·y sè (un) víi   un = 2 2
sin cos

4 3

n n 
  ; 

c) D·y sè (un) víi   un =  (– 1)
n
. 4n . 

10.  T×m sè h¹ng thø 3 vµ sè h¹ng thø 5 cña mçi d·y sè sau : 

a)  D·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi : 

  u1 = 0   vµ   un =  
2

1

2

1nu  
   víi mäi  n  2 ; 

b)  D·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi : 

 u1 = 1,  u2 = –2   vµ  un = un–1 – 2un–2   víi mäi  n  3. 
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11. Cho h×nh vu«ng A1B1C1D1 cã 

c¹nh b»ng 6cm. Ng−êi ta dùng 

c¸c h×nh vu«ng A2B2C2D2, 

A3B3C3D3, ..., AnBnCnDn, ... theo 

c¸ch sau : Víi mçi n = 2, 3, 4, ... 

lÊy c¸c ®iÓm An, Bn, Cn vµ Dn 

t−¬ng øng trªn c¸c c¹nh An–1Bn–1, 

Bn–1Cn–1, Cn – 1Dn –1 vµ Dn – 1An –1 

sao cho An–1An = 1cm vµ AnBnCnDn 

lµ mét h×nh vu«ng (h. 3.2). 

XÐt d·y sè (un) víi un lµ ®é dµi 

c¹nh cña h×nh vu«ng AnBnCnDn. 

H·y cho d·y sè (un) nãi trªn bëi 

hÖ thøc truy håi. 

12. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi : 

    u1 = 1   vµ   un =  2un – 1  +  3     víi mäi  n  2. 

B»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p, chøng minh r»ng víi mäi  n  1 ta cã un =  2
n + 1

 – 3. 

13. H·y xÐt tÝnh t¨ng, gi¶m cña c¸c d·y sè sau : 

a)  D·y sè (un) víi  un =  n
3
 – 3n

2
 + 5n – 7 ; 

b)  D·y sè (xn) víi  xn =  
1

3n

n 
 ; 

c)  D·y sè (an) víi  an =  1n   – n . 

H−íng dÉn : 

a) XÐt hiÖu  un + 1 –  un. 

b) XÐt tØ sè   
1

n

n

x

x 
  

c) ViÕt l¹i c«ng thøc x¸c ®Þnh an d−íi d¹ng 

   an =  
1

1n n


 
 

TiÕp theo, xÐt tØ sè  
1

n

n

a

a 
  

14. Chøng minh r»ng d·y sè (un) víi 

    un =  
2 3

3 2

n

n




  

lµ mét d·y sè gi¶m vµ bÞ chÆn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
H×nh 3.2 
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Fibonacci (1170 - 1250) 

 
D·y sè phi-b«-na-xi 

Phi-b«-na-xi (Fibonacci) (cßn cã tªn lµ Lª-«-na-®« §a 
Pi-da (Leonarda da Pisa)) lµ mét nhµ to¸n häc næi 
tiÕng ng−êi I-ta-li-a. Trong cuèn s¸ch Li-b¬ A-ba-xi 
(Liber Abacci - S¸ch vÒ to¸n ®å), do «ng viÕt vµo 
n¨m 1202, cã bµi to¸n sau :  

"Mét ®«i thá (gåm mét thá ®ùc vμ mét thá c¸i) cø 

mçi th¸ng ®Î ®−îc mét ®«i thá con (còng gåm mét 

thá ®ùc vμ mét thá c¸i) ; mçi ®«i thá con, khi trßn hai 

th¸ng tuæi, l¹i mçi th¸ng ®Î ra mét ®«i thá con, vμ 

qu¸ tr×nh sinh në cø thÕ tiÕp diÔn. Hái sau mét n¨m 

sÏ cã tÊt c¶ bao nhiªu ®«i thá, nÕu ®Çu n¨m (th¸ng 

giªng) cã mét ®«i thá s¬ sinh ?" 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Râ rµng ë th¸ng giªng, còng nh− ë th¸ng 2, chØ cã mét ®«i thá. Sang th¸ng 3, ®«i thá 

nµy sÏ ®Î ra mét ®«i thá con, v× thÕ ë th¸ng nµy sÏ cã 2 ®«i thá. Sang th¸ng 4, v× vÉn 
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chØ cã ®«i thá ban ®Çu sinh con nªn ë th¸ng nµy sÏ cã 3 ®«i thá. Sang th¸ng 5, do cã 

hai ®«i thá (®«i thá ban ®Çu vµ ®«i thá ®−îc sinh ra ë th¸ng 3) cïng sinh con nªn ë 

th¸ng nµy sÏ cã 3 + 2 = 5 ®«i thá ; ... 

Mét c¸ch kh¸i qu¸t, nÕu víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, kÝ hiÖu Fn lµ sè ®«i thá cã ë 

th¸ng thø n, th× víi n  3 ta cã 

  Fn = Fn1 + Sè ®«i thá ®−îc sinh ra ë th¸ng thø n. 

Do c¸c ®«i thá ®−îc sinh ra ë th¸ng thø n  1 ch−a thÓ ®Î con ë th¸ng thø n, vµ ë 

th¸ng nµy mçi ®«i thá cã ë th¸ng thø n  2 sÏ ®Î ra mét ®«i thá con nªn sè ®«i thá 

®−îc sinh ra ë th¸ng thø n chÝnh b»ng Fn2. 

Nh− vËy, viÖc gi¶i quyÕt bµi to¸n nãi trªn cña Phi-b«-na-xi dÉn ta tíi viÖc kh¶o s¸t 

d·y sè (Fn), x¸c ®Þnh bëi 

  1F  = 1, 2F  = 1 vµ Fn = Fn1 + Fn2    víi mäi n  3. 

D·y sè trªn sau nµy ®−îc nhµ to¸n häc Ph¸p E. Lu-ca (Edouard Lucas 1842  1891) 

gäi lµ d·y sè Phi-b«-na-xi. C¸c sè h¹ng cña d·y sè Phi-b«-na-xi ®−îc gäi lµ c¸c sè 

Phi-b«-na-xi. 

B»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p to¸n häc, ng−êi ta ®· chøng minh ®−îc r»ng 

    
1

( )
5

 n n n
nF      víi mäi n  1, 

trong ®ã  lµ nghiÖm d−¬ng vµ  lµ nghiÖm ©m cña ph−¬ng tr×nh x2  x  1 = 0. 

D·y sè Phi-b«-na-xi cã rÊt nhiÒu tÝnh chÊt ®Ñp, ch¼ng h¹n : 

1) 2 1
1 1 ( 1) 

    n
n n nF F F    víi mäi n  2 ; 

2) 1 3 5 2 1 2...     n nF F F F F    víi mäi n  * ; 

3) 2 2
1 2 1  n n nF F F    víi mäi n  * ; 

... . 

D·y sè Phi-b«-na-xi cã liªn quan mËt thiÕt víi nhiÒu vÊn ®Ò cña to¸n häc (sè nguyªn 

tè trong d·y sè Phi-b«-na-xi, sè vµng, h×nh ch÷ nhËt vµng, sè , ...), vËt lÝ häc, ... . 

C¸c sè Phi-b«-na-xi cã nhiÒu liªn quan víi tù nhiªn vµ nghÖ thuËt (héi ho¹, ©m 
nh¹c, ...) ; chóng xuÊt hiÖn ë nhiÒu n¬i trong thiªn nhiªn. Ch¼ng h¹n, hÇu hÕt c¸c 

b«ng hoa cã sè c¸nh hoa lµ mét trong c¸c sè 4 5 6 7 8 9 10 11, , , , , , ,F F F F F F F F  : hoa 

loa kÌn cã 3 c¸nh, hoa mao l−¬ng vµng cã 5 c¸nh, hoa phi yÕn cã 8 c¸nh, hoa cóc 

v¹n thä cã 13 c¸nh, hoa cóc t©y cã 21 c¸nh, hoa cóc th−êng cã 34, 55 hoÆc 

89 c¸nh, ... . 
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LuyÖn tËp 

15. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 3   vµ   un + 1 =  un + 5  víi mäi  n   1. 

a) H·y tÝnh u2, u4 vµ u6. 

b) Chøng minh r»ng un  =  5n – 2 víi mäi  n   1. 

16. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

  u1 = 1   vµ   un + 1 =  un + (n + 1).2
n
   víi mäi  n  1. 

a) Chøng minh r»ng (un) lµ mét d·y sè t¨ng. 

b) Chøng minh r»ng 

     un =  1 + (n – 1). 2
n
 

víi mäi  n  1. 

17. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

  u1 = 1   vµ   un + 1 = 
2

2

1nu 
   víi mäi  n  1. 

Chøng minh r»ng (un) lµ mét d·y sè kh«ng ®æi (d·y sè cã tÊt c¶ c¸c sè h¹ng 

®Òu b»ng nhau). 

18. Cho d·y sè (sn) víi  sn = sin (4n – 1)
6


  

a) Chøng minh r»ng  sn =  sn + 3 víi mäi  n   1. 

b) H·y tÝnh tæng 15 sè h¹ng ®Çu tiªn cña d·y sè ®· cho. 

CÊP Sè CéNG   

1. §Þnh nghÜa 

Quan s¸t d·y c¸c sè tù nhiªn 

    0, 1,  2, ... , n, n + 1, ... 

ta thÊy c¸c sè h¹ng cña nã cã mét mèi liªn hÖ ®Æc biÖt : KÓ tõ sè h¹ng thø hai, 

mçi sè h¹ng b»ng tæng cña sè h¹ng ®øng ngay tr−íc nã vµ 1. 

33§
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Ta cßn gÆp nhiÒu d·y sè kh¸c còng cã tÝnh chÊt t−¬ng tù nh− d·y sè trªn trong 

c¸c lÜnh vùc kh¸c nhau cña khoa häc, kÜ thuËt, còng nh− trong thùc tÕ cuéc 

sèng. Ng−êi ta gäi c¸c d·y sè nh− vËy lµ nh÷ng cÊp sè céng. 

§Þnh nghÜa 

CÊp sè céng lµ mét d·y sè (h÷u h¹n hay v« h¹n) mµ trong ®ã, 

kÓ tõ sè h¹ng thø hai, mçi sè h¹ng ®Òu b»ng tæng cña sè h¹ng 

®øng ngay tr−íc nã vµ mét sè d kh«ng ®æi, nghÜa lµ  

  (un) lµ cÊp sè céng  n  2,   un =  un–1 + d. 

Sè d ®−îc gäi lµ c«ng sai cña cÊp sè céng. 

VÝ dô 1 

a) D·y c¸c sè tù nhiªn lÎ 

1, 3, 5, ... , 2n  1, ... 

lµ mét cÊp sè céng víi c«ng sai d = 2. 

b) D·y sè  – 3, 1, 5, 9, 13, 17, 21, 25  lµ mét cÊp sè céng víi c«ng sai d = 4.   

H1  Trong c¸c d·y sè sau, d·y sè nμo lμ cÊp sè céng ? V× sao ? 

a)   5, 2, 1, 4, 7, 10. 

b)  3,5 ; 5 ;  6,5 ; 9 ; 10,5 ; 12. 

2. TÝnh chÊt 

Ta cã ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 1 

NÕu (un) lµ mét cÊp sè céng th× kÓ tõ sè h¹ng thø hai, mçi sè 

h¹ng (trõ sè h¹ng cuèi ®èi víi cÊp sè céng h÷u h¹n) ®Òu lµ 

trung b×nh céng cña hai sè h¹ng ®øng kÒ nã trong d·y, tøc lµ  

   1 1

2
k k

k

u u
u  

         

Chøng minh  

Gäi d lµ c«ng sai cña cÊp sè céng (un). Víi mäi 2k   ta cã 

     uk+1  =   uk + d,      

     uk –1  =   uk – d.       
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Tõ hai ®¼ng thøc trªn ta ®−îc  

   uk–1  +  uk+1 =  2uk      víi mäi k  2. 

Tõ ®ã suy ra ®iÒu cÇn chøng minh.         

H2  Cho cÊp sè céng (un) cã u1 = 1 vμ u3 = 3. H·y t×m u2 vμ u4. 

3. Sè h¹ng tæng qu¸t 

DÔ thÊy, ta cã thÓ t×m ®−îc sè h¹ng tuú ý cña mét cÊp sè céng khi biÕt sè 

h¹ng ®Çu u1 vµ c«ng sai d cña nã. Ch¼ng h¹n, ®Ó t×m u4, ta cã thÓ lµm nh− sau : 

u4 =  u3 + d =  u2 + 2d  = u1 + 3d. 

Mét c¸ch kh¸i qu¸t, ta cã  

§Þnh lÝ 2 

NÕu mét cÊp sè céng cã sè h¹ng ®Çu u1 vµ c«ng sai d  th× sè 

h¹ng tæng qu¸t un cña nã ®−îc x¸c ®Þnh theo c«ng thøc sau : 

   un  =  u1 + (n – 1)d. 

Chøng minh 

Ta chøng minh b»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p. C«ng thøc ®óng khi n = 1, v× 

1 1 0.u u d  . Gi¶ sö c«ng thøc ®óng khi n = k, ( k *) tøc lµ 

1 ( 1)ku u k d   . Khi ®ã ta cã  

   1 1 1( 1) .k ku u d u k d d u kd          

VËy c«ng thøc còng ®óng khi n = k + 1. Tõ ®ã suy ra ®iÒu cÇn chøng minh.  

H3  Cho cÊp sè céng (un) cã u1 = 13 vμ c«ng sai 

d = 3. H·y tÝnh u31. 

VÝ dô 2. Cho mét hä c¸c ®−êng trßn ®ång t©m 

(O ; r1), (O ; r2), ... , (O ; rn), ... mµ d·y sè (rn) 

lµ mét cÊp sè céng cã sè h¹ng ®Çu b»ng 3 vµ 
c«ng sai b»ng 3. 

Gäi u1 lµ diÖn tÝch h×nh trßn (O ; r1) vµ víi mçi 

sè nguyªn n  2, gäi un lµ diÖn tÝch cña h×nh 

vµnh kh¨n t¹o bëi ®−êng trßn (O ; rn–1) vµ 

®−êng trßn (O ; rn). 
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Chøng minh r»ng (un) lµ mét cÊp sè céng. H·y x¸c ®Þnh c«ng sai vµ sè h¹ng 

tæng qu¸t cña cÊp sè céng ®ã.  

Gi¶i  

§Æt  r0 = 0. Khi ®ã, víi mçi  n  1, ta cã   

 un  =  .( 2
nr  –  2

1nr  ) =  .(rn –  rn–1)(rn + rn–1)  =  3.(rn + rn –1). 

Suy ra  

un+1 –  un = 3.(rn+1 + rn  –  rn – rn–1)  =  3.(3 + 3)  = 18 (víi mäi n  1). 

Do ®ã (un) lµ mét cÊp sè céng víi c«ng sai d = 18, vµ sè h¹ng ®Çu  

     u1 =  . 2
1r   =  9. 

Tõ ®ã, theo ®Þnh lÝ 2, ta ®−îc 

 un  =  9  +  (n – 1).18  =  9(2n – 1)   (víi mäi n  1).    

4. Tæng n sè h¹ng ®Çu tiªn cña mét cÊp sè céng 

Gi¶ sö cã cÊp sè céng (un) víi c«ng sai d. XÐt n sè h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè 

céng ®ã, ta cã thÓ biÓu diÔn mèi liªn hÖ gi÷a chóng nh− sau : 

       + d      + d             + d 

u1 u2 u3 ... 1nu   nu  

nu  1nu   2nu   ... 
2u  1u  

          d        d               d 

Quan s¸t b¶ng trªn cã thÓ thÊy tæng cña hai sè n»m trong cïng mét cét bÊt k× 

lu«n b»ng tæng cña u1 vµ un. NhËn xÐt ®ã dÉn ta ®Õn  

§Þnh lÝ 3 

Gi¶ sö (un) lµ mét cÊp sè céng. Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, gäi 

Sn lµ tæng n sè h¹ng ®Çu tiªn cña nã (Sn  =  u1 + u2 + ... + un). 

Khi ®ã, ta cã 

    1( )

2
n

n

u u n
S


   

www.truongbachviet.com



 113 

VÝ dô 3. Mét c«ng ti tr¸ch nhiÖm h÷u h¹n thùc hiÖn viÖc tr¶ l−¬ng cho c¸c  

kÜ s− theo ph−¬ng thøc sau : 

Møc l−¬ng cña quý lµm viÖc ®Çu tiªn cho c«ng ti lµ 4,5 triÖu ®ång/quý, vµ kÓ 

tõ quý lµm viÖc thø hai, møc l−¬ng sÏ ®−îc t¨ng thªm 0,3 triÖu ®ång mçi quý. 

H·y tÝnh tæng sè tiÒn l−¬ng mét kÜ s− ®−îc nhËn sau 3 n¨m lµm viÖc cho 

c«ng ti. 

Gi¶i  

Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, kÝ hiÖu un (triÖu ®ång) lµ møc l−¬ng cña ng−êi kÜ 

s− ë quý lµm viÖc thø n cho c«ng ti. Theo gi¶ thiÕt cña bµi to¸n, ta cã 

   u1 = 4,5   vµ   un + 1 = un  +  0,3   víi mäi n  1. 

Do ®ã, d·y sè (un) lµ mét cÊp sè céng víi c«ng sai d = 0,3. 

V× mçi n¨m cã 4 quý nªn 3 n¨m cã 12 quý. Nh− thÕ, theo yªu cÇu cña bµi 

to¸n ta ph¶i tÝnh tæng 12 sè h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè céng (un). 

Theo ®Þnh lÝ 2, ta cã :  u12  =  4,5  +  (12 – 1). 0,3  =  7,8. 

Do ®ã, theo ®Þnh lÝ 3, ta ®−îc 

   12

12.(4,5 7,8)

2
S


   =  73,8 (triÖu ®ång).    

Chó ý  
Tõ ®Þnh lÝ 2 vµ ®Þnh lÝ 3, dÔ dµng suy ra 

 n  1, 
 12 ( 1)

2n

u n d n
S

 
            

H4    Cho cÊp sè céng (un) cã u1 = 2 vμ c«ng sai d = 2. H·y tÝnh tæng 17 sè h¹ng 

®Çu tiªn cña cÊp sè ®ã. 

H5   "Em sÏ chän ph−¬ng ¸n nμo ?".   

Khi kÝ hîp ®ång lao ®éng dµi h¹n víi c¸c kÜ s− 

®−îc tuyÓn dông, c«ng ti liªn doanh A ®Ò xuÊt 

hai ph−¬ng ¸n tr¶ l−¬ng ®Ó ng−êi lao ®éng tù lùa 

chän ; cô thÓ : 

 ë ph−¬ng ¸n 1 : Ng−êi lao ®éng sÏ ®−îc nhËn 

36 triÖu ®ång cho n¨m lµm viÖc ®Çu tiªn, vµ kÓ 

tõ n¨m lµm viÖc thø hai, møc l−¬ng sÏ ®−îc t¨ng 

thªm 3 triÖu ®ång mçi n¨m. 
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 ë ph−¬ng ¸n 2 : Ng−êi lao ®éng sÏ ®−îc nhËn 7 triÖu ®ång cho quý lµm 

viÖc ®Çu tiªn, vµ kÓ tõ quý lµm viÖc thø hai, møc l−¬ng sÏ ®−îc t¨ng thªm 

500 000 ®ång mçi quý. 

NÕu em lµ ng−êi kÝ hîp ®ång lao ®éng víi c«ng ti liªn doanh A th× em sÏ chän 

ph−¬ng ¸n nµo ? 

C©u hái vμ bμi tËp 

19. Chøng minh r»ng mçi d·y sè sau lµ mét cÊp sè céng vµ h·y x¸c ®Þnh c«ng sai 

cña cÊp sè céng ®ã : 

a)  D·y sè (un) víi  un = 19n  – 5 ; 

b)  D·y sè (un) víi  un = an + b, trong ®ã a vµ b lµ c¸c h»ng sè. 

20. Trªn tia Ox lÊy c¸c ®iÓm A1, 

A2, ... , An, ... sao cho víi mçi 

sè nguyªn d−¬ng n, OAn = n. 

Trong cïng mét nöa mÆt ph¼ng 

cã bê lµ ®−êng th¼ng chøa  

tia Ox, vÏ c¸c nöa ®−êng trßn 

®−êng kÝnh OAn, n = 1, 2, ... . 

KÝ hiÖu u1 lµ diÖn tÝch cña nöa 

h×nh trßn ®−êng kÝnh OA1 vµ 

víi mçi n  2, kÝ hiÖu un lµ diÖn tÝch cña h×nh giíi h¹n bëi nöa ®−êng trßn 

®−êng kÝnh OAn – 1, nöa ®−êng trßn ®−êng kÝnh OAn vµ tia Ox (h 3.3). 

Chøng minh r»ng d·y sè (un) lµ mét cÊp sè céng. H·y x¸c ®Þnh c«ng sai cña 

cÊp sè céng ®ã. 

21.  Trong mçi c©u sau, h·y ®¸nh dÊu "" vµo phÇn kÕt luËn mµ em cho lµ ®óng : 

a)  Mçi cÊp sè céng víi c«ng sai d > 0 lµ mét d·y sè 

       T¨ng.          Gi¶m.          Kh«ng t¨ng còng kh«ng gi¶m. 

b)  Mçi cÊp sè céng víi c«ng sai d < 0 lµ mét d·y sè 

       T¨ng.          Gi¶m.         Kh«ng t¨ng còng kh«ng gi¶m. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 3.3 
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22.  Mét cÊp sè céng cã n¨m sè h¹ng mµ tæng cña sè h¹ng ®Çu vµ sè h¹ng thø ba 

b»ng 28, tæng cña sè h¹ng thø ba vµ sè h¹ng cuèi b»ng 40. H·y t×m cÊp sè 

céng ®ã.  

23. Cho cÊp sè céng (un) cã u20 = – 52  vµ  u51 = – 145. H·y t×m sè h¹ng tæng 

qu¸t cña cÊp sè céng ®ã. 

24. Cho cÊp sè céng (un) víi c«ng sai d vµ cho c¸c sè nguyªn d−¬ng m vµ k, víi 

m  k. Chøng minh r»ng um = uk + (m – k)d. 

¸p dông : H·y t×m c«ng sai d cña cÊp sè céng (un) mµ  u18 –  u3 = 75. 

25. Cho cÊp sè céng (un) cã u1 – u3 = 6 vµ u5 = – 10. H·y t×m c«ng sai vµ sè h¹ng 

tæng qu¸t cña cÊp sè céng ®ã. 

26. H·y chøng minh ®Þnh lÝ 3. 

27. Cho cÊp sè céng (un) cã u2 + u22 = 60. H·y tÝnh tæng 23 sè h¹ng ®Çu tiªn cña 

cÊp sè céng ®ã. 

28. Sè ®o ba gãc cña mét tam gi¸c vu«ng lËp thµnh mét cÊp sè céng. H·y t×m sè 

®o ba gãc ®ã. 

CÊP Sè NH¢N  

1. §Þnh nghÜa 

XÐt bµi to¸n : Mét ng©n hµng quy ®Þnh nh− sau ®èi víi viÖc göi tiÒn tiÕt kiÖm 

theo thÓ thøc cã k× h¹n : "Khi kÕt thóc k× h¹n göi tiÒn mµ ng−êi göi kh«ng ®Õn 

rót tiÒn th× toµn bé sè tiÒn (bao gåm c¶ vèn vµ l·i) sÏ ®−îc chuyÓn göi tiÕp víi 

k× h¹n nh− k× h¹n mµ ng−êi göi ®· göi". 

Gi¶ sö cã mét ng−êi göi 10 triÖu ®ång víi k× h¹n 1 th¸ng vµo ng©n hµng nãi 

trªn vµ gi¶ sö l·i suÊt cña lo¹i k× h¹n nµy lµ 0,4%. 

a) Hái nÕu 6 th¸ng sau, kÓ tõ ngµy göi, ng−êi ®ã míi ®Õn ng©n hµng ®Ó rót 

tiÒn th× sè tiÒn rót ®−îc (gåm c¶ vèn vµ l·i) lµ bao nhiªu ? 

44§

www.truongbachviet.com



 116 

b) Còng c©u hái nh− trªn, víi gi¶ thiÕt thêi ®iÓm rót tiÒn lµ 1 n¨m sau, kÓ tõ 

ngµy göi ? 

Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, kÝ hiÖu un lµ sè tiÒn ng−êi ®ã rót ®−îc (gåm c¶ 

vèn vµ l·i) sau n th¸ng, kÓ tõ ngµy göi. Khi ®ã, theo gi¶ thiÕt cña bµi to¸n ta cã : 

  un =  un – 1 + un – 1  0,004  =  un – 1  1,004     n  2. 

Nh− vËy, ta cã d·y sè (un) mµ kÓ tõ sè h¹ng thø hai, mçi sè h¹ng ®Òu b»ng 

tÝch cña sè h¹ng ®øng ngay tr−íc nã vµ 1,004. 

Ng−êi ta gäi c¸c d·y sè cã tÝnh chÊt t−¬ng tù nh− d·y sè (un) nãi trªn lµ 

nh÷ng cÊp sè nh©n. 

§Þnh nghÜa   

CÊp sè nh©n lµ mét d·y sè (h÷u h¹n hay v« h¹n) mµ trong ®ã, 

kÓ tõ sè h¹ng thø hai, mçi sè h¹ng ®Òu b»ng tÝch cña sè h¹ng 

®øng ngay tr−íc nã vµ mét sè q kh«ng ®æi, nghÜa lµ  

  (un) lµ cÊp sè nh©n    n  2,   un =  un–1. q. 

Sè q ®−îc gäi lµ c«ng béi cña cÊp sè nh©n. 

VÝ dô 1 

a) D·y sè (un) víi un = 2
n
 lµ mét cÊp sè nh©n víi sè h¹ng ®Çu u1 = 2 vµ 

c«ng béi q = 2. 

b) D·y sè  –2,  6, –18,  54, –162  lµ mét cÊp sè nh©n víi sè h¹ng ®Çu u1 = –2 

vµ c«ng béi q = –3.           

H1  Trong c¸c d·y sè sau, d·y sè nμo lμ cÊp sè nh©n ? V× sao ? 

a)   4 ; 6 ; 9 ; 13,5. 

b)  1,5 ; 3 ; 6 ; 12 ; 24 ; 48 ; 96 ; 192. 

c)   7 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0. 

VÝ dô 2.  Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 
5

2
   vµ   un =  3un–1  1   víi mäi  n  2. 
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Chøng minh r»ng d·y sè (vn) x¸c ®Þnh bëi 

   vn  =  un –  
1

2
     víi mäi  n  1 

lµ mét cÊp sè nh©n. H·y cho biÕt sè h¹ng ®Çu vµ c«ng béi cña cÊp sè nh©n ®ã. 

Gi¶i  

Tõ c«ng thøc x¸c ®Þnh d·y sè (vn) vµ (un), ta cã  

 vn =  un – 
1

2
 =  3un–1 – 1 –

1

2
  =  3(un–1 –

1

2
)  =  3vn–1     víi mäi n  2. 

Tõ ®ã suy ra d·y sè (vn) lµ mét cÊp sè nh©n víi sè h¹ng ®Çu 

    v1  =  u1 –
1

2
 = 

5

2
 – 

1

2
 = 2 

vµ c«ng béi q = 3.           

2.  TÝnh chÊt 

Ta cã ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 1 

NÕu (un) lµ mét cÊp sè nh©n th× kÓ tõ sè h¹ng thø hai, b×nh 

ph−¬ng cña mçi sè h¹ng (trõ sè h¹ng cuèi ®èi víi cÊp sè nh©n 

h÷u h¹n) b»ng tÝch cña hai sè h¹ng ®øng kÒ nã trong d·y, tøc lµ  

     2
1 1. .k k ku u u          

Chøng minh  

Gäi q lµ c«ng béi cña cÊp sè nh©n (un). 

 NÕu q = 0  th× hiÓn nhiªn ta cã ®iÒu cÇn chøng minh. 

 NÕu q  0  th× tõ ®Þnh nghÜa cÊp sè nh©n ta cã 

    uk =  uk–1.q       (k  2), 

    1k
k

u
u

q
        (k  2). 

Nh©n c¸c vÕ t−¬ng øng cña hai ®¼ng thøc trªn, ta ®−îc ®iÒu cÇn chøng minh.  
              

www.truongbachviet.com



 118 

H2  Hái cã hay kh«ng mét cÊp sè nh©n (un) mμ u99 = 99 vμ u101 = 101 ? 

VÝ dô 3.  Cho cÊp sè nh©n (un) víi c«ng béi q > 0. BiÕt u1 = 1 vµ u3 = 3, h·y 

t×m u4. 

Gi¶i  
Theo ®Þnh lÝ 1, ta cã  

     2
2 1 3.u u u                (1) 

     2
3 2 4.u u u                (2) 

Tõ (1), do u2 > 0 (v× u1 = 1 > 0 vµ q > 0), suy ra  2 1 3.u u u . Tõ ®©y vµ (2) 

ta ®−îc  

    
2 2
3

4

1 3

3
3 3

. 1.3

u
u

u u
         

3. Sè h¹ng tæng qu¸t 

T−¬ng tù nh− ®èi víi cÊp sè céng, ta cã thÓ t×m ®−îc sè h¹ng tuú ý cña mét 

cÊp sè nh©n khi biÕt sè h¹ng ®Çu vµ c«ng béi cña nã. Cô thÓ, ta cã kÕt qu¶ sau : 

§Þnh lÝ 2 

NÕu mét cÊp sè nh©n cã sè h¹ng ®Çu u1 vµ c«ng béi q  0  th× 

sè h¹ng tæng qu¸t un cña nã ®−îc x¸c ®Þnh bëi c«ng thøc  

   un = u1.q
n1

. 

VÝ dô 4.  Trë l¹i bµi to¸n ®Æt ra ë phÇn ®Çu môc 1. 

Theo yªu cÇu cña bµi to¸n ta cÇn tÝnh u6 vµ u12. Do (un) lµ mét cÊp sè nh©n 

víi sè h¹ng ®Çu u1 = 10
7
 + 10

7
. 0,004 = 10

7
. 1,004 vµ c«ng béi q = 1,004 nªn 

theo ®Þnh lÝ 2 ta cã  

   un = 10
7
 .1, 004 .(1,004)

n – 1
  = 10

7
. (1,004)

n
     n  1. 

Suy ra :                u6  = 10
7
. (1,004)

6
   10 242 413 (®ång), 

                            u12 = 10
7
. (1,004)

12
   10 490 702 (®ång).    
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H3  D©n sè cña thμnh phè A hiÖn nay lμ 3 triÖu ng−êi. BiÕt r»ng tØ lÖ t¨ng d©n sè 

h»ng n¨m cña thμnh phè A lμ 2%. Hái d©n sè cña thμnh phè A sau 2 n¨m n÷a sÏ lμ 

bao nhiªu ? 

4. Tæng n sè h¹ng ®Çu tiªn cña mét cÊp sè nh©n 

T−¬ng tù nh− ®èi víi cÊp sè céng, ng−êi ta còng quan t©m tíi viÖc x¸c ®Þnh 

tæng n sè h¹ng ®Çu tiªn cña mét cÊp sè nh©n theo sè h¹ng ®Çu vµ c«ng béi 

cña nã. 

Gi¶ sö cã cÊp sè nh©n (un) víi c«ng béi q. Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, gäi Sn 

lµ tæng n sè h¹ng ®Çu tiªn cña nã (Sn  =  u1 + u2 + ... + un). 

NÕu q = 1 th× un =  u1 víi mäi n  1. Do ®ã, trong tr−êng hîp nµy, ta cã 

     Sn = nu1. 

Khi q  1 ta cã kÕt qu¶ sau : 

§Þnh lÝ 3 

NÕu (un) lµ mét cÊp sè nh©n víi c«ng béi q  1 th× Sn ®−îc tÝnh 

theo c«ng thøc 

   1(1 )

1

n

n

u q
S

q


 


 

Chøng minh  

Ta cã 

  qSn =  qu1 + qu2 + ... + qun – 1 + qun  =  u2 + u3 + ... + un + un + 1. 

Do ®ã         Sn – qSn =  u1 – un + 1 =  u1 – u1q
n
  =  u1(1 – q

n
), 

hay             (1 –  q)Sn = u1(1 –  q
n
).         

Tõ ®ã, do q  1, suy ra ®iÒu cÇn chøng minh. 

VÝ dô 5. Cho cÊp sè nh©n (un) cã u3 = 24 vµ u4 = 48. H·y tÝnh tæng n¨m sè 

h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè ®ã. 

Gi¶i  

Gäi q lµ c«ng béi cña cÊp sè nh©n (un), ta cã 

     q = 
48

24
 =  2. 
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Do ®ã, theo ®Þnh lÝ 2, ta ®−îc :  24 = u3 = u1.2
2
. Suy ra u1 =  6. V× thÕ, theo 

®Þnh lÝ 3, ta ®−îc 

    S5  = 
56.(1 2 )

1 2




 = 186.       

 §è vui. "Mét hµo ®æi lÊy n¨m xu ?"  

T−¬ng truyÒn, vµo mét ngµy nä, cã mét nhµ 

to¸n häc ®Õn gÆp mét nhµ tØ phó vµ ®Ò nghÞ 

®−îc "b¸n" tiÒn cho «ng ta theo thÓ thøc sau : 

Liªn tôc trong 30 ngµy, mçi ngµy nhµ to¸n 

häc "b¸n" cho nhµ tØ phó 10 triÖu ®ång víi 

gi¸ 1 ®ång ë ngµy ®Çu tiªn vµ kÓ tõ ngµy thø 

hai, mçi ngµy nhµ tØ phó ph¶i "mua" víi gi¸ 

gÊp ®«i gi¸ cña ngµy h«m tr−íc. Kh«ng mét 

chót ®¾n ®o, nhµ tØ phó ®ång ý ngay tøc th×, 

lßng thÇm c¶m ¬n nhµ to¸n häc nä ®· mang 

l¹i cho «ng ta mét c¬ héi hèt tiÒn "n»m m¬ 

còng kh«ng thÊy". 

Hái nhµ tØ phó ®· l·i ®−îc bao nhiªu trong 

cuéc "mua – b¸n" k× l¹ nµy ? 

C©u hái vμ bμi tËp 
29. Trong c¸c d·y sè d−íi ®©y, d·y sè nµo lµ cÊp sè nh©n ? H·y x¸c ®Þnh c«ng béi 

cña cÊp sè nh©n ®ã. 

a)  D·y sè 1, –2, 4, –8, 16, –32, 64 ; 

b)  D·y sè (un) víi   un = n.6
n + 1

 ; 

c)  D·y sè (vn) víi   vn = (–1)
n
.3

2n 
; 

d)  D·y sè (xn) víi   xn = (–4)
2n + 1

. 

30. Trong mçi c©u sau, h·y ®¸nh dÊu "" vµo phÇn kÕt luËn mµ em cho lµ ®óng : 

a)  Mçi cÊp sè nh©n cã sè h¹ng ®Çu d−¬ng vµ c«ng béi 0 < q < 1, lµ mét 

d·y sè 

       T¨ng.          Gi¶m.          Kh«ng t¨ng còng kh«ng gi¶m. 

b) Mçi cÊp sè nh©n cã sè h¹ng ®Çu d−¬ng vµ c«ng béi q > 1 lµ mét d·y sè 

       T¨ng.          Gi¶m.         Kh«ng t¨ng còng kh«ng gi¶m. 
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31. Cho cÊp sè nh©n (un) cã c«ng béi q < 0. BiÕt u2 =  4 vµ u4 =  9, h·y t×m u1. 

32. Mét cÊp sè nh©n cã n¨m sè h¹ng mµ hai sè h¹ng ®Çu tiªn lµ nh÷ng sè d−¬ng, 

tÝch cña sè h¹ng ®Çu vµ sè h¹ng thø ba b»ng 1, tÝch cña sè h¹ng thø ba vµ sè 

h¹ng cuèi b»ng  
1

16
. H·y t×m cÊp sè nh©n ®ã. 

33. Cho cÊp sè nh©n (un) víi c«ng béi q  0 vµ u1  0. Cho c¸c sè nguyªn d−¬ng 

m vµ k, víi m  k. Chøng minh r»ng  um =  uk . q
m – k

. 

¸p dông 

a)  T×m c«ng béi q cña cÊp sè nh©n (un) cã u4 = 2 vµ u7 = – 686. 

b)  Hái cã tån t¹i hay kh«ng mét cÊp sè nh©n (un) mµ u2 = 5 vµ u22 = – 2000 ? 

34. H·y t×m sè h¹ng tæng qu¸t cña cÊp sè nh©n (un), biÕt r»ng u3 = – 5 vµ u6 = 135. 

35. Chu k× b¸n r· cña nguyªn tè phãng x¹ poloni 210 lµ 138 ngµy (nghÜa lµ sau 

138 ngµy khèi l−îng cña nguyªn tè ®ã chØ cßn mét nöa). TÝnh (chÝnh x¸c ®Õn 

hµng phÇn tr¨m) khèi l−îng cßn l¹i cña 20 gam poloni 210 sau 7314 ngµy 

(kho¶ng 20 n¨m). 

36. TÝnh c¸c tæng sau : 

a)  Tæng tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña mét cÊp sè nh©n, biÕt r»ng sè h¹ng ®Çu b»ng 

18, sè h¹ng thø hai b»ng 54 vµ sè h¹ng cuèi b»ng 39 366 ; 

b)  Tæng tÊt c¶ c¸c sè h¹ng cña mét cÊp sè nh©n, biÕt r»ng sè h¹ng ®Çu b»ng 

1

256
, sè h¹ng thø hai b»ng 

1

512


 vµ sè h¹ng cuèi b»ng  

1

1 048 576
  

37. Bèn gãc l−îng gi¸c cã sè ®o d−¬ng lËp thµnh mét cÊp sè nh©n cã tæng lµ 360
o
. 

H·y t×m bèn gãc ®ã, biÕt r»ng sè ®o cña gãc lín nhÊt gÊp 8 lÇn sè ®o cña gãc 

nhá nhÊt. 

LuyÖn tËp 

38. H·y chän nh÷ng kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c kh¼ng ®Þnh d−íi ®©y : 

a) NÕu c¸c sè thùc a, b, c mµ abc  0,  theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè 

céng víi c«ng sai kh¸c 0 th× c¸c sè  
1

a
, 

1

b
, 

1

c
  theo thø tù ®ã còng lËp thµnh 

mét cÊp sè céng. 
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b)  NÕu c¸c sè thùc a, b, c mµ abc  0,  theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè 

nh©n th× c¸c sè  
1

a
 , 

1

b
, 

1

c
  theo thø tù ®ã còng lËp thµnh mét cÊp sè nh©n. 

c)  1 +  + 2
 + ... + 100

 = 
100 1

1

 


 
 

39. C¸c sè x + 6y, 5x + 2y, 8x + y  theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè céng ; ®ång 

thêi, c¸c sè x – 1, y + 2, x – 3y  theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè nh©n. H·y 

t×m x vµ y. 

40. Cho cÊp sè céng (un) víi c«ng sai kh¸c 0. BiÕt r»ng c¸c sè u1u2, u2u3 vµ u3u1 

theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè nh©n víi c«ng béi q  0. H·y t×m q. 

41. Sè h¹ng thø hai, sè h¹ng ®Çu vµ sè h¹ng thø ba cña mét cÊp sè céng víi c«ng 

sai kh¸c 0 theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè nh©n. H·y t×m c«ng béi cña cÊp 

sè nh©n ®ã. 

42. H·y t×m ba sè h¹ng ®Çu tiªn cña mét cÊp sè nh©n, biÕt r»ng tæng cña chóng 

b»ng 
148

9
 vµ ®ång thêi c¸c sè h¹ng ®ã t−¬ng øng lµ sè h¹ng ®Çu, sè h¹ng thø 

t− vµ sè h¹ng thø t¸m cña mét cÊp sè céng. 

43. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

  u1 =  1   vµ   un + 1 =  5un + 8   víi mäi  n  1. 

a)  Chøng minh r»ng d·y sè (vn), víi vn = un + 2, lµ mét cÊp sè nh©n. H·y t×m 

sè h¹ng tæng qu¸t cña cÊp sè nh©n ®ã. 

b)  Dùa vµo kÕt qu¶ phÇn a), h·y t×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (un). 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng III   

44. Chøng minh r»ng 

1.2
2
 + 2.3

2
 + ... + (n – 1).n

2
  =   

2( 1)(3 2)

12

n n n 
 

víi mäi sè nguyªn n  2. 
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45. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 2  vµ  1 1

2
n

n

u
u  

   víi mäi n  2. 

Chøng minh r»ng 

     
1

1

2 1

2

n

n n
u






  

víi mäi sè nguyªn d−¬ng n. 

46. Cho c¸c d·y sè (un) vµ (vn) víi  
2 1

1n

n
u

n





  vµ  

2

1n

n
v

n
 


  

a)  H·y x¸c ®Þnh sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (an) víi  an =  un + vn. 

b)  H·y x¸c ®Þnh sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (bn) víi  bn =  un –  vn. 

c)  H·y x¸c ®Þnh sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (cn) víi  cn =  un.vn. 

d) H·y x¸c ®Þnh sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (dn) víi  n
n

n

u
d

v
   

Chó ý  

C¸c d·y sè (an), (bn), (cn) vµ (dn) nªu trªn th−êng ®−îc kÝ hiÖu t−¬ng øng bëi 

(un + vn), (un – vn), (un.vn) vµ  n

n

u

v

 
 
 

. 

47. Trong c¸c d·y sè d−íi ®©y, d·y sè nµo lµ cÊp sè céng, d·y sè nµo lµ cÊp 

sè nh©n ? H·y x¸c ®Þnh c«ng sai hoÆc c«ng béi cña mçi cÊp sè ®ã. 

a)  D·y sè (un) víi  un = 8n + 3 ; 

b)  D·y sè (un) víi  un =  n
2
 + n + 1 ; 

c)  D·y sè (un) víi  un = 3.8
n
 ; 

d)  D·y sè (un) víi  un =  (n + 2).3
n
. 

48. H·y chän nh÷ng kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c kh¼ng ®Þnh d−íi ®©y : 

a)  D·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 3  vµ  un+1 =  un + 5  víi mäi  n  1, 

lµ mét cÊp sè céng. 
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b)  D·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 3  vµ  un+1 =  un + n  víi mäi  n  1, 

lµ mét cÊp sè céng. 

c)  D·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 4  vµ  un+1 =  5un  víi mäi  n  1, 

lµ mét cÊp sè nh©n. 

d)  D·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 1  vµ  un+1 =  nun  víi mäi  n  1, 

lµ mét cÊp sè nh©n. 

49. Cho d·y h×nh vu«ng H1, H2, … , Hn,… Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, gäi un, pn 

vµ Sn lÇn l−ît lµ ®é dµi c¹nh, chu vi vµ diÖn tÝch cña h×nh vu«ng Hn. 

a) Gi¶ sö d·y sè (un) lµ mét cÊp sè céng víi c«ng sai kh¸c 0. Hái khi ®ã c¸c 

d·y sè (pn) vµ (Sn) cã ph¶i lµ c¸c cÊp sè céng hay kh«ng ? V× sao ? 

b) Gi¶ sö d·y sè (un) lµ mét cÊp sè nh©n víi c«ng béi d−¬ng. Hái khi ®ã c¸c 

d·y sè (pn) vµ (Sn) cã ph¶i lµ c¸c cÊp sè nh©n hay kh«ng ? V× sao ? 

50. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   u1 = 3   vµ   1 6n nu u      víi mäi  n  1. 

 Chøng minh r»ng (un) võa lµ cÊp sè céng, võa lµ cÊp sè nh©n. 

51. T×m hiÓu tiÒn c«ng khoan giÕng ë hai c¬ së khoan giÕng, ng−êi ta ®−îc biÕt : 

 ë C¬ së A : Gi¸ cña mÐt khoan ®Çu tiªn lµ 8 000 ®ång vµ kÓ tõ mÐt khoan 

thø hai, gi¸ cña mçi mÐt sau t¨ng thªm 500 ®ång so víi gi¸ cña mÐt khoan 

ngay tr−íc nã. 

 ë C¬ së B : Gi¸ cña mÐt khoan ®Çu tiªn lµ 6 000 ®ång vµ kÓ tõ mÐt khoan 

thø hai, gi¸ cña mçi mÐt sau t¨ng thªm 7% gi¸ cña mÐt khoan ngay tr−íc nã. 

Víi mçi sè nguyªn d−¬ng n, kÝ hiÖu un vµ vn t−¬ng øng lµ gi¸ cña mÐt khoan 

thø n theo c¸ch tÝnh gi¸ cña c¬ së A vµ cña c¬ së B. 

a) H·y tÝnh  u2, u3, v2, v3. 

b) Chøng minh r»ng d·y sè (un) lµ mét cÊp sè céng vµ d·y sè (vn) lµ mét cÊp 

sè nh©n. H·y t×m sè h¹ng tæng qu¸t cña mçi d·y sè ®ã. 
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c) Mét ng−êi muèn chän mét trong hai c¬ së nãi trªn ®Ó thuª khoan mét 

giÕng s©u 20 mÐt lÊy n−íc dïng cho sinh ho¹t cña gia ®×nh. Hái ng−êi Êy nªn 

chän c¬ së nµo, nÕu chÊt l−îng còng nh− thêi gian khoan giÕng cña hai c¬ së 

lµ nh− nhau ? 

d) Còng c©u hái nh− phÇn c), víi gi¶ thiÕt ®é s©u cña giÕng cÇn khoan lµ 

25 mÐt. 

Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 
52. Mçi kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng hay sai  

a) Tån t¹i mét cÊp sè nh©n ( )nu  cã 5 0u   vµ 75 0u  . 

b) NÕu c¸c sè thùc , ,a b c  theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè céng cã c«ng 

sai kh¸c 0 th× c¸c sè 2 2 2, ,a b c  theo thø tù ®ã còng lËp thµnh mét cÊp sè céng. 

c) NÕu c¸c sè thùc , ,a b c  theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè nh©n th× c¸c sè 

2 2 2, ,a b c  theo thø tù ®ã còng lËp thµnh mét cÊp sè nh©n. 

Trong c¸c bµi tõ 53 ®Õn 57, h·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ ®· cho.  

53. Cho d·y sè ( )nu  x¸c ®Þnh bëi  :  1

1

2
u  vµ 1 2n nu u n   víi mäi 2n  . 

Khi ®ã 50u  b»ng 

 (A) 1274,5 ;  (B) 2548,5 ; (C) 5096,5 ;  (D) 2550,5. 

54. Cho d·y sè ( )nu  x¸c ®Þnh bëi  :  1 1u    vµ 12 .n nu n u   víi mäi 2n  . Khi ®ã 

11u  b»ng 

 (A) 102 .11! ;  (B) 102 .11!  ; (C) 10 102 .11  ;         (D) 10 102 .11 . 

55. Cho d·y sè ( )nu  x¸c ®Þnh bëi  :  1 150u   vµ 1 3n nu u    víi mäi 2n  . 

Khi ®ã tæng 100 sè h¹ng ®Çu tiªn cña d·y sè ®ã b»ng 

(A) 150 ;   (B) 300 ;  (C) 29850  ;         (D) 59700. 

56. Cho cÊp sè céng ( )nu  cã :  2 2001u   vµ 5 1995u   . Khi ®ã 1001u  b»ng  

(A) 4005 ;   (B) 4003 ;  (C) 3  ;          (D) 1. 

57. Cho cÊp sè nh©n ( )nu  cã :  2 2u    vµ 5 54u   . Khi ®ã tæng 1000 sè h¹ng 

®Çu tiªn cña cÊp sè nh©n ®ã b»ng  

(A) 
10001 3

4


;  (B) 

10003 1

2


 ; (C) 

10003 1

6


 ;            (D)

10001 3

6
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A. Giíi h¹n cña d·y sè 

D·y sè cã giíi h¹n 0 

1.  §Þnh nghÜa d·y sè cã giíi h¹n 0 

XÐt d·y sè (un) víi 
( 1)

,
n

nu
n


  tøc lµ d·y sè 

  1, 
1

2
, 

1

3
 , 

1

4
, 

1

5
 , ..., 

1

10
, 

1

11
 , ..., 

1

23
 , 

1

24
, ... 

BiÓu diÔn c¸c sè h¹ng cña d·y sè ®· cho trªn trôc sè, ta thÊy khi n t¨ng th× c¸c 

®iÓm biÓu diÔn chôm l¹i quanh ®iÓm 0 (h. 4.1). 

 

 

 

H×nh 4.1 

Kho¶ng c¸ch 
1

nu
n

  tõ ®iÓm un ®Õn ®iÓm 0 trë nªn nhá bao nhiªu còng 

®−îc miÔn lµ n ®ñ lín. 

§iÒu nµy ®−îc gi¶i thÝch râ h¬n trong b¶ng sau : 

n 1 2 3 ... 10 11 12 ... 23 24 25 ... 50 51 52 ... 

un 1 
1

2

1

3
 ... 

1

10
 

1

11
 

1

12
 ... 

1

23
 

1

24
 

1

25
 ... 

1

50
 

1

51
 

1

52
 ... 

 Mäi sè h¹ng cña d·y sè ®· cho, kÓ tõ sè h¹ng thø 11 trë ®i, ®Òu cã gi¸ trÞ 

tuyÖt ®èi nhá h¬n 
1

,
10

 tøc lµ 

    
1 1

10nu
n

   víi mäi n > 10. 

11§
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 Mäi sè h¹ng cña d·y sè ®· cho, kÓ tõ sè h¹ng thø 24 trë ®i, ®Òu cã gi¸ trÞ 

tuyÖt ®èi nhá h¬n 
1

,
23

 tøc lµ 

     
1

23nu   víi mäi  n > 23. 

H1  KÓ tõ sè h¹ng thø mÊy trë ®i, mäi sè h¹ng cña d·y sè ®· cho ®Òu cã gi¸ trÞ 

tuyÖt ®èi nhá h¬n 
1

50
  

Còng c©u hái ®ã cho mçi sè : 
1

75
 ;    

1

500
 ;  

1

1 000 000
  

Nh− vËy mäi sè h¹ng cña d·y sè ®· cho, kÓ tõ mét sè h¹ng nµo ®ã trë ®i, ®Òu 

cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi nhá h¬n mét sè d−¬ng nhá tuú ý cho tr−íc. Ta nãi r»ng 

d·y sè 
( 1) 

 
 

n

n
 cã giíi h¹n lµ 0. 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã  

§Þnh nghÜa 

Ta nãi r»ng d·y sè (un) cã giíi h¹n 0 (hay cã giíi h¹n lµ 0) nÕu 

víi mçi sè d−¬ng nhá tuú ý cho tr−íc, mäi sè h¹ng cña d·y sè, 

kÓ tõ mét sè h¹ng nµo ®ã trë ®i, ®Òu cã gi¸ trÞ tuyÖt ®èi nhá h¬n 

sè d−¬ng ®ã. 

Khi ®ã ta viÕt 

  lim(un) = 0 hoÆc limun = 0 hoÆc un  0. 

(KÝ hiÖu " lim 0"nu   cßn ®−îc viÕt " lim 0"n
n

u


 , ®äc lµ d·y sè )( nu  cã giíi 

h¹n lµ 0 khi n dÇn ®Õn v« cùc). 

NhËn xÐt 

Tõ ®Þnh nghÜa suy ra r»ng 

a) D·y sè (un) cã giíi h¹n 0 khi vµ chØ khi d·y sè  nu  cã giíi h¹n 0. 

Ch¼ng h¹n, ta cã  
1

lim 0
n
  v× 

1 ( 1)n

n n


   vµ  

( 1)
lim

n

n


 = 0.  

b) D·y sè kh«ng ®æi (un), víi nu  = 0 cã giíi h¹n 0. 
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2.  Mét sè d·y sè cã giíi h¹n 0  

Dùa vµo ®Þnh nghÜa, ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng 

   a) 
1

lim 0
n
  ;   b) 

3

1
lim 0.

n
  

§Þnh lÝ sau ®©y th−êng ®−îc sö dông ®Ó chøng minh mét sè d·y sè cã giíi h¹n 0. 

®Þnh lÝ 1 
Cho hai d·y sè (un) vµ (vn). 

NÕu un  vn víi mäi n vµ limvn = 0 th× limun = 0. 

Chøng minh. Cho mét sè d−¬ng nhá tuú ý. V× limvn = 0 nªn kÓ tõ sè h¹ng thø 

N nµo ®ã trë ®i mäi sè h¹ng cña d·y sè (vn) ®Òu nhá h¬n sè d−¬ng ®ã. Do 

n nu v  nªn mäi sè h¹ng cña d·y sè (un ), kÓ tõ sè h¹ng thø N trë ®i, ®Òu cã 

gi¸ trÞ tuyÖt ®èi nhá h¬n sè d−¬ng ®· cho. VËy limun = 0.            

VÝ dô 1. Chøng minh r»ng 
sin

lim 0
n

n
 . 

Gi¶i 

Ta cã 

    
sin 1n

n n
  vµ 

1
lim 0.

n
       

Tõ ®ã suy ra ®iÒu cÇn chøng minh.         

H2  Cho k lμ mét sè nguyªn d−¬ng. Chøng minh r»ng 
1

lim 0.
kn

 

¸p dông ®Þnh lÝ 1, cã thÓ chøng minh ®Þnh lÝ sau : 

®Þnh lÝ 2 

NÕu 1q   th× lim 0nq  . 

VÝ dô 2 

a) 
1

lim
2n

 = 
1

lim 0
2

n
   
 

 ;  b) 
( 2)

lim
3

n

n


 = 

2
lim 0.

3

n   
 

 

H3  Chøng minh r»ng 
cos

5lim 0.
4




n

n
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C©u hái vμ bμi tËp 

1. Chøng minh r»ng c¸c d·y sè víi sè h¹ng tæng qu¸t sau ®©y cã giíi h¹n 0 : 

a) 
( 1)

5

n

n




 ;    b) 
sin

5

n

n
 ;   c) 

cos2

1

n

n



 

2. Chøng minh r»ng hai d·y sè (un) vµ (vn) víi  

  
1

( 1)nu
n n




,   
2

( 1) cos

1

n

n

n
v

n





 

cã giíi h¹n 0. 

3. Chøng minh r»ng c¸c d·y sè (un) sau ®©y cã giíi h¹n 0 : 

a) un = (0,99)
n 

;      b) un = 
( 1)

2 1

n

n




 ;   c) un = 

sin
5

(1,01)n

n

   

4. Cho d·y sè (un) víi un = 
3n

n
  

a) Chøng minh r»ng 
1 2

3

n

n

u

u

   víi mäi n. 

b) B»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p, chøng minh r»ng  0 < un  
2

3

n
 
 
 

 víi mäi n. 

c) Chøng minh r»ng d·y sè (un) cã giíi h¹n 0. 

D·y sè cã giíi h¹n h÷u h¹n 

1.  §Þnh nghÜa d·y sè cã giíi h¹n h÷u h¹n 

XÐt d·y sè (un) víi 
( 1)

3
n

nu
n


    Ta cã 

    lim(un  3) = lim
( 1)

0.
n

n


  

Ta nãi r»ng d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ 3. 

22§
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Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã : 

§Þnh nghÜa 

Ta nãi r»ng d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ sè thùc L nÕu lim(un  L) = 0. 

Khi ®ã ta viÕt 

  lim(un) = L hoÆc limun = L hoÆc un  L. 

D·y sè cã giíi h¹n lµ mét sè thùc gäi lµ d·y sè cã giíi h¹n 

h÷u h¹n. 

VÝ dô 1. D·y sè kh«ng ®æi (un) víi un = c (c lµ h»ng sè) cã giíi h¹n lµ c v× 

   lim(un  c) = lim(c  c) = lim0 = 0.      

VÝ dô 2. Chøng minh r»ng 
( 1)

lim 1
n

n

 
  

 
 = 1.      

Gi¶i 

§Æt un = 
( 1)

1.
n

n


  

V× lim(un  (1)) = 
( 1)

lim 0
n

n


  nªn limun = 1.      

H1  Chøng minh r»ng : 

a) 
2

lim 1 1
5

       

n

 ;   b) 
2 5 5

lim
2 2

n

n

       

NhËn xÐt 

1) Tõ ®Þnh nghÜa võa nªu, suy ra r»ng limun = L khi vµ chØ khi kho¶ng 

c¸ch nu L  tõ ®iÓm un ®Õn ®iÓm L trë nªn nhá bao nhiªu còng ®−îc miÔn 

lµ n ®ñ lín ; nãi mét c¸ch h×nh ¶nh, khi n t¨ng c¸c ®iÓm un chôm l¹i quanh 

®iÓm L. 

2) Kh«ng ph¶i mäi d·y sè ®Òu cã giíi h¹n h÷u h¹n. Ch¼ng h¹n d·y sè ((1)
n
), 

tøc lµ d·y sè 

     1, 1, 1, 1, ... . 

kh«ng cã giíi h¹n h÷u h¹n. 
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Trªn trôc sè, c¸c sè h¹ng cña d·y sè ®ã ®−îc biÓu diÔn bëi hai ®iÓm 1 vµ 1. 

Khi n t¨ng c¸c ®iÓm (1)
n
 kh«ng chôm l¹i quanh bÊt k× mét ®iÓm L nµo. 

2.  Mét sè ®Þnh lÝ 

Ta thõa nhËn c¸c ®Þnh lÝ sau  

§Þnh lÝ 1 

Gi¶ sö limun = L. Khi ®ã 

a) limun = L vµ 33lim ;nu L  

b) NÕu un  0 víi mäi n th× L  0 vµ lim .nu L  

VÝ dô 3.  
cos2

lim 9 3
n

n
   v× 

cos2
lim 9 9.

   
 

n

n
     

H2  T×m 

2
3

2

27
lim

n n

n


  

§Þnh lÝ 2 

Gi¶ sö limun = L, limvn = M vµ c lµ mét h»ng sè. Khi ®ã  

    lim(un + vn) = L + M, 

    lim(un  vn) = L  M, 

    lim(un .vn) = LM, 

    lim(cun) = cL, 

    lim n

n

u L

v M
 (nÕu M ≠ 0). 

VÝ dô 4. T×m lim nu , víi 
2

2

3 4 7
n

n n
u

n

 
   

Gi¶i 

Ta cã  

2 2

4 7 4 7
lim lim 3 lim 3 lim limnu

n nn n

       
 

 

    = 
2

1 1
lim 3 4 lim 7 lim 3 4.0 7.0 3.

n n
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VÝ dô 5. T×m limun víi 
3 2

3

2 4 3 3

5 7

  
 

 
n

n n n
u

n n
 

Gi¶i 

Chia tö vµ mÉu cña ph©n thøc cho n
3
 (n

3
 lµ luü thõa bËc cao nhÊt cña n trong 

tö vµ mÉu cña ph©n thøc), ta ®−îc 

    
2 3

2 3

4 3 3
2

5 7
1

n

n n n
u

n n

  
 

 
 

V×  

  
2 3

4 3 3
lim 2

n n n

    
 

 = 
2 3

4 3 3
lim 2 lim lim lim

n n n
    = 2 

vµ 
2 3

5 7
lim 1

n n

   
 

 = 1  0 nªn lim
3 2

3

2 4 3 3

5 7

n n n

n n

  

 
 = 

2
2.

1
   

H3  T×m giíi h¹n cña d·y sè (un) víi  

2

3

3

2
n

n n
u

n n

 
 


 

3.  Tæng cña cÊp sè nh©n lïi v« h¹n 

XÐt cÊp sè nh©n v« h¹n 

    u1, u1q, u1q
2
, ..., u1q

n
, ... 

cã c«ng béi q víi | |q  < 1 (gäi lµ mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n). 

Ta biÕt r»ng tæng cña n sè h¹ng ®Çu tiªn cña cÊp sè nh©n ®ã lµ 

 Sn = u1 + u1q + ... + u1q
n  1 

= 1(1 )

1

nu q

q




 = 
1 1

.
1 1

nu u
q

q q


 
 

V× | q | < 1 nªn limq
n
 = 0. Do ®ã 

    1lim
1n

u
S

q
 


 

Ta gäi giíi h¹n ®ã lµ tæng cña cÊp sè nh©n ®· cho vµ viÕt 

   S = 2 1
1 1 1 ...

1

u
u u q u q

q
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H4  T×m tæng cña cÊp sè nh©n 

    
1

2
, 

2

1

2
, 

3

1

2
, ..., 

1

2n
, ... . 

VÝ dô 6. BiÓu diÔn sè thËp ph©n v« h¹n tuÇn hoµn 0,777... d−íi d¹ng ph©n sè. 

Gi¶i 

Ta cã   0,777... = 
2 3

7 7 7
...

10 10 10
    . 

§©y lµ tæng cña mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n víi sè h¹ng ®Çu 1

7

10
u   vµ 

c«ng béi 
1

.
10

q   Do ®ã 

    0,777... = 

7
710

1 9
1

10

 


       

H5  BiÓu diÔn sè thËp ph©n v« h¹n tuÇn hoμn 0,313131... d−íi d¹ng ph©n sè. 

 

C©u hái vμ bμi tËp 

5. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) lim
( 1)

2
2

n

n

 
   

 ;     b) lim
sin3

1
4

n

n

  
 

 ; 

c) lim
1n

n


 ;      d) lim

2

1

n

n





  

6. T×m limun víi 

a) 
2

2

3 5

2 1
n

n n
u

n

 



 ;      b) 

2

4

2 2

3 5
n

n n
u

n

  



; 

c) 
2

2

2

1 3
n

n n
u

n





 ;    d) 

4

2.3 4

n

n n n
u  
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7. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   1 10u   vµ 1 3
5
n

n

u
u     víi mäi n  1. 

a) Chøng minh r»ng d·y sè (vn) x¸c ®Þnh bëi vn = un  
15

4
 lµ mét cÊp sè nh©n. 

b) T×m limun. 

8. Cho mét tam gi¸c ®Òu ABC c¹nh a. Tam gi¸c 1 1 1A B C  cã c¸c ®Ønh lµ trung 

®iÓm c¸c c¹nh cña tam gi¸c ABC, tam gi¸c 2 2 2A B C  cã c¸c ®Ønh lµ trung ®iÓm 

c¸c c¹nh cña tam gi¸c 1 1 1A B C , ..., tam gi¸c 1 1 1n n nA B C    cã c¸c ®Ønh lµ trung 

®iÓm c¸c c¹nh cña tam gi¸c n n nA B C , ... . Gäi p1, p2, ..., pn, ... vµ S1, S2, ..., Sn, ... 

theo thø tù lµ chu vi vµ diÖn tÝch cña c¸c tam gi¸c 1 1 1,A B C 2 2 2,A B C  ..., 

,n n nA B C ... . 

a) T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (pn) vµ (Sn). 

b) T×m c¸c tæng 

  p1 + p2 + ... + pn + ...  vµ  S1 + S2 + ... + Sn + ... . 

9. BiÓu diÔn c¸c sè thËp ph©n v« h¹n tuÇn hoµn sau d−íi d¹ng ph©n sè : 

a) 0,444... ;    b) 0,2121... ;   c) 0,32111... . 

10. Gäi C lµ nöa ®−êng trßn ®−êng kÝnh AB = 2R, 

C1 lµ ®−êng gåm hai nöa ®−êng trßn ®−êng kÝnh
2

AB
, 

C2 lµ ®−êng gåm bèn nöa ®−êng trßn ®−êng kÝnh ,
4

AB
 ... 

Cn lµ ®−êng gåm 2
n
 nöa ®−êng trßn ®−êng kÝnh 

2n

AB
, ... (h. 4.2). 

Gäi pn lµ ®é dµi cña Cn, Sn lµ diÖn 

tÝch h×nh ph¼ng giíi h¹n bëi Cn vµ 

®o¹n th¼ng AB. 

a) TÝnh pn vµ .nS  

b) T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè ( )np  

vµ (Sn). H×nh 4.2 
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H×nh 4.4 

 

®o¸n nhËn giíi h¹n cña mét d·y sè thùc 
b»ng h×nh häc 

1) Ta ®· biÕt tæng cña cÊp sè nh©n lïi v« h¹n 

   
2 3

1 1 1 1
, , , ..., , ...

2 2 2 2n
 

lµ 

   
2 3

1 1 1
... 1

2 2 2
    S  

(xem H4  trong §2). 

Cã thÓ ®o¸n nhËn ®−îc kÕt qu¶ nµy nhê h×nh 4.3 hoÆc h×nh 4.4. 

 

 

 

 

H×nh 4.3 

ë h×nh 4.3 : trung ®iÓm cña ®o¹n [0 ; 1] lµ ®iÓm 
1

2
, trung ®iÓm cña ®o¹n 

1
; 1

2

 
  

 lµ 

®iÓm 
2

1 1

2 2
 , trung ®iÓm cña ®o¹n 

2

1 1
; 1

2 2

 
 

 
 lµ ®iÓm 

2 3

1 1 1

2 2 2
  , ... . 

Do ®ã 

  
2 3

1 1 1
... 1

2 2 2
    . 

ë h×nh 4.4 : h×nh vu«ng ABCD cã c¹nh 
dµi 1 ®¬n vÞ vµ diÖn tÝch b»ng 1, h×nh 

ch÷ nhËt AEFB cã diÖn tÝch b»ng 
1

2
, 

h×nh vu«ng DHGE cã diÖn tÝch b»ng 

2

1

2
, h×nh ch÷ nhËt GIKF cã diÖn tÝch 

b»ng 
3

1

2
, ... .  

Do ®ã  
2 3

1 1 1
... 1.

2 2 2
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2) XÐt bµi to¸n sau : 

Cho d·y sè thùc (un) x¸c ®Þnh bëi 

  1 u c  vµ 1n nu au b    víi n  1, 

trong ®ã a, b, c lμ nh÷ng sè thùc cho tr−íc, 0 < a < 1 vμ b  0. 

T×m giíi h¹n cña d·y sè ®· cho. 

§Ó ®o¸n nhËn giíi h¹n cña d·y sè ®· cho, ta sÏ biÓu diÔn c¸c sè h¹ng cña nã trªn 

hai trôc to¹ ®é (h. 4.5). Dùng hai ®−êng th¼ng (d) vµ () theo thø tù cã ph−¬ng tr×nh 

lµ y = ax + b vµ y = x (ë ®©y ta gi¶ thiÕt b > 0 ; trong tr−êng hîp b < 0, c¸ch gi¶i vµ 

kÕt qu¶ hoµn toµn t−¬ng tù). Gäi A1 vµ B1 theo thø tù lµ giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng 

1x u  víi ®−êng th¼ng (d) vµ ®−êng th¼ng (). §iÓm A1 cã tung ®é 1 2au b u   

vµ ®iÓm B1 cã tung ®é lµ u1. §−êng th¼ng ®i qua A1 vµ song song víi trôc hoµnh c¾t 

() t¹i B2. §iÓm B2 cã hoµnh ®é lµ u2. §−êng th¼ng ®i qua B2 vµ song song víi trôc 

tung c¾t (d) t¹i ®iÓm A2. Tung ®é cña A2 lµ 2 3.au b u  C¸c ®iÓm B3, A3, B4, A4,..., 

Bn, An, ... ®−îc x¸c ®Þnh mét c¸ch t−¬ng tù. 

Gäi I (l ; l) lµ giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng (d) vµ (). Khi n t¨ng th× ®iÓm An ngµy 

cµng dÇn ®Õn ®iÓm I, c¸c ®iÓm un trªn trôc hoµnh (vµ trªn trôc tung) ngµy cµng dÇn 

®Õn ®iÓm l, tøc lµ 

     limun = l. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 4.5 

V× I lµ giao ®iÓm cña hai ®−êng th¼ng (d) vµ () nªn l lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

     ax + b = x, 
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tøc lµ 

    x = l = 
1

b

a



 

NhËn xÐt 

Gäi C1, C2, ..., Cn, ... lµ c¸c giao ®iÓm cña ®−êng th¼ng y = l víi c¸c ®−êng th¼ng 

x = u1, x = u2, ..., x = un, ... . 

Khi ®ã 

    1 1

1 1

.
A C AE BI

a
B C OE AB

    

V× A1C1 = l u2  vµ  B1C1 = l  u1 nªn tõ ®ã ta cã  

    2

1

l

l



u

u
 = a. 

Chøng minh t−¬ng tù, ta cã 

    1l

l



n

n

u

u
 = a víi mäi n. 

Do ®ã, nÕu ®Æt vn = l un th× d·y sè (vn) lµ mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n. 

 

D·y sè cã giíi h¹n v« cùc 

1.  D·y sè cã giíi h¹n + 

XÐt d·y sè (un) víi un = 2n  3. 

Ta thÊy khi n t¨ng th× un  trë nªn lín bao nhiªu còng ®−îc miÔn lµ n ®ñ lín. 

Nãi c¸ch kh¸c, mäi sè h¹ng cña d·y sè, kÓ tõ mét sè h¹ng nµo ®ã trë ®i, ®Òu 

lín h¬n mét sè d−¬ng lín tuú ý cho tr−íc. 

Ta nãi r»ng d·y sè (2n  3) cã giíi h¹n lµ +. 

33§
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Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã  

§Þnh nghÜa 

Ta nãi r»ng d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ + nÕu víi mçi sè d−¬ng 

tuú ý cho tr−íc, mäi sè h¹ng cña d·y sè, kÓ tõ mét sè h¹ng nµo 

®ã trë ®i, ®Òu lín h¬n sè d−¬ng ®ã. 

Khi ®ã ta viÕt 

  lim(un) = + hoÆc limun = + hoÆc un  +. 

¸p dông ®Þnh nghÜa trªn cã thÓ chøng minh r»ng : 

a) limn = + ;   b) lim n     ;   c) 3lim n    . 

2.  D·y sè cã giíi h¹n  

§Þnh nghÜa 

Ta nãi r»ng d·y sè (un) cã giíi h¹n lµ  nÕu víi mçi sè ©m tuú 

ý cho tr−íc, mäi sè h¹ng cña d·y sè, kÓ tõ mét sè h¹ng nµo ®ã 

trë ®i, ®Òu nhá h¬n sè ©m ®ã. 

Khi ®ã ta viÕt 

  lim(un) =  hoÆc limun =  hoÆc un  . 

DÔ dµng thÊy r»ng 

    lim nu      lim ( ) .nu     

VÝ dô 1. V× lim(2n  3) = +  nªn  lim(2n + 3) = . 

Chó ý 

C¸c d·y sè cã giíi h¹n + vµ  ®−îc gäi chung lµ c¸c d·y sè cã 

giíi h¹n v« cùc hay dÇn ®Õn v« cùc. 

NhËn xÐt. NÕu lim nu    th× nu  trë nªn lín bao nhiªu còng ®−îc, miÔn 

lµ n ®ñ lín. Do ®ã 
1 1

n n
u u

  trë nªn nhá bao nhiªu còng ®−îc, miÔn lµ n 

®ñ lín. 
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Ng−êi ta chøng minh ®−îc  

§Þnh lÝ 

NÕu lim nu    th× 
1

lim 0.
nu
  

3.  Mét vµi quy t¾c t×m giíi h¹n v« cùc 

V× + vµ  kh«ng ph¶i lµ nh÷ng sè thùc nªn kh«ng ¸p dông ®−îc c¸c ®Þnh lÝ 

trong §2 cho c¸c d·y sè cã giíi h¹n v« cùc. Khi t×m c¸c giíi h¹n v« cùc, ta cã 

thÓ sö dông c¸c quy t¾c sau ®©y. 

a) Quy t¾c 1 

NÕu limun =  vµ limvn =  th× lim(unvn) ®−îc cho trong 

b¶ng sau : 

limun limvn lim(unvn) 

+ 

+ 

 

 

+ 

 

+ 

 

+ 

 

 

+ 

VÝ dô 2. V× n
2
 = n.n vµ limn = +  nªn  limn

2
 = +. 

T−¬ng tù, víi mäi sè nguyªn d−¬ng k, ta cã  limn
k
 = +. 

b) Quy t¾c 2 

NÕu lim nu    vµ limvn = L  0 th× lim(unvn) ®−îc cho trong 

b¶ng sau : 

limun DÊu cña L lim(unvn) 

+ 

+ 

 

 

+ 



+ 



+ 

 

 

+ 
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VÝ dô 3. T×m a) 2lim (3 101 51)n n  ;  b) 
2

5
lim

3 101 51n n




 
 

Gi¶i   

a) Ta cã 23 101 51n n   = 2

2

101 51
3 .n

n n

   
 

 

V×  2lim n    vµ 
2

101 51
lim 3 3

n n

    
 

 > 0 nªn 

  2lim (3 101 51)n n  = +. 

b) V×   2lim (3 101 51)n n     nªn  

   
2 2

5 1
lim 5lim ( 5).0 0

3 101 51 3 101 51n n n n


    

   
.  

H1  T×m 

  a)  lim(n sinn  2n
3) ;   b) 

3

1
lim

sin 2n n n



 

c) Quy t¾c 3 

NÕu lim 0, lim 0n nu L v    vµ 0nv   hoÆc 0nv   kÓ tõ 

mét sè h¹ng nµo ®ã trë ®i th× lim n

n

u

v
 ®−îc cho trong b¶ng sau : 

DÊu cña L DÊu cña vn lim n

n

u

v
 

+ 

+ 





+ 



+ 



+ 

 

 

+ 

VÝ dô 4. T×m 
3

2

3 2 1
lim

2

n n

n n

 



 

www.truongbachviet.com



 142 

Gi¶i 

Chia tö vµ mÉu cña ph©n thøc cho n
3
 (n

3
 lµ luü thõa bËc cao nhÊt cña n trong 

tö vµ mÉu cña ph©n thøc), ta ®−îc 

    
3

2

3 2 1

2

n n

n n

 


 = 

2 3

2

2 1
3

2 1
n n

n n

 



 

V× 
2 3

2 1
lim 3

n n

   
 

 = 3 > 0, 
2

2 1
lim

n n

  
 

 = 0 vµ 
2

2 1
0

n n
   víi mäi n nªn 

    
3

2

3 2 1
lim

2

n n

n n

 


 = +.     

H2  T×m 

32
lim

3 2

n n

n

 



 

C©u hái vμ bμi tËp 

11. T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (un) víi 

a) un = 2n
3
 + 3n + 5 ;    b) 4 33 5 7 .nu n n n      

12. T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (un) víi 

a) un = 
32 3 2

3 2

n n

n

  


 ;    b) 
6 33 7 5 8

12n

n n n
u

n

  
 


 

13. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) lim(2 cos )n n ;      b) 21
lim 3sin 2 5 .

2
n n

   
 

 

14. Chøng minh r»ng nÕu q > 1 th× lim nq   . 

15. T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (un) víi 

 a) un = 
3 1

2 1

n

n




 ;      b) un = 2

n
  3

n
.      
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LuyÖn tËp 

16. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
2

3 2

4 5
lim

3 7

n n

n n

 

 
 ;    b) 

5 4

3 2

3 2
lim

4 6 9

n n n

n n

  

 
 ;    

c) 
4

2

2 3 2
lim

2 3

n n

n n

 

 
 ;   d) 

3 2.5
lim

7 3.5

n n

n





    

17. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) lim(3n
3
 7n + 11) ;     b) 4 2lim 2 2n n n    ;  

c) 33lim 1 2n n   ;     d) lim 2.3 2n n  . 

18. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a)  2lim 1n n n    ;   

H−íng dÉn : Nh©n vµ chia biÓu thøc ®· cho víi 2 1n n n   .    

b) 
1

lim
2 1n n  

; 

H−íng dÉn : Nh©n tö vµ mÉu cña ph©n thøc ®· cho víi 2 1.n n    

c)  2lim 2 1n n n    ;  d) 
1

lim
3 2 2 1n n  

 ; 

e)  lim 1n n n   ;   f) 
2 1 1

lim
3 2

n n

n

  



 

19. Tæng cña mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n lµ 
5

3
, tæng ba sè h¹ng ®Çu tiªn cña nã lµ 

39

25
  

T×m sè h¹ng ®Çu vµ c«ng béi cña cÊp sè ®ã. 

20. B«ng tuyÕt V«n Kèc 

Ta b¾t ®Çu tõ mét tam gi¸c ®Òu ABC c¹nh a. Chia mçi c¹nh cña tam gi¸c ABC 

thµnh ba ®o¹n th¼ng b»ng nhau. Trªn mçi ®o¹n th¼ng ë gi÷a, dùng mét tam 

gi¸c ®Òu n»m ngoµi tam gi¸c ABC råi xo¸ ®¸y cña nã, ta ®−îc ®−êng gÊp khóc 

khÐp kÝn H1. Chia mçi c¹nh cña H1 thµnh ba ®o¹n th¼ng b»ng nhau. Trªn mçi 
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®o¹n th¼ng ë gi÷a, dùng mét tam gi¸c ®Òu n»m ngoµi H1 råi xo¸ ®¸y cña nã, 

ta ®−îc ®−êng gÊp khóc khÐp kÝn H2. TiÕp tôc nh− vËy, ta ®−îc mét h×nh 

gièng nh− b«ng tuyÕt, gäi lµ b«ng tuyÕt V«n Kèc
 (*)

 (h. 4.6). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 4.6 

a) Gäi p1, p2,..., pn,... lµ ®é dµi cña H1, H2,..., Hn,... . Chøng minh r»ng (pn) lµ 

mét cÊp sè nh©n. T×m limpn. 

b) Gäi Sn lµ diÖn tÝch cña miÒn giíi h¹n bëi ®−êng gÊp khóc Hn. TÝnh Sn vµ 

t×m giíi h¹n cña d·y sè (Sn). 

H−íng dÉn : Sè c¹nh cña Hn lµ 3.4
n
. T×m ®é dµi mçi c¹nh cña Hn, tõ ®ã tÝnh pn. 

§Ó tÝnh Sn cÇn chó ý r»ng muèn cã Hn+1 chØ cÇn thªm vµo mét tam gi¸c ®Òu 

nhá trªn mçi c¹nh cña Hn. 

  

(*) Helge von Koch (1879  1924) lµ mét nhµ to¸n häc Thuþ §iÓn. Tªn cña «ng g¾n liÒn víi mét 
vÝ dô vÒ mét h×nh ph¼ng cã chu vi v« cùc vµ diÖn tÝch h÷u h¹n. 
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John Wallis (1616 - 1703) 

 

Gi«n U¬-lit Ng−êi s¸ng t¹o kÝ hiÖu  

Tõ rÊt sím, nhµ to¸n häc Anh Gi«n U¬-lit (John Wallis) ®· häc 
tiÕng Hi L¹p, tiÕng La-tinh vµ tiÕng  Hª-br¬. N¨m m−êi l¨m tuæi, 
«ng b¾t ®Çu say s−a häc To¸n. 

N¨m 24 tuæi, «ng ®−îc phong linh môc vµ trë thµnh gi¸o s− 

To¸n t¹i tr−êng èc-xphít (Oxford) ë Anh. ¤ng gi¶ng d¹y vµ 
nghiªn cøu t¹i ®ã cho ®Õn cuèi ®êi. 

¤ng cã c«ng lín v× ®· ph¸t hiÖn ®−îc thiªn tµi to¸n häc cña 
Niu-t¬n. ¤ng lµ ng−êi ®Çu tiªn ®· ®Þnh nghÜa mét c¸ch chÝnh 
x¸c luü thõa víi c¸c sè mò kh«ng, ©m vµ h÷u tØ. 

¤ng cßn lµ ng−êi s¸ng t¹o ra kÝ hiÖu  ®Ó chØ kh¸i niÖm v« cùc. 

B. Giíi h¹n cña hμm sè. Hμm sè liªn tôc 

§Þnh nghÜa vμ Mét sè ®Þnh lÝ 
vÒ giíi h¹n cña hμm sè 

1.  Giíi h¹n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm 

a) Giíi h¹n h÷u h¹n 

XÐt bµi to¸n sau : 

Cho hµm sè f(x) = 
22 8

2

x

x




 vµ mét d·y bÊt k× x1, x2, ..., xn, ... nh÷ng sè thùc 

kh¸c 2 (tøc lµ xn  2 víi mäi n) sao cho limxn = 2.     (1) 

H·y x¸c ®Þnh d·y c¸c gi¸ trÞ t−¬ng øng f(x1), f(x2), ..., f(xn), ... cña hµm sè vµ 

t×m limf(xn). 

Em

co á biïë t

44§
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V× xn  2 nªn 

  
22( 4)

( )
2

n
n

n

x
f x

x





 = 2(xn + 2) víi mäi n. 

Do ®ã 

  f(x1) = 2(x1 +2),   f(x2) = 2(x2 + 2), ...,   f(xn) = 2(xn + 2), ... . 

Tõ (1) suy ra 

  limf(xn) = lim2(xn + 2) = 2(limxn + 2) = 2(2 + 2) = 8. 

Ta nãi r»ng hµm sè f cã giíi h¹n lµ 8 khi x dÇn ®Õn 2. 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã 

§Þnh nghÜa 1 

Gi¶ sö (a ; b) lµ mét kho¶ng chøa ®iÓm x0 vµ f lµ mét hµm sè x¸c 

®Þnh trªn tËp hîp (a ; b)\{x0}. Ta nãi r»ng hµm sè f cã giíi h¹n 

lµ sè thùc L khi x dÇn ®Õn x0 (hoÆc t¹i ®iÓm x0) nÕu víi mäi d·y sè 

(xn) trong tËp hîp (a ; b) \ {x0} (tøc lµ xn (a ; b) vµ xn  x0 víi 

mäi n) mµ limxn = x0, ta ®Òu cã limf(xn) = L. 

Khi ®ã ta viÕt 

  
0

lim ( )
x x

f x


 = L hoÆc f(x)  L khi x  x0. 

VÝ dô 1. T×m 
0

1
lim cos
x

x
x

   
 

 

Gi¶i 

XÐt hµm sè f(x) = 
1

cosx
x
  Víi mäi d·y sè ( )nx  mµ 0nx   víi mäi n vµ 

lim 0,nx   ta cã 
1

( ) cosn n
n

f x x
x

   V× 

   
1

( ) cosn n n
n

f x x x
x

   vµ lim 0nx   
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nªn  lim ( ) 0.nf x   Do ®ã 

  
0 0

1
lim ( ) lim cos 0.
x x

f x x
x 

   
 

       

H1  T×m 

2

1

3 2
lim

1x

x x

x

 



 

NhËn xÐt. ¸p dông ®Þnh nghÜa 1, dÔ dµng chøng minh ®−îc r»ng : 

a) NÕu f(x) = c víi mäi x  , trong ®ã c lµ mét h»ng sè, th× víi mäi x0  , 

    
0 0

lim ( ) lim .
x x x x

f x c c
 

   

b) NÕu g(x) = x víi mäi x   th× víi mäi x0  , 

    
0 0

0lim ( ) lim .
x x x x

g x x x
 

   

b) Giíi h¹n v« cùc 

Giíi h¹n v« cùc cña hµm sè t¹i mét ®iÓm ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù nh− giíi 

h¹n h÷u h¹n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm. Ch¼ng h¹n, 
0

lim ( )
x x

f x


   cã nghÜa 

lµ víi mäi d·y ( )nx  trong tËp hîp 0( ; ) \ { }a b x  mµ 0lim ,nx x  ta ®Òu cã 

lim ( ) .nf x     

VÝ dô 2. T×m 
21

3
lim

( 1)x x



 

Gi¶i. XÐt hµm sè 
2

3
( )

( 1)
f x

x
 


 Víi mäi d·y sè ( )nx  mµ xn  1 víi mäi n 

vµ lim 1,nx   ta cã
2

3
( )

( 1)
n

n

f x
x

 


 V× lim 3 3 0  , 2lim( 1) 0nx    

vµ 2( 1) 0nx    víi mäi n nªn lim ( )nf x   . Do ®ã   

21 1

3
lim ( ) lim .

( 1)x x
f x

x 
  


         

2.  Giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc 

Giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc (khi x dÇn ®Õn + hoÆc ) ®−îc ®Þnh nghÜa 

t−¬ng tù nh− giíi h¹n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm. 
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®Þnh nghÜa 2 
 Gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a ; +). Ta nãi r»ng 

hµm sè f cã giíi h¹n lµ sè thùc L khi x dÇn ®Õn + nÕu víi mäi 

d·y sè (xn) trong kho¶ng (a ; +) (tøc lµ xn > a víi mäi n) mµ 

limxn = +, ta ®Òu cã 

    limf(xn) = L. 

Khi ®ã ta viÕt 

  lim ( )
x

f x


 = L hoÆc ( )f x L  khi .x    

 C¸c giíi h¹n 

lim ( )
x

f x


   , lim ( )
x

f x


   , lim ( ) ,



x

f x L  

lim ( )
x

f x


    vµ lim ( )
x

f x


    ®−îc ®Þnh nghÜa  

t−¬ng tù. 

VÝ dô 3 

a) 
1

lim 0,
x x

 v× víi mäi d·y sè ©m (xn) mµ  lim ,nx     ta ®Òu cã 

1
lim 0.

nx
  

b) T−¬ng tù, ta cã 
1

lim 0.
x x

          

NhËn xÐt 

¸p dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè, cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng : 

Víi mäi sè nguyªn d−¬ng k, ta cã  

a) lim k

x
x


    ;  b) 

nÕu  ch½n
lim

nÕu lÎ

k

x

k
x

k


 

 

c) 
1

lim 0
kx x
  ;   d) 

1
lim 0

kx x
 . 

3.  Mét sè ®Þnh lÝ vÒ giíi h¹n h÷u h¹n 

¸p dông c¸c ®Þnh lÝ vÒ giíi h¹n cña d·y sè, cã thÓ chøng minh ®−îc c¸c 

®Þnh lÝ sau ®©y vÒ giíi h¹n cña hµm sè. 
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§Þnh lÝ 1 

Gi¶ sö 
0

lim ( )
x x

f x L


  vµ 
0

lim ( )
x x

g x M


 (L, M  ). Khi ®ã 

a)  
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x


  = L + M ; 

b)  
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x


  = L  M ; 

c)  
0

lim ( ) ( )
x x

f x g x


 = LM ; 

§Æc biÖt, nÕu c lµ mét h»ng sè th×  
0

lim ( )
x x

c f x


 = cL ; 

d) NÕu M  0 th× 
0

( )
lim

( )x x

f x L

g x M
   

§Ó dÔ nhí, ta nãi 

Giíi h¹n cña tæng, hiÖu, tÝch, th−¬ng cña hai hµm sè t¹i mét ®iÓm b»ng tæng, 

hiÖu, tÝch, th−¬ng c¸c giíi h¹n cña chóng t¹i ®iÓm ®ã (trong tr−êng hîp 

th−¬ng, giíi h¹n cña mÉu ph¶i kh¸c kh«ng). 

§Þnh lÝ 1 võa nªu vµ ®Þnh lÝ 2 tiÕp theo vÉn ®óng khi thay x  x0 bëi x  + 

hoÆc x  . 

NhËn xÐt 

NÕu k lµ mét sè nguyªn d−¬ng vµ a lµ mét h»ng sè th× víi mäi x0  , ta cã 

 
0

lim k

x x
ax


 = 

0 0 0 0

thõa sè

lim . lim . lim ... lim
x x x x x x x x

k

a x x x
   

 =
0

0( lim )k k

x x
a x ax


 . 

VÝ dô 4. T×m 

a) 3 2

2
lim ( 5 7)
x

x x


   ;   b) 
2

3 21

2
lim

x

x x

x x

 



 

Gi¶i 

a) Ta cã 3 2

2
lim ( 5 7)
x

x x


   = 3 2

2 2 2
lim lim (5 ) lim 7
x x x

x x
  

   

            =  2
3
 5 . 2

2
 + 7 = 5. 
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b) Víi x  1, ta cã 
2

3 2 2 2

2 ( 1)( 2) 2

( 1)

x x x x x

x x x x x

    
  

 
 

Do ®ã 

   
2

3 2 21 1

2 2
lim lim 3.

x x

x x x

x x x 

  
  


     

H2  T×m 

2

21

2 1
lim

2x

x x

x x

 



 

VÝ dô 5. T×m 
2

3

2 10
lim

3 3x

x x

x x

 


 
 

Gi¶i 

Chia tö vµ mÉu cña ph©n thøc cho x
3
 (x

3
 lµ luü thõa bËc cao nhÊt cña x trong 

tö vµ mÉu cña ph©n thøc), ta ®−îc 

   
2 2 3

3

2 3

2 1 10

2 10

3 33 3 1

x x x x x

x x

x x

 
 


   

 víi mäi 0.x   

V×   
2 3 2 3

2 1 10 2 1 10
lim lim lim lim

x x x xx xx x x x   

      
 

 

          = 
2 3

1 1 1
2 lim lim 10 lim

x x xx x x  
   

          = 2 . 0  0 + 10 . 0 = 0,      

vµ 
2 3

3 3
lim 1

x x x

   
 

 = 1 nªn theo ®Þnh lÝ 1. d), ta cã 

   
2

3

2 10 0
lim 0.

13 3x

x x

x x

 
 

 
      

H3  T×m 

4 3

4 2

2
lim

2 7x

x x x

x x
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§Þnh lÝ 2 

Gi¶ sö 
0

lim ( )
x x

f x L


 . Khi ®ã 

a) 
0

lim ( )
x x

f x L


  ; 

b) 
0

33lim ( )
x x

f x L


  ; 

c) NÕu f(x)  0 víi mäi x  J\{x0}, trong ®ã J lµ mét kho¶ng 

nµo ®ã chøa x0, th× L  0 vµ 
0

lim ( ) .
x x

f x L


  

VÝ dô 6. T×m 
4 3

4 2

2
lim

2 7x

x x x

x x

 

 
. 

Gi¶i 

V× 
4 3

4 2

2
lim

2 7x

x x x

x x

 

 
 = 2 nªn 

4 3

4 2

2
lim

2 7x

x x x

x x

 

 
 = 2 .    

H4  T×m 
3

1
lim 7

x
x x


   vμ 

3 3

1
lim 7

x
x x


 . 

C©u hái vμ bμi tËp 

21. ¸p dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè, t×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
2

1

3 4
lim

1x

x x

x

 


 ;       b) 
1

1
lim

5x x



 

22. Cho hµm sè f(x) = 
1

cos
x

 vµ hai d·y sè '( ),nx ''( )nx víi 

   
1 ,'

2


nx
n

  
1

''

(2 1)
2

nx

n

 



 

a) T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè ' '' '( ), ( ), ( ( ))n n nx x f x  vµ ''( ( )).nf x  

b) Tån t¹i hay kh«ng 
0

1
lim cos
x x

 ? 

www.truongbachviet.com



 152 

23. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 2

2
lim (3 7 11)
x

x x


  ;     b) 
3

41
lim

(2 1)( 3)x

x x

x x



 
 ;     

c) 
0

1
lim 1
x

x
x

  
 

 ;      d) 
29

3
lim

9x

x

x x




 ; 

e) 2

3
lim 4

x
x


  ;     f) 

4

22

3 1
lim

2 1x

x x

x

 



 

24. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
2

3

3 7
lim

2 1x

x x

x

 


 ;      b) 

4 3

4

2 7 15
lim

1x

x x

x

 


 ;  

c) 
6

3

2
lim

3 1x

x

x




 ;      d) 

6

3

2
lim

3 1x

x

x





 

25. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
2

3
2

2
lim

8 3x

x x

x x



 
 ;   b) 

2
lim

2x

x x

x x


 
 

 

 

C¸c ®Þnh lÝ kÑp vµ ®Þnh lÝ vÒ ®iÒu kiÖn tån t¹i giíi 
h¹n h÷u h¹n cña d·y sè t¨ng hoÆc gi¶m 

Trong bµi nµy ta sÏ ®Ò cËp ®Õn mét vµi ®Þnh lÝ quan träng trong lÝ thuyÕt giíi h¹n, 
®−îc sö dông nhiÒu trong lÝ thuyÕt còng nh− trong thùc hµnh. 

1. C¸c ®Þnh lÝ kÑp 

Ta nh¾c l¹i mét ®Þnh lÝ ë ®Çu ch−¬ng : Cho hai d·y sè (un) vµ (vn). NÕu n nu v  víi 

mäi n vµ lim 0nv   th× lim 0nu  . 
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§ã lµ mét tr−êng hîp riªng cña ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 1 (§Þnh lÝ kÑp vÒ giíi h¹n cña d·y sè) 

Cho ba d·y sè  (un), (vn) vµ (wn). NÕu  

   n n nu v w   víi mäi n        (1) 

vµ lim lim ( )  n nu w L L   th× lim nv L . 

Chøng minh. Tõ (1) suy ra  

                       0 n n n nv u w u     víi mäi n. 

V×  lim lim lim 0n n n nw u w u L L       nªn  lim 0n nv u  . 

Do ®ã    lim lim lim lim 0n n n n n n nv v u u v u u L L           . 

VÝ dô. T×m giíi h¹n cña d·y sè (un) víi 

                       
2 2 2

1 1 1
. . .

1 2
nu

n n n n

    
  

 

Gi¶i. Víi mçi sè nguyªn k mµ 1  k  n, ta cã  

                              
2 2 2

1 1 1

1n n n k n

  
  

 

Do ®ã    

                               
2 2 1

n
n n

u

n n n

 
 

   víi mäi n. 

DÔ thÊy 
2 2

lim lim 1

1

n n

n n n

 
 

, do ®ã  lim 1nu  .     

Tõ ®Þnh lÝ 1 vµ ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè ta suy ra  

§Þnh lÝ 2 (§Þnh lÝ kÑp vÒ giíi h¹n cña hµm sè) 

Gi¶ sö J lµ mét kho¶ng chøa 0x  vµ f, g, h lµ ba hµm sè x¸c ®Þnh trªn tËp hîp 

 0\J x . NÕu ( ) ( ) ( )f x g x h x   víi mäi  0\x J x  vµ 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x h x L
 

   

th×
0

lim ( )
x x

g x L


 . 

¸p dông ®Þnh lÝ 2, ng−êi ta chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 3 

                                                
0

sin
lim 1.
x

x

x
  

Chøng minh  

V× x  0 nªn ta chØ cÇn xÐt x trong mét kho¶ng nµo ®ã chøa ®iÓm 0, ch¼ng h¹n 

;
2 2

x
    

 
 vµ x  0. 
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H×nh 4.7 

 Tr−íc hÕt gi¶ sö 0 ; .
2

x
   

 
 Trªn ®−êng trßn 

l−îng gi¸c, ta ®Æt cung AM cã sè ®o b»ng x rad. 

Tia OM c¾t trôc tang t¹i ®iÓm T (h.47). Ta cã diÖn 

tÝch  OAM < diÖn tÝch h×nh qu¹t OAM < diÖn tÝch 

 OAT, tøc lµ  

  
1 1 1

sin tan .
2 2 2

x x x   

V× 0 ;
2

x
   

 
 nªn sin 0x   ; do ®ã chia c¸c vÕ cña c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn cho 

1
sin ,

2
x  ta ®−îc 

    
1

1
sin cos

x

x x
          (1) 

V× cos 0x   víi 0 ;
2

x
   

 
 nªn tõ (1) suy ra 

    
sin

cos 1.
x

x
x

         (2) 

NÕu ; 0
2

x
   

 
 th× 0 ;

2
x

    
 

 ; ¸p dông c«ng thøc (2) víi (x), ta ®−îc 

  
sin( )

cos( ) 1,
x

x
x


  


 hay 

sin
cos 1.

x
x

x
   

VËy víi mäi ;
2 2

x
    

 
 vµ x  0 ta lu«n lu«n cã (2). 

V× hµm sè cosy x  liªn tôc trªn  nªn
0

lim cos cos0 1.
x

x


   Theo ®Þnh lÝ 2, tõ (2) 

suy ra 
0

sin
lim 1.
x

x

x
            

2. §iÒu kiÖn ®Ó mét d·y sè t¨ng hoÆc gi¶m cã giíi h¹n h÷u h¹n 

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 4 

a) D·y sè t¨ng vµ bÞ chÆn trªn th× cã giíi h¹n h÷u h¹n. 

b) D·y sè gi¶m vµ bÞ chÆn d−íi th× cã giíi h¹n h÷u h¹n. 

¸p dông ®Þnh lÝ 4, ng−êi ta chøng minh ®−îc sù tån t¹i giíi h¹n h÷u h¹n cña nhiÒu 
d·y sè. ë ®©y ta chØ nªu mét vÝ dô quan träng. XÐt d·y sè (un) víi  

                                                
1

1 .

n

nu
n
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Dïng m¸y tÝnh bá tói, ta tÝnh ®−îc c¸c gi¸ trÞ gÇn ®óng cña c¸c sè h¹ng cña nã : 

    2 ; 2,25 ; 2,37037037 ; 2, 44140625 ; 2,48832 ; . . . ; 1000 2,71692393u  ; . . . ;  

    10000 2,71814593u   ; . . . . 

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng ®©y lµ mét d·y sè t¨ng vµ bÞ chÆn trªn (ch¼ng h¹n 
bëi sè 3). Theo ®Þnh lÝ 4, d·y sè nµy cã giíi h¹n h÷u h¹n. Giíi h¹n ®ã ®−îc kÝ hiÖu lµ 

e, tøc lµ 

                                           
1

e lim 1 .

n

n

   
 

 

Còng nh− sè , sè e cã mét vai trß quan träng trong to¸n häc. Ng−êi ta ®· chøng 
minh ®−îc r»ng nã lµ mét sè v« tØ vµ cã gi¸ trÞ lµ  
                                             e 2,718281828459...  

Giíi h¹n mét bªn 

Trong ®Þnh nghÜa 
0

lim ( ),
x x

f x


 ta gi¶ thiÕt hµm sè f x¸c ®Þnh trªn tËp hîp 

(a ; b) \ {x0}, trong ®ã (a ; b) lµ mét kho¶ng chøa ®iÓm 0x . Nh− vËy, c¸c gi¸ 

trÞ ®−îc xÐt cña x lµ c¸c gi¸ trÞ gÇn 0,x  bao gåm c¶ c¸c gi¸ trÞ lín h¬n lÉn nhá 

h¬n 0.x  Kh¸i niÖm giíi h¹n mét bªn xuÊt hiÖn khi ta chØ xÐt c¸c gi¸ trÞ cña 

hµm sè víi 0x x  hoÆc chØ xÐt c¸c gi¸ trÞ cña hµm sè víi 0x x . 

1.  Giíi h¹n h÷u h¹n 

§Þnh nghÜa 1 
Gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (x0 ; b) (x0  ). Ta nãi 

r»ng hµm sè f cã giíi h¹n bªn ph¶i lµ sè thùc L khi x dÇn ®Õn x0 

(hoÆc t¹i ®iÓm x0) nÕu víi mäi d·y sè (xn) trong kho¶ng (x0 ; b) mµ 

limxn = x0, ta ®Òu cã limf(xn) = L. 

Khi ®ã ta viÕt 

  
0

lim ( )
x x

f x


 = L hoÆc f(x)  L khi x  0 .x  

§Þnh nghÜa giíi h¹n bªn tr¸i cña hµm sè ®−îc ph¸t biÓu t−¬ng tù. 

55§
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®Þnh nghÜa 2 

Gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a ; x0) (x0  ). Ta nãi 

r»ng hµm sè f cã giíi h¹n bªn tr¸i lµ sè thùc L khi x dÇn ®Õn x0 

(hoÆc t¹i ®iÓm x0) nÕu víi mäi d·y sè (xn) trong kho¶ng (a ; x0) 

mµ limxn = x0, ta ®Òu cã limf(xn) = L. 

Khi ®ã ta viÕt 

  
0

lim ( )
x x

f x


= L  hoÆc f(x)  L khi x  0 .x  

NhËn xÐt 

1) HiÓn nhiªn nÕu 
0

lim ( )
x x

f x L


  th× hµm sè f cã giíi h¹n bªn ph¶i vµ giíi 

h¹n  bªn tr¸i t¹i ®iÓm x0 vµ
0 0

lim ( ) lim ( ) .
x x x x

f x f x L
  

   

2) Ta thõa nhËn ®iÒu ng−îc l¹i còng ®óng, nghÜa lµ 

NÕu 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x x x

f x f x L
  

   th× hµm sè f cã giíi h¹n t¹i ®iÓm 0x  vµ 

0

lim ( )
x x

f x L


 . 

3) C¸c ®Þnh lÝ 1 vµ ®Þnh lÝ 2 trong §4 vÉn ®óng khi thay 0x x  bëi 0x x   

hoÆc 0x x  . 

VÝ dô 1. Gäi d lµ hµm dÊu 

    d(x) = 

1 víi 0,

0 víi 0,

1 víi 0.

x

x

x

 
 
 

 

T×m 
0 0

lim ( ), lim ( )
x x

d x d x
  

 vµ 
0

lim ( )
x

d x


 (nÕu cã). 

Gi¶i 

Víi x < 0, ta cã d(x) = 1. Do ®ã 

   
0 0

lim ( ) lim ( 1)
x x

d x
  

   = 1. 
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H×nh 4.8 

T−¬ng tù, ta cã 

 
0 0

lim ( ) lim 1 1.
x x

d x
  

   

V× 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

d x d x
  

  nªn kh«ng tån 

t¹i 
0

lim ( )
x

d x


 (h. 4.8).            

H1  T×m giíi h¹n bªn ph¶i, giíi h¹n bªn tr¸i 

vμ giíi h¹n (nÕu cã) cña hμm sè 

  f(x) = 
3

2

víi 1,

2 3 víi 1

x x

x x

  


  
 

khi x dÇn ®Õn 1. 

2.  Giíi h¹n v« cùc 

1) C¸c ®Þnh nghÜa 
0

lim ( )
x x

f x


   , 
0

lim ( )
x x

f x


   , 
0

lim ( )
x x

f x


    

vµ 
0

lim ( )
x x

f x


    ®−îc ph¸t biÓu t−¬ng tù nh− ®Þnh nghÜa 1 vµ ®Þnh 

nghÜa 2. 

2) NhËn xÐt 1 vµ nhËn xÐt 2 vÉn ®óng ®èi víi giíi h¹n v« cùc. 

VÝ dô 2 

a) Tõ ®Þnh nghÜa giíi h¹n bªn tr¸i vµ giíi h¹n bªn ph¶i cña hµm sè, ta cã 

   
0

1
lim

x x
   vµ

0

1
lim

x x
   . 

V× 
0 0

1 1
lim lim

x xx x  
  nªn kh«ng tån t¹i 

0

1
lim
x x

 (h. 4.9a). 

b) DÔ dµng thÊy r»ng 
0

1
lim

| |x x
 = +. Do ®ã 

  
0

1
lim

| |x x
 = + vµ 

0

1
lim

| |x x
 = + (h. 4.9b).     
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H×nh 4.9 

H2 T×m 
2

1
lim

2x x



 

C©u hái vμ bμi tËp 

26. ¸p dông ®Þnh nghÜa giíi h¹n bªn ph¶i vµ giíi h¹n bªn tr¸i cña hµm sè, t×m c¸c 

giíi h¹n sau : 

a) 
1

lim 1
x

x


  ;       b)  
5

lim 5 2
x

x x


   ; 

c) 
3

1
lim

3x x 
 ;        d) 

3

1
lim

3x x



    

27. T×m c¸c giíi h¹n sau (nÕu cã) : 

a) 
2

| 2 |
lim

2x

x

x




 ;   b) 
2

| 2 |
lim

2x

x

x




 ;  c) 
2

| 2 |
lim .

2x

x

x




 

28. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
0

2
lim

x

x x

x x




 ;     b) 
2

2

4
lim ;

2x

x

x




 

c) 
2

5 4( 1)

3 2
lim

x

x x

x x
 

 


 ;    d) 

2

23

7 12
lim

9x

x x

x
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29. Cho hµm sè 

   f (x) = 
2

2 1 víi 2,

2 1 víi 2.

x x

x x

   


  
 

T×m 
( 2)

lim ( )
x

f x
 

,    
( 2)

lim ( )
x

f x
 

 vµ  
2

lim ( )
x

f x


 (nÕu cã). 

LuyÖn tËp 

30. T×m  c¸c giíi h¹n sau : 

a) 2

3
lim | 8| ;

x
x


     b) 

2

22

1
lim

2x

x x

x x

 


 ; 

c) 
3

21
lim

3x

x

x 
 ;    d) 3

23

2 ( 1)
lim

6x

x x

x




 ; 

e) 
3

22

1 3
lim

2 3x

x x

x x

 

 
 ;   f) 



  




2

2

2 | 1| 5 3
lim

2 3x

x x

x
 

31. T×m c¸c giíi h¹n sau :  

a) 
3

2
2

2 2
lim

2x

x

x




 ;    b) 

4

23

27
lim

2 3 9x

x x

x x



 
 ; 

c) 
4

22

16
lim

6 8x

x

x x



 
 ;    d) 

2 31

1 1
lim

x

x x

x x


  



 

32. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
5 3

3
2 3

2 1
lim

(2 1)( )x

x x

x x x

 

 
 ;  b) 

2

2 3
lim

5x

x

x x



 
 ; 

c) 
2 2

lim
2 3x

x x x

x

 


 ;   d) 
4 2

lim ( 1)
2 1x

x
x

x x
 

 
 

33. Cho hµm sè 

   f (x) = 
2 2 3

4 3

x x

x

  



   

víi 2,

víi 2.

x

x




 

T×m
2

lim ( )
x

f x


, 
2

lim ( )
x

f x


 vµ 
2

lim ( )
x

f x


 (nÕu cã). 
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Mét vμi quy t¾c t×m giíi h¹n 
v« cùc 

C¸c ®Þnh lÝ trong môc 3 §4 chØ ®óng ®èi víi c¸c giíi h¹n h÷u h¹n, kh«ng ¸p 

dông ®−îc cho c¸c giíi h¹n v« cùc. Trong môc nµy, ta sÏ giíi thiÖu mét ®Þnh 

lÝ liªn quan ®Õn giíi h¹n v« cùc vµ hai quy t¾c t×m giíi h¹n v« cùc. §Þnh lÝ vµ 

c¸c quy t¾c nµy ®−îc ¸p dông cho mäi tr−êng hîp : 

   x  x0,   x  0x ,   x  0x ,   x  + vµ x  . 

Tuy nhiªn, ®Ó cho gän, ta chØ ph¸t biÓu cho tr−êng hîp x  x0. 

®Þnh lÝ 

NÕu 
0

lim ( )
x x

f x


    th× 
0

1
lim 0

( )x x f x
 . 

DÔ dµng suy ra ®Þnh lÝ trªn tõ ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè. 

Quy t¾c 1 

NÕu
0

lim ( )
x x

f x


    vµ 
0

lim ( ) 0
x x

g x L


   th× 
0

lim
x x

[f(x)g(x)] 

®−îc cho trong b¶ng sau : 

0

lim ( )
x x

f x


 DÊu cña L 
0

lim [ ( ) ( )]
x x

f x g x


 

+ 

+ 

 

 

+ 


+ 



+ 

 

 

+ 

VÝ dô 1. T×m  

a) 3 2

x
lim (2 3 5)x x x


   ;   b)
3 2x

1
lim

2 3 5x x x


  
 

Gi¶i 

a) Ta cã 

  2x
3
 x2

 + 3x 5 = 3

2 3

1 3 5
2x

x x x

    
 

 víi mäi 0x  . 
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V× 3lim
x

x


    vµ 
2 3

1 3 5
lim 2

x x x x

    
 

 = 2 > 0 nªn 

3 2lim (2 3 5)
x

x x x


      . 

b) V× 3 2lim 2 3 5
x

x x x


      nªn 
3 2x

1
lim

2 3 5x x x   
 = 0.  

VÝ dô 2. T×m 2lim 3 5
x

x x


 . 

Gi¶i  

Víi x < 0, ta cã 

23 5x x  = 2 5
3x

x

  
 

 = 
5

| | 3x
x

 . V× lim | |
x

x


    vµ    

5
lim 3

x x
  = 3  > 0 nªn 2lim 3 5

x
x x


  = +.     

H1  T×m 
2 33lim 2

x
x x


 . 

Quy t¾c 2 

NÕu 
0

lim ( ) 0
x x

f x L


  , 
0

lim ( ) 0
x x

g x


  vµ g(x) > 0 hoÆc g(x) < 0 

víi mäi 0\ { },x J x  trong ®ã J lµ mét kho¶ng nµo ®ã chøa 0x  

th× 
0

( )
lim

( )x x

f x

g x
 ®−îc cho trong b¶ng sau : 

DÊu cña L DÊu cña g(x) 
0

( )
lim

( )x x

f x

g x
 

+ 

+ 




+ 

 

+ 

 

+ 

 

 

+ 
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VÝ dô 3. T×m 
 22

2 1
lim

2x

x

x 





 

Gi¶i 

Ta cã 
2

lim (2 1) 3
x

x
 

    < 0, 2

2
lim ( 2) 0

x
x

 
   vµ  22 0x    víi mäi 

x    2. Do ®ã  
 22

2 1
lim .

2x

x

x 


 


        

VÝ dô 4. T×m 
2

2

2
lim

2x

x x

x

 


. 

Gi¶i 

V× 2

2

lim ( 2) 4
x

x x


    > 0, 
2

lim ( 2) 0
x

x


   vµ x 2 > 0 víi mäi x > 2  nªn 

    
2

2

2
lim .

2x

x x

x

 
  


      

H2  T×m 

2

2

2
lim

2x

x x

x

 



 

VÝ dô 5. T×m 
3 2

2

2 5 1
lim

1x

x x

x x 

 


 
 

Gi¶i 

Chia tö vµ mÉu cña ph©n thøc cho x
3
 (x

3
 lµ luü thõa cña x cã bËc cao nhÊt 

trong tö vµ mÉu cña ph©n thøc), ta ®−îc 

   
3 2

2

2 5 1

1

x x

x x

 

 
 = 

3

2 3

5 1
2

1 1 1

x x

x x x

 

 
 víi mäi 0x  . 

V× 
3

5 1
lim 2

x x x 

   
 

 = 2 > 0, 
2 3

1 1 1
lim

x x x x 

   
 

 = 0 vµ  

2 3

1 1 1

x x x
   = 

2

1 1 1
1

x x x

   
 

 < 0  víi  x < 0 nªn 

   
3 2

2

2 5 1
lim .

1x

x x

x x 
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C©u hái vμ bμi tËp 

34. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 3 2lim (3 5 7)
x

x x


   ;    b) 4lim 2 3 12
x

x x


  . 

35. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
2

2 1
lim

2x

x

x




 ;     b) 
2

2 1
lim

2x

x

x




 ;  

c) 
20

1 1
lim
x x x

  
 

 ;    d) 
2

2

1 1
lim

2 4

 
     x x x

 

36. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
3

2

5
lim

1x

x

x




 ;      b) 

4

lim
1 2x

x x

x





    

37. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
21

2 2 1
lim

2 3( 1)

 
  x

x

xx
 ;    b) 

21

5
lim

( 1)( 3 2)x x x x


  
   

C¸c d¹ng v« ®Þnh 

Khi gi¶i c¸c bµi to¸n vÒ giíi h¹n, ta cã thÓ gÆp mét sè tr−êng hîp sau ®©y : 

1) T×m 
( )

lim
( )

f x

g x
, trong ®ã limf(x) = limg(x) = 0 hoÆc limf(x) =  , 

limg(x) =  . 

2) T×m lim[f(x)g(x)], trong ®ã limf(x) = 0, limg(x) =  . 

77§
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3) T×m lim[f(x)  g(x)], trong ®ã limf(x) = limg(x) = + 

                 hoÆc  limf(x) = limg(x) = .  

(Khi x  x0, hoÆc x  0x , x  0x , x  +, x  ). 

Khi ®ã kh«ng ¸p dông ®−îc c¸c ®Þnh lÝ vÒ giíi h¹n h÷u h¹n còng nh− c¸c quy 

t¾c t×m giíi h¹n v« cùc. Ta gäi ®ã lµ c¸c d¹ng v« ®Þnh vµ kÝ hiÖu chóng, theo 

thø tù, lµ 

1) 
0

,
0




 ;   2) 0.  ;   3) .   

Khi t×m giíi h¹n c¸c d¹ng nµy, ta cÇn thùc hiÖn mét vµi phÐp biÕn ®æi ®Ó cã 

thÓ sö dông ®−îc c¸c ®Þnh lÝ vµ quy t¾c ®· biÕt. Lµm nh− vËy gäi lµ khö d¹ng 

v« ®Þnh. Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô. 

1.  D¹ng 
0

0
 vµ 




 

VÝ dô 1. T×m 
21

2 1
lim .

12 11x

x x

x x

 

 
 

Gi¶i 

Ta cã d¹ng v« ®Þnh 
0

.
0

 Nh©n tö vµ mÉu cña ph©n thøc víi 2 1,x x   

ta ®−îc 

 
2

2 1

12 11

x x

x x

 

 
 = 

2

( 2 1)( 2 1)

( 12 11)( 2 1)

x x x x

x x x x

   

   
 

    = 
2 2 1

( 1)( 11)( 2 1)

x x

x x x x

 
   

 

    = 
1

,
( 11)( 2 1)

x

x x x


  

 víi x  1. 

Do ®ã 

  
21

2 1
lim

12 11x

x x

x x

 

 
 = 

1

1
lim 0.

( 11)( 2 1)x

x

x x x




  
   

H1  T×m 

4

3 22

16
lim .

2x

x

x x
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VÝ dô 2. T×m  
6

2

3
lim

2 1x

x x

x





 

Gi¶i 

Ta cã d¹ng v« ®Þnh 



. Víi mäi x < 0, ta cã 

  
36 6 3

5 5 5

3 3 3
3 1 1 1x x x x x

x x x

          
 

 

Do ®ã 

    

3
6 5

2 2

3
1

3

2 1 2 1

x
x x x

x x




 
 

 = 
5

3

3
1

2 1
x

x x


 


 

V× 
5

3
lim 1

x x
  = 1,   

3

2 1
lim

x x x

  
 

 = 0 vµ 
3

2 1
0

x x
   víi mäi x < 0 

nªn 

    
6

2

3
lim .

2 1x

x x

x


  


      

H2  T×m 

6

2

3
lim

2 1x

x x

x





 

2.  D¹ng 0. 

VÝ dô 3. T×m 
2

2

lim ( 2)
4x

x
x

x
 


 

Gi¶i 

Ta cã d¹ng v« ®Þnh 0.. Víi mäi x > 2, ta cã 

 ( 2)x 
2 4

x

x 
 = ( 2)

( 2)( 2)


 
x

x
x x

 = 
2 .

2

x x

x





 

Do ®ã 

 
2

2

lim ( 2)
4x

x
x

x



 = 

2

2 .
lim

2x

x x

x




 = 

0. 2

2
 = 0.    
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3.  D¹ng   

VÝ dô 4. T×m lim ( 1 )
x

x x


  . 

Gi¶i 

Ta cã d¹ng v« ®Þnh   . Nh©n vµ chia biÓu thøc ®· cho víi biÓu thøc 

1 x x  , ta ®−îc 

  
( 1 )( 1 ) 1

1
1 1

x x x x
x x

x x x x

   
    

   
 

Do ®ã 

  
1

lim ( 1 ) lim 0.
1x x

x x
x x 

   
 

 

( 1 x x   ®−îc gäi lµ biÓu thøc liªn hîp cña biÓu thøc 1 x x  ).  

C©u hái vμ bμi tËp 

38. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
3

22

8
lim

4x

x

x




 ;      b) 

2

2
( 3)

2 5 3
lim

( 3)x

x x

x 

 


 ;  

c) 
2

2
( 3)

2 5 3
lim

( 3)x

x x

x 

 


 ;     d) 

3

20

1 1
lim
x

x

x x

 



 

39. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
2

3

2 10
lim

9 3x

x x

x

 


 ;     b) 

22 7 12
lim

3 | | 17x

x x

x

 



     

40. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 3

2
( 1)

lim ( 1)
1x

x
x

x 



 ;   b) 

3

1
lim ( 2)

x

x
x

x x


 


 

41. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a)  2lim 1
x

x x


   ;     b) 
2

21

2 1
lim
x

x x

x x
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LuyÖn tËp 

42. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
20

1 1
lim
x x x

  
 

 ;      b) 
3

2

8
lim

2x

x

x




 ;  

c) 
9

3
lim

9x

x

x




 ;      d) 
0

2 4
lim
x

x

x

 
 ; 

e) 
4 3 11

lim
2 7x

x x

x

 


 ;   f) 
4 4

lim
4x

x

x





 

43.  T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
3

2
3

3 3
lim

3x

x

x




 ;    b) 

24

2
lim

4x

x

x x




 ; 

c) 
2

1

1
lim

x

x

x x




 ;    d) 

2

0

1 1
lim

3x

x x

x

  
  

44.  T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
3

5 2

2
lim

3x

x x
x

x x



 
 ;   b) 

2

lim
10x

x x x

x

 


 ; 

c) 
4 22 1

lim
1 2x

x x

x

 


 ;   d) 2lim ( 2 1 ).
x

x x


   

45.  T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
2

2
0

lim
x

x x x

x

 
 ;   b) 

1

1
lim

2 1 1x

x
x

x x


  

 ; 

c) 
33

3
lim

27x

x

x





 ;    d) 

3

2
2

8
lim

2x

x

x x
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Hμm sè liªn tôc 

Trong ®Þnh nghÜa giíi h¹n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm, ta kh«ng gi¶ thiÕt hµm sè 

x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm ®ã. H¬n n÷a, nÕu hµm sè x¸c ®Þnh t¹i ®iÓm ®−îc xÐt th× giíi 

h¹n (nÕu cã) vµ gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i ®iÓm ®ã kh«ng nhÊt thiÕt b»ng nhau. Tuy 

nhiªn víi nh÷ng hµm sè th−êng gÆp nh− c¸c hµm ®a thøc, c¸c hµm ph©n thøc 

h÷u tØ, c¸c hµm sè l−îng gi¸c, ..., giíi h¹n vµ gi¸ trÞ cña hµm sè t¹i mçi ®iÓm mµ 

nã x¸c ®Þnh lµ b»ng nhau. C¸c hµm sè cã tÝnh chÊt võa nªu ®ãng vai trß quan 

träng trong Gi¶i tÝch vµ trong c¸c ngµnh To¸n häc kh¸c. Ng−êi ta gäi chóng lµ 

c¸c hµm sè liªn tôc. 

1.  Hµm sè liªn tôc t¹i mét ®iÓm 

®Þnh nghÜa 

Gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a ; b) vµ x0  (a ; b). Hµm 

sè f ®−îc gäi lµ liªn tôc t¹i ®iÓm x0 nÕu 

   
0

0lim ( ) ( ).
x x

f x f x


  

Hµm sè kh«ng liªn tôc t¹i ®iÓm x0 ®−îc gäi lµ gi¸n ®o¹n t¹i 

®iÓm x0. 

VÝ dô 1 

a) Hµm sè f(x) = x
2
 liªn tôc t¹i mäi ®iÓm 

x0   v× 

  
0

2
0 0lim ( ) ( )

x x
f x x f x


  . 

b) Hµm sè 

  f(x) = 

1
víi 0

0 víi 0

 

 

x
x

x

 

gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x = 0 v× kh«ng tån t¹i 
0 0

1
lim ( ) lim
x x

f x
x 

  (h. 4.10).   

88§
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H×nh 4.11 

H1  XÐt tÝnh liªn tôc cña hμm sè f(x) = |x | t¹i ®iÓm x = 0 (h. 4.11). 

VÝ dô 2. XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè 

 f(x) = 

2 1 víi 1

1
víi 1

2

   


 

x x

x
 

t¹i ®iÓm x = 1. 

Gi¶i 

Ta cã 

2

1 1
lim ( ) lim ( 1) 2

x x
f x x

 
    vµ f(1) = 

1

2
  

V× 
1

lim ( ) ( 1)
x

f x f


   nªn hµm sè f gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x = 1 (h. 4.12).   

 

 

 

 

 

 

 

   H×nh 4.12      H×nh 4.13 

H2  XÐt tÝnh liªn tôc cña hμm sè 

    f(x) = 
  


 

2 1 víi 1

1 víi 1

x x

x x
 

t¹i ®iÓm x = 1 (h. 4.13). 

2.  Hµm sè liªn tôc trªn mét kho¶ng, trªn mét ®o¹n 

®Þnh nghÜa 
a) Gi¶ sö hµm sè f x¸c ®Þnh trªn tËp hîp J, trong ®ã J lµ mét 

kho¶ng hoÆc hîp cña nhiÒu kho¶ng. Ta nãi r»ng hµm sè f liªn 

tôc trªn J nÕu nã liªn tôc t¹i mäi ®iÓm thuéc tËp hîp ®ã.  

b) Hµm sè f x¸c ®Þnh trªn ®o¹n [a ; b] ®−îc gäi lµ liªn tôc trªn 

®o¹n [a ; b] nÕu nã liªn tôc trªn kho¶ng (a ; b) vµ 

  lim ( )
x a

f x


 = f(a), lim ( )
x b

f x


 = f(b). 
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VÝ dô 3. XÐt tÝnh liªn tôc cña hµm sè  

f(x) = 21 x  trªn ®o¹n [1 ; 1]. 

Gi¶i 

Hµm sè ®· cho x¸c ®Þnh trªn ®o¹n 

[1 ; 1]. 

V× víi mäi x0  (1 ; 1) ta cã 

 
0 0

2 2
0 0lim ( ) lim 1 1 ( )

x x x x
f x x x f x

 
     , 

nªn hµm sè f liªn tôc trªn kho¶ng (1 ; 1). Ngoµi ra, ta cã 

  
( 1)

lim ( )
x

f x
 

= 
( 1)

lim
x  

21 x  = 0 = f(1) 

vµ     
1

lim ( )
x

f x


   = 
1

lim
x 

21 x  = 0 = f(1). 

Do ®ã hµm sè ®· cho liªn tôc trªn ®o¹n [1 ; 1] (h. 4.14).     

Chó ý 

TÝnh liªn tôc cña hµm sè trªn c¸c nöa kho¶ng [a ; b), (a ; b],  

[a ; +) vµ ( ; b] ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù nh− tÝnh liªn tôc cña 

hµm sè trªn mét ®o¹n. 

H3  Chøng minh r»ng hμm sè f(x) = 1x   liªn tôc trªn nöa kho¶ng [1 ; +) 

(tøc lμ liªn tôc trªn kho¶ng (1 ; +) vμ 
( 1)

lim ( ) ( 1)).
 

 
x

f x f  

Qua c¸c vÝ dô ®· xÐt, ch¼ng h¹n vÝ dô 3, ta thÊy hµm sè liªn tôc trªn mét 

kho¶ng hoÆc trªn mét ®o¹n cã ®å thÞ lµ mét ®−êng "liÒn nÐt". Trong vÝ dô 2, 

hµm sè f gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x = 1 ; ®å thÞ cña nã kh«ng ph¶i lµ mét ®−êng 

liÒn nÐt. 

NhËn xÐt. Tõ ®Þnh lÝ 1 vµ nhËn xÐt sau ®Þnh lÝ 1 trong §4, dÔ dµng suy ra 

1) Tæng, hiÖu, tÝch, th−¬ng cña hai hµm sè liªn tôc t¹i mét ®iÓm lµ nh÷ng hµm 

sè liªn tôc t¹i ®iÓm ®ã (trong tr−êng hîp th−¬ng, gi¸ trÞ cña mÉu t¹i ®iÓm ®ã 

ph¶i kh¸c 0). 

H×nh 4.14 
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H×nh 4.15 

2) Hµm ®a thøc vµ hµm ph©n thøc h÷u tØ (th−¬ng cña hai ®a thøc) liªn tôc trªn tËp 

x¸c ®Þnh cña chóng (tøc lµ liªn tôc t¹i mäi ®iÓm thuéc tËp x¸c ®Þnh cña chóng). 

Ta thõa nhËn ®Þnh lÝ sau  

§Þnh lÝ 1 

C¸c hµm sè l−îng gi¸c y = sinx, y = cosx, y = tanx, y = cotx 

liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh cña chóng. 

3.  TÝnh chÊt cña hµm sè liªn tôc 

®Þnh lÝ 2 (§Þnh lÝ vÒ gi¸ trÞ trung gian cña hµm sè liªn tôc) 

Gi¶ sö hµm sè f liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b]. NÕu f(a)  f(b) th× 

víi mçi sè thùc M n»m gi÷a f(a) vµ f(b), tån t¹i Ýt nhÊt mét 

®iÓm c  (a ; b) sao cho f(c) = M. 

ý nghÜa h×nh häc cña ®Þnh lÝ 

NÕu hµm sè f liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ 

M lµ mét sè thùc n»m gi÷a f(a) vµ f(b) th× 

®−êng th¼ng y = M c¾t ®å thÞ cña hµm sè 

y = f(x) Ýt nhÊt t¹i mét ®iÓm cã hoµnh ®é 

c  (a ; b) (h. 4.15). 

HÖ qu¶ 

NÕu hµm sè f liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ f(a) f(b) < 0 th× tån 

t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm c  (a ; b) sao cho f(c) = 0. 

ý nghÜa h×nh häc cña hÖ qu¶ 

NÕu hµm sè f liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ 

f(a)f(b) < 0 th× ®å thÞ cña hµm sè y = f(x) 

c¾t trôc hoµnh Ýt nhÊt t¹i mét ®iÓm cã 

hoµnh ®é c  (a ; b) (h. 4.16). 

VÝ dô 4. Cho hµm sè P(x) = x
3
 + x 1. 

¸p dông hÖ qu¶, chøng minh r»ng ph−¬ng 

tr×nh P(x) = 0 cã Ýt nhÊt mét nghiÖm 

d−¬ng nhá h¬n 1. H×nh 4.16 
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Gi¶i 

Hµm sè P liªn tôc trªn ®o¹n [0 ; 1], P(0) = 1 vµ P(1) = 1. 

V× P(0)P(1) < 0 nªn theo hÖ qu¶, tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm c  (0 ; 1) sao 

cho P(c) = 0. 

x = c chÝnh lµ mét nghiÖm d−¬ng nhá h¬n 1 cña ph−¬ng tr×nh P(x) = 0.  

H4  Cho hμm sè f(x) = 

2 5 2

2 2

x x

x

 



 Chøng minh r»ng tån t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm  

c  (0 ; 2) sao cho f(c) = 0,8. 

C©u hái vμ bμi tËp 

46. Chøng minh r»ng : 

a) C¸c hµm sè 3( ) 3f x x x    vµ 
3

2

1
( )

1

x
g x

x





 liªn tôc t¹i mäi ®iÓm 

.x    

b) Hµm sè  

2 3 2
víi 2,

( ) 2

1 víi 2

x x
x

f x x

x

  
 

 

 

liªn tôc t¹i ®iÓm x = 2.  

c) Hµm sè  

3 1
víi 1,

1( )

2 víi 1

x
x

xf x

x

 
  

 

 

gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x = 1. 

47. Chøng minh r»ng : 

a) Hµm sè 4 2( ) 2f x x x    liªn tôc trªn  ; 

b) Hµm sè 
2

1
( )

1
f x

x



 liªn tôc trªn kho¶ng(1 ; 1) ; 

c) Hµm sè 2( ) 8 2f x x   liªn tôc trªn ®o¹n [2 ; 2] ; 

d) Hµm sè ( ) 2 1f x x   liªn tôc trªn nöa kho¶ng 
1

;
2

   
. 
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48. Chøng minh r»ng mçi hµm sè sau ®©y liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh cña nã : 

a) 
2 3 4

( )
2 1

x x
f x

x

 



 ;   b) ( ) 1 2 .f x x x     

49. Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh 

    x
2
cos x + x sinx + 1 = 0 

cã Ýt nhÊt mét nghiÖm thuéc kho¶ng (0 ; ). 

t×m gi¸ trÞ gÇn ®óng nghiÖm  

cña ph−¬ng tr×nh 

Ta sÏ ®−a ra mét kÜ thuËt t×m gi¸ trÞ gÇn ®óng nghiÖm cña mét ph−¬ng tr×nh nhê ¸p 
dông hÖ qu¶ cña ®Þnh lÝ vÒ gi¸ trÞ trung gian cña hµm sè liªn tôc. 

Gi¶ sö hµm sè f liªn tôc trªn ®o¹n [a ; b] vµ f(a), f(b) tr¸i dÊu. Khi ®ã, kho¶ng (a ; b) 

chøa Ýt nhÊt mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh f(x) = 0. 

Gäi m lµ trung ®iÓm cña ®o¹n [a ; b], tøc lµ m = 
2

a b
. 

1. NÕu f(m) = 0 th× m lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh. 

2. NÕu f(m)  0 th× f(m) tr¸i dÊu víi f(a) hoÆc tr¸i dÊu víi f(b). 

a) NÕu f(m) tr¸i dÊu víi f(a) th× ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm n»m trong kho¶ng (a ; m). 

b) NÕu f(m) tr¸i dÊu víi f(b) th× ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm n»m trong kho¶ng (m ; b). 

Gi¶ sö x¶y ra tr−êng hîp a). Gäi m1 lµ trung ®iÓm cña ®o¹n [a ; m], tøc lµ 

m1 = .
2

a m
 Ta l¹i xÐt gi¸ trÞ f(m1) nh− ®· lµm ban ®Çu. 

TiÕp tôc qu¸ tr×nh ®ã, sau mét sè h÷u h¹n b−íc, ta t×m ®−îc hoÆc mét nghiÖm cña 
ph−¬ng tr×nh hoÆc gi¸ trÞ gÇn ®óng cña mét nghiÖm víi ®é chÝnh x¸c mong muèn v× 
c¸c ®o¹n chøa nghiÖm ngµy cµng "th¾t" l¹i. 

VÝ dô 1. Hµm sè f(x) = 3 22 7 6 21x x x     liªn tôc trªn . V× f(2) = 11 vµ 

f(1) = 18, nªn ph−¬ng tr×nh 3 22 7 6 21 0x x x      cã Ýt nhÊt mét nghiÖm 

trong kho¶ng (2 ; 1). Ta t×m gi¸ trÞ gÇn ®óng cña nghiÖm ®ã theo c¸ch ®· nªu. 
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 Trung ®iÓm cña ®o¹n [2 ; 1] lµ 1,5 ; V× f(1,5) = 7,5 nªn ph−¬ng tr×nh cã 

nghiÖm n»m trong kho¶ng (2 ; 1,5). 

Trung ®iÓm cña ®o¹n [2 ; 1,5] lµ 1,75 ; V× f(1,75) = 0,65625 nªn ph−¬ng tr×nh 

cã nghiÖm n»m trong kho¶ng (1,75 ; 1,5). 

Ta tiÕp tôc lµm nh− vËy cho ®Õn khi ®¹t ®−îc gi¸ trÞ gÇn ®óng cña nghiÖm víi ®é 
chÝnh x¸c cÇn cã.  

Quy t¾c thùc hμnh 

Trong tÝnh to¸n ta kh«ng quan t©m ®Õn c¸c gi¸ trÞ liªn tiÕp cña f(x) mµ chØ quan t©m 
®Õn dÊu cña chóng. V× vËy, ta ghi c¸c gi¸ trÞ liªn tiÕp cña x trong mét b¶ng gåm hai 

cét : cét + vµ cét . 

Trong cét + ta ghi c¸c gi¸ trÞ cña x, t¹i ®ã f(x) lÊy gi¸ trÞ d−¬ng. 

Trong cét  ta ghi c¸c gi¸ trÞ cña x, t¹i ®ã f(x) lÊy gi¸ trÞ ©m. 

Mçi gi¸ trÞ tiÕp theo cña x lµ trung b×nh céng cña gi¸ trÞ sau cïng cña cét + vµ gi¸ trÞ 
sau cïng cña cét  tr−íc nã. 

NghiÖm cña ph−¬ng tr×nh n»m gi÷a gi¸ trÞ sau cïng cña cét + vµ gi¸ trÞ sau cïng 
cña cét . 
Ch¼ng h¹n, víi vÝ dô 1, ta cã b¶ng sau : 

 +   

f(2) = 11 2   

  1 f(1) = 18 

  1,5 f(1,5) = 7,5 

f(1,75) = 0,65625 1,75   

  1,625 f(1,625) = 3,68359375 

  1,6875 f(1,6875) = 1,5805664063 

  1,71875  

Ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm 0x  tho¶ m·n 

   1,75 < 0x  < 1,71875. 

Gi¸ trÞ gÇn ®óng cña nghiÖm lµ 1,7 sai kh¸c kh«ng qu¸ 0,1.     

VÝ dô 2. T×m gi¸ trÞ gÇn ®óng cña 2  víi ba ch÷ sè thËp ph©n. 

Gi¶i 

Ta thÊy 2  lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh 

   f(x) = 2 2 0.x    

V× f(1) = 1 vµ f(2) = 2 nªn ph−¬ng tr×nh trªn cã mét nghiÖm n»m trong kho¶ng (1 ; 2) ; 

®ã lµ 2  (cßn nghiÖm 2  cña ph−¬ng tr×nh n»m ngoµi ®o¹n [1 ; 2]). B¶ng sau 

®©y cho ta gi¸ trÞ gÇn ®óng cña 2.  
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 + 

1  
 2 
 1,5 

1,25  
1,375  

 1,4375 
1,40625  

 1,421875 
1,4140625  

 1,41796875 

 1,416015625 

 1,4150390625 

 1,41455078125 

Tõ b¶ng trªn ta cã 

  1,4140625 < 2  < 1,41455078125. 

Gi¸ trÞ gÇn ®óng cña 2  lμ 1,414 sai kh¸c kh«ng qu¸ 0,001.                                    

LuyÖn tËp 

50. Chøng minh r»ng : 

a) Hµm sè 

   

2

2

( 1) víi 0
( )

2 víi 0

   
 

x x
f x

x x
 

gi¸n ®o¹n t¹i ®iÓm x = 0.  

b) Mçi hµm sè 

   ( ) 3g x x   vµ 

1
víi 1

2
( )

1
víi 1

   
 

x
x

h x

x
x

 

liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh cña nã. 

51. Gi¶i thÝch v× sao 

a) Hµm sè f(x) = 2 2sin 2 cos 3x x x   liªn tôc trªn  ; 

b) Hµm sè g(x) = 
3 cos sin

2sin 3

x x x x

x

 


 liªn tôc trªn  ; 
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Augustin Louis Cauchy 
(1789 - 1857) 

Em

co á biïë t

c) Hµm sè h(x) = 
3(2 1)sin cos

sin

x x x

x x

 
 liªn tôc t¹i mäi ®iÓm x  k, k  . 

52. Chøng minh r»ng hµm sè f(x) = 2 1
3

2
x x

x
  


 liªn tôc trªn tËp x¸c ®Þnh 

cña nã. 

53. Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh 3 1 0x x    cã Ýt nhÊt mét nghiÖm ©m 

lín h¬n 1. 

54. Cho hµm sè 

   

1
 víi 0

( )

1 víi 0

x
f x x

x

  
 

 

a) Chøng tá r»ng ( 1) (2) 0f f  . 

b) Chøng tá r»ng ph−¬ng tr×nh ( ) 0f x   kh«ng cã nghiÖm thuéc kho¶ng 

(1 ; 2). 

c) §iÒu kh¼ng ®Þnh trong b) cã m©u thuÉn víi ®Þnh lÝ vÒ gi¸ trÞ trung gian cña 
hµm sè liªn tôc hay kh«ng ? 

 

C«-si, nhµ to¸n häc lín 

Nhµ to¸n häc Ph¸p C«-si (Cauchy) lµ mét trong nh÷ng ng−êi s¸ng lËp ra Gi¶i tÝch 
hiÖn ®¹i, ®ång thêi «ng còng cã nhiÒu ®ãng gãp s©u s¾c trong c¸c ngµnh to¸n häc vµ 
khoa häc kh¸c. ¤ng ®· ®Ó l¹i dÊu Ên thiªn tµi cña m×nh trong nÒn To¸n häc thÕ kØ XIX. 

Sinh ë Pa-ri, tõ rÊt sím «ng ®· ham mª to¸n häc. N¨m 
m−êi s¸u tuæi «ng vµo häc §¹i häc B¸ch khoa Pa-ri vµ 
trë thµnh kÜ s−. Sau ®ã, «ng tham gia x©y dùng qu©n 
c¶ng Sec-bua (Cherbourg). H¨ng say lao ®éng nh−ng 
søc khoÎ kh«ng tèt, «ng ®µnh ph¶i trë vÒ gi¶ng d¹y 
Gi¶i tÝch vµ C¬ häc t¹i §¹i häc B¸ch khoa Pa-ri. 

Tõ thÕ kØ XVIII, nhµ to¸n häc Thuþ SÜ Lª-«-na ¥-le 
(Leonhard Euler, 1707  1783) ®· ph¸t triÓn phÐp tÝnh 
vi ph©n cña nhµ to¸n häc Anh Niu-t¬n (Newton, 1642  1727) 
vµ nhµ to¸n häc §øc Lai-b¬-nÝt (Leibniz, 1646  1716). 
Tuy nhiªn, c¸c kh¸i niÖm v« cùc, v« cïng bÐ vµ v« cïng 
lín vÉn cßn tèi nghÜa, kh«ng râ rµng, lËp luËn cßn thiÕu 
chÆt chÏ. 
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Trong gi¶ng d¹y, C«-si quan t©m ®Æc biÖt ®Õn viÖc ®Þnh nghÜa c¸c kh¸i niÖm mét 
c¸ch chÆt chÏ. NhiÒu ®Þnh lÝ vµ ph−¬ng ph¸p do «ng chøng minh vµ ph¸t minh mang 
tªn «ng. ChÝnh «ng lµ ng−êi ®Çu tiªn ®· tr×nh bµy kh¸i niÖm giíi h¹n cña hµm sè 
b»ng ng«n ng÷ nh− hiÖn nay ®ang ®−îc gi¶ng d¹y trong c¸c tr−êng ®¹i häc. 

Gi¸o tr×nh Gi¶i tÝch mµ «ng gi¶ng d¹y vµ c«ng bè ®· ngay lËp tøc bÞ c¸c sinh viªn vµ 
c¸c ®ång nghiÖp phª ph¸n bëi v× néi dung cña nã v−ît xa môc tiªu ®µo t¹o c¸c kÜ s− 
t−¬ng lai thêi ®ã. Cuéc c¸ch m¹ng n¨m 1830 ®· lµm gi¸n ®o¹n sù nghiÖp cña «ng. 
Trung thµnh víi S¸c-l¬ X (Charles X), «ng ®· tõ chèi kh«ng tuyªn thÖ trung thµnh víi 
vua Lu-i Phi-lip §ooc-lª-¨ng (Louis Philippe d'OrlÐan), ng−êi thay thÕ S¸c-l¬. 

¤ng ®· bÞ ®i ®µy ë Tu-rin, sau ®ã ë Pra-ha. T¹i ®©y «ng ®· lµm gia s− cho c«ng t−íc 
Booc-®« (Bordeaux), ch¸u cña vua Ph¸p bÞ phÕ truÊt. 

Trë vÒ Pa-ri n¨m 1838, tÝnh cè chÊp cña «ng vÒ chÝnh trÞ ®èi víi chÕ ®é míi ®· khiÕn 
«ng bá lì nhiÒu vÞ trÝ c«ng t¸c mµ nhiÒu ng−êi ao −íc. 

Cuéc C¸ch m¹ng Céng hoµ n¨m 1848 ®· gi¶i lêi thÒ trung thµnh cho c¸c c«ng chøc. 

Nhµ to¸n häc thiªn tµi ®· hÕt −u phiÒn vµ nhËn ghÕ Gi¸o s− Thiªn v¨n  To¸n t¹i 
§¹i häc Sooc-bon (Sorbonne). ¤ng gi¶ng d¹y vµ nghiªn cøu ë ®ã cho ®Õn cuèi ®êi. 

¤ng ®· cã nhiÒu ®ãng gãp vÒ Gi¶i tÝch, §¹i sè, H×nh häc, Sè häc, LÝ thuyÕt hµm sè 
phøc, C¬ häc, Quang häc, Thiªn v¨n häc, ... 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng IV 

A. Giíi h¹n cña d·y sè 

55. T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (un) víi 

a) 
32 3

5 1n

n n
u

n

 



 ;       b) 

4

2

2 3

2 3
n

n n
u

n

 


 
 ; 

c) un = 2n
2
 + 3n  7 ;      d) un = 9 23 8 7n n  .   

56. T×m giíi h¹n cña c¸c d·y sè (un) víi 

a) un = 3 1 2 1n n    ;    b) un = 
4 5

2 3.5

n n

n n





   

57. Cho mét cÊp sè nh©n (un), trong ®ã 

   243u8 = 32u3   víi u3  0. 
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a) TÝnh c«ng béi cña cÊp sè nh©n ®· cho. 

b) BiÕt r»ng tæng cña cÊp sè nh©n ®· cho b»ng 3
5
, tÝnh u1. 

58. T×m giíi h¹n cña d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

   un = 
1 1 1

...
1.2 2.3 ( 1)n n

   


 

H−íng dÉn : Víi mçi sè nguyªn d−¬ng k, ta cã 
1 1 1

( 1) 1k k k k
  

 
 

B. Giíi h¹n cña hμm sè. Hμm sè liªn tôc 

59. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
4

3
22

2 3 1
lim

2x

x x

x x

 

 
 ;   b) 

2 5
lim

2 1x

x x

x

 


 ; 

c) 
4

2
( 3)

1
lim

4 3x

x

x x 



 
 ;     d) 

22

3 4
lim

4( 2)x

x

xx




 ; 

e) 
( 2)

8 2 2
lim

2x

x

x 

 


 ;     f)  2 2lim 4

x
x x x


     

60. Hµm sè 

   

3 8
 víi 2

( ) 4 8

3 víi 2

x
x

f x x

x

    
  

 

cã liªn tôc trªn  kh«ng ? 

61. T×m c¸c gi¸ trÞ cña tham sè m ®Ó  hµm sè 

   

2

2

3 2
víi 2

( ) 2

+ + 1 víi 2

x x
x

f x x x

mx m x

  
  

 

 

liªn tôc t¹i ®iÓm x = 2. 

62. Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh 

    4 23 5 6 0x x x     

cã Ýt nhÊt mét nghiÖm thuéc kho¶ng (1 ; 2). 
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Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 

Trong mçi c©u cña c¸c bµi tõ 63 ®Õn 65, h·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt 

qu¶ ®· cho. 

63. a) 
2 sin 2

lim
2

n n n

n


 lµ : 

(A) 1 ;   (B) 
1

2
 ;  (C) 1 ;    (D) 0. 

b) 
2 3

3

3
lim

2 5 2

n n

n n



 
 lµ : 

(A) 
1

2
;   (B) 

1

5
 ;  (C) 

3

2
  ;    (D) 0. 

c) 
3 1

lim
2 2.3 1

n

n n



 
 lµ : 

(A) 
1

2
 ;   (B) 

3

2
 ;  (C) 

1

2
 ;    (D) 1. 

d) 3lim(2 3 )n n  lµ : 

(A) +  ;   (B)   ;  (C) 2 ;    (D)  3. 

64. a) 
3

2

2
lim

1 3

n n

n




 lµ : 

(A) 
1

3
 ;   (B) 

2

3
 ;  (C) +  ;    (D) . 

b)  lim 2 5n n  lµ : 

(A) +  ;   (B) 1 ;  (C)   ;    (D) 
5

2
  

c)  lim 1n n   lµ : 

(A) +  ;   (B)   ;  (C) 0 ;   (D) 1.    

d) 
2

1
lim

n n n 
 lµ : 

(A) +  ;   (B) 0 ;  (C) 2 ;   (D) 2 .  
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65. a) 
1 2

lim
3 1

n

n




 lµ : 

(A) 
2

3
 ;  (B) 0 ;  (C) 1 ;   (D) 

1

2
. 

b) Tæng cña cÊp sè nh©n v« h¹n  

     
 11 1 1

, , ,..., ,...
2 4 8 2

n

n


   

lµ : 

(A) 
1

4
 ;  (B) 

1

2
;  (C) 1 ;    (D) 

1

3
  

c) Sè thËp ph©n v« h¹n tuÇn hoµn 0,5111… ®−îc biÓu diÔn bëi ph©n sè 

(A) 
6

11
 ;  (B) 

46

90
 ;  (C) 

43

90
 ;    (D) 

47

90
  

66. a) Trong bèn giíi h¹n sau ®©y, giíi h¹n nµo lµ 1 ? 

(A) 
2 3

lim
2 3

n

n




 ;     (B) 
2 3

3
lim

2 1

n n

n




 ;    

(C) 
2

2
lim

2

n n

n n



 
 ;    (D) 

3

2
lim

3

n

n



 

b) Trong bèn giíi h¹n sau ®©y, giíi h¹n nµo lµ +  ? 

(A) 
2

2

3 2
lim

n n

n n

 


;    (B) 

3

3

2 1
lim

2

n n

n n

 


 ;  

(C) 
2

3

2 3
lim

3

n n

n n




;     (D) 

2 1
lim

2 1

n n

n

 



 

c) Trong bèn giíi h¹n sau ®©y, giíi h¹n nµo lµ 0 ? 

(A) 
2 1

lim
3.2 3

n

n n




 ;    (B) 

2 3
lim

1 2

n

n




 ;  

(C) 
3

2

1
lim

2

n

n n




 ;     (D) 

2

3

(2 1)( 3)
lim

2

n n

n n

 



 

67. H·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ sau ®©y : 

a) 
2

31

3
lim

2x

x

x




 lµ 

(A)  2 ;     (B) 1 ;    (C)   2 ;  (D) 
3

2
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b) 
2

33
lim

6x

x

x x  
 lµ 

(A)  
1

2
 ;     (B) 2 ;     (C)  3 ;     (D) 

2

2
    

c) 
2

24

3 4
lim

4x

x x

x x

 


 lµ 

(A)  
5

4
 ;      (B) 1 ;     (C)  

5

4
 ;     (D) 1. 

68. H·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ sau ®©y  

a) 
2

6 5

2 3
lim

5x

x

x x




 lµ 

(A)  2 ;     (B) 0 ;     (C)  
3

5
 ;     (D) 3. 

b) 
5 3

5 4

3 7 11
lim

3x

x x

x x x

  

 
 lµ  

(A)  0 ;     (B) 3 ;     (C)  3 ;     (D)  . 

c) 
5 4

2

2 3
lim

3 7x

x x

x

  


 lµ 

(A)   ;     (B) 2 ;     (C)  0 ;     (D)  +. 

69. H·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ sau ®©y  

a) 
2

1
lim

1x

x

x




 lµ 

(A)  1 ;     (B) 1 ;     (C)  0 ;     (D) + . 

b) 
0

1 1
lim
x

x

x

 
 lµ  

(A)  
1

2
 ;     (B) 

1

2
 ;     (C)  +  ;    (D)  0. 

c) 
21

2 1
lim

( 1)x

x

x




 lµ 

(A)  2 ;     (B) 1 ;      (C)  +  ;    (D)  . 
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d) 
2

21
lim

3 2x

x x

x x



 
 lµ 

(A)  2 ;     (B) 
2

3
 ;      (C)  1 ;     (D)  0. 

70. a) Trong bèn giíi h¹n sau ®©y, giíi h¹n nµo lµ 1 ? 

(A)  
2

2

2 1
lim

3x

x x

x x

 


 ;     (B) 

2

2 3
lim

5x

x

x x




 ;     

(C)  
3 2

2 3

3
lim

5x

x x

x x

 


 ;      (D) 

2 1
lim

1x

x

x





 

b) Trong bèn giíi h¹n sau ®©y, giíi h¹n nµo lµ 0 ? 

(A)  
31

1
lim

1x

x

x




 ;       (B) 

2

2 5
lim

10x

x

x




;      

(C)  
2

21

1
lim

3 2x

x

x x



 
 ;      (D)  2lim 1

x
x x


  . 

c) Trong  bèn giíi h¹n sau ®©y, giíi h¹n nµo kh«ng tån t¹i ? 

(A)  
2

2 1
lim

1x

x

x




 ;       (B) lim cos

x
x


 ;     

(C)  
0

lim
1x

x

x 
 ;       (D) 

 21
lim

1x

x

x



 

71. T×m kh¼ng ®Þnh ®óng trong c¸c kh¼ng ®Þnh sau : 

Hµm sè  

   f(x) = 

2

víi 1, 0

0 víi 0

víi 1


 

 
 


x
x x

x

x

x x

 

(A)  Liªn tôc t¹i mäi ®iÓm trõ c¸c ®iÓm x thuéc ®o¹n [0 ; 1]. 

(B)  Liªn tôc t¹i mäi ®iÓm thuéc . 

(C)  Liªn tôc t¹i mäi ®iÓm trõ ®iÓm x = 0. 

(D)  Liªn tôc t¹i mäi ®iÓm trõ ®iÓm x = 1. 
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Kh¸i niÖm ®¹o hμm 

1.  VÝ dô më ®Çu 

Tõ vÞ trÝ O (ë mét ®é cao nhÊt ®Þnh nµo ®ã), ta th¶ mét viªn bi cho r¬i tù do 

xuèng ®Êt vµ nghiªn cøu chuyÓn ®éng cña viªn bi. Trong VËt lÝ 10 ta ®· biÕt : 

NÕu chän trôc Oy theo ph−¬ng th¼ng ®øng, chiÒu d−¬ng h−íng xuèng ®Êt, 

gèc O lµ vÞ trÝ ban ®Çu cña viªn bi (t¹i thêi ®iÓm t = 0) vµ bá qua søc c¶n cña 

kh«ng khÝ th× ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña viªn bi lµ  

  y = f(t) = 21

2
gt  (g lµ gia tèc r¬i tù do, g  9,8 m/s

2
). 

Gi¶ sö t¹i thêi ®iÓm t0, viªn bi ë vÞ trÝ M0 cã to¹ ®é y0 = f(t0) ; t¹i thêi ®iÓm 

t1 (t1 > t0), viªn bi ë vÞ trÝ M1 cã to¹ ®é y1 = f(t1). Khi ®ã, trong kho¶ng thêi 

gian tõ t0 ®Õn t1, qu·ng ®−êng viªn bi ®i ®−îc lµ M0M1 = f(t1)  f(t0) (h.5.1). 

VËy vËn tèc trung b×nh cña viªn bi trong kho¶ng thêi gian ®ã lµ  

    1 0

1 0

( ) ( )f t f t

t t




.       (1) 

NÕu t1  t0 cµng nhá th× tØ sè (1) cµng ph¶n ¸nh 

chÝnh x¸c h¬n sù nhanh chËm cña viªn bi t¹i 

thêi ®iÓm t0. Tõ ®ã, ng−êi ta xem giíi h¹n cña tØ 

sè 1 0

1 0

( ) ( )f t f t

t t




 khi t1 dÇn ®Õn t0 lµ vËn tèc tøc 

thêi t¹i thêi ®iÓm t0 cña viªn bi, kÝ hiÖu lµ v(t0). 

Nãi c¸ch kh¸c,  

 v(t0) = 
1 0

1 0

1 0

( ) ( )
lim

t t

f t f t

t t




           

NhiÒu vÊn ®Ò cña to¸n häc, vËt lÝ, ho¸ häc, sinh 

häc, ... dÉn ®Õn bµi to¸n t×m giíi h¹n  

  
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x




, 

trong ®ã y = f(x) lµ hµm sè nµo ®ã.  
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Trong to¸n häc, ng−êi ta gäi giíi h¹n ®ã, nÕu cã vµ h÷u h¹n, lµ ®¹o hµm cña 

hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x0. 

2.  §¹o hµm cña hµm sè t¹i mét ®iÓm  

a) Kh¸i niÖm ®¹o hµm cña hµm sè t¹i mét ®iÓm   

Cho hµm sè y = f(x) x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a ; b) vµ ®iÓm x0 thuéc kho¶ng ®ã. 

§Þnh nghÜa 

Giíi h¹n h÷u h¹n (nÕu cã) cña tØ sè 0

0

( ) ( )f x f x

x x




 khi x dÇn 

®Õn x0 ®−îc gäi lµ ®¹o hµm cña hµm sè ®· cho t¹i ®iÓm x0, kÝ 

hiÖu lµ f '(x0) hoÆc y'(x0),  nghÜa lµ 

  f '(x0) =
0

0

0

( ) ( )
lim

x x

f x f x

x x




. 

Trong ®Þnh nghÜa trªn, nÕu ®Æt x = x  x0 vµ y = f(x0 + x)  f(x0) th× ta cã  

    f '(x0) = 0 0

0 0

( ) ( )
lim lim
   

   
 

 x x

f x x f x y

x x
   (2) 

Chó ý   

1) Sè x = x  x0 ®−îc gäi lµ sè gia cña biÕn sè t¹i ®iÓm x0 ; sè 

y = f(x0 + x)  f(x0) ®−îc gäi lµ sè gia cña hµm sè øng víi sè gia 

x t¹i ®iÓm x0. 

2) Sè x kh«ng nhÊt thiÕt chØ mang dÊu d−¬ng. 

3) x vµ y lµ nh÷ng kÝ hiÖu, kh«ng nªn nhÇm lÉn r»ng : x lµ tÝch 

cña  víi x, y lµ tÝch cña  víi y. 

H1  TÝnh sè gia cña hμm sè y = x
2
 øng víi sè gia x cña biÕn sè t¹i ®iÓm x0 = 2. 

b) Quy t¾c tÝnh ®¹o hµm theo ®Þnh nghÜa  

Ta cã quy t¾c tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = f(x) theo ®Þnh nghÜa nh− sau : 
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Quy t¾c  

Muèn tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè f t¹i ®iÓm x0 theo ®Þnh nghÜa, 

ta thùc hiÖn hai b−íc sau : 

 B−íc 1. TÝnh y theo c«ng thøc y = f(x0 + x)  f(x0), trong 

®ã x lµ sè gia cña biÕn sè t¹i x0 

 B−íc 2. T×m giíi h¹n 
0

lim
 




x

y

x
 

Trong quy t¾c trªn vµ ®èi víi mçi hµm sè ®−îc xÐt sau ®©y, ta lu«n hiÓu y lµ 

sè gia cña hµm sè øng víi sè gia x ®· cho cña biÕn sè t¹i ®iÓm ®ang xÐt. 

VÝ dô 1. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = x
2
 t¹i ®iÓm x0 = 2. 

Gi¶i. §Æt  f(x) = x
2
, ta thùc hiÖn quy t¾c trªn nh− sau : 

 TÝnh y  

  y = f(x0 + x)  f(x0) = (2 + x)
2
  2

2
 = x(4 + x). 

 T×m giíi h¹n  

   
0

lim
x

y

x 




 = 
0

lim (4 )
x

x
 

   = 4. 

VËy f '(2) = 4.                

NhËn xÐt  

NÕu hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 th× nã liªn tôc t¹i ®iÓm x0. 

ThËt vËy, gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm f '(x0), tøc lµ 
0

lim
x

y

x 




 = f '(x0).  

Ta cã  

 
0

lim
x

y
 

  = 
0

lim
x

y
x

x 


 


 = 

0 0
lim lim
x x

y
x

x   


 


 = f '(x0). 0 = 0. 

Do ®ã  
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


  = 
0

lim
x

y
 

  = 0. §iÒu nµy chøng tá 

     
0

0lim ( ) ( )
x x

f x f x


 . 

Tõ ®ã suy ra r»ng hµm sè f  liªn tôc t¹i ®iÓm x0.  
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3.  ý nghÜa h×nh häc cña ®¹o hµm  

Cho hµm sè y = f(x) cã ®å thÞ (C), 

mét ®iÓm M0 cè ®Þnh thuéc (C) cã 

hoµnh ®é x0. Víi mçi ®iÓm M 

thuéc (C) kh¸c M0, ta kÝ hiÖu xM lµ 

hoµnh ®é cña nã vµ kM lµ hÖ sè gãc 

cña c¸t tuyÕn M0M. Gi¶ sö tån t¹i 

giíi h¹n h÷u h¹n 
0

0 lim
M

M
x x

k k


  . 

Khi ®ã, ta coi ®−êng th¼ng M0T ®i 

qua M0 vµ cã hÖ sè gãc k0 lµ vÞ trÝ giíi h¹n cña c¸t tuyÕn M0M khi M di 

chuyÓn däc theo (C) dÇn ®Õn M0.  

§−êng th¼ng M0T ®−îc gäi lµ tiÕp tuyÕn cña (C) t¹i ®iÓm M0, cßn M0 gäi lµ 

tiÕp ®iÓm. 

B©y giê gi¶ sö hµm sè f cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0.  

Chó ý r»ng t¹i mçi vÞ trÝ cña M trªn (C), ta lu«n cã 0

0

( ) ( )M
M

M

f x f x
k

x x





 (h. 5.2). 

V× hµm sè f cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 nªn  

   

0 0

0
0 0

0

( ) ( )
'( ) lim lim .

M M

M
M

x x x xM

f x f x
f x k k

x x 


  


 

Tõ ®ã ta cã thÓ ph¸t biÓu ý nghÜa h×nh häc cña ®¹o hµm nh− sau :  

§¹o hµm cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x0 lµ hÖ sè gãc cña 

tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè ®ã t¹i ®iÓm M0(x0 ; f(x0)). 

Ghi nhí 

NÕu hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 th× tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ 

hµm sè t¹i ®iÓm M0(x0 ; f(x0)) cã ph−¬ng tr×nh lµ   

y = f '(x0)(x  x0) + f(x0). 

 

 

 

 

H×nh 5.2 
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VÝ dô 2. ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè y = x
3
 t¹i ®iÓm cã 

hoµnh ®é x0 = 1. 

Gi¶i 

Tr−íc hÕt ta tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè f(x) = x
3
 t¹i x0 = 1. 

 TÝnh y 

 y = f(x0 + x)  f(x0) = (1 + x)
3
  (1)

3
 = x (3  3x + x

2
). 

 TÝnh giíi h¹n  

   
0

lim
x

y

x 




 =  2

0
lim 3 3
x

x x
 

     = 3. 

VËy f '(1) = 3. 

Ngoµi ra, ta cã f (x0) = (1)
3
 = 1 nªn ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cÇn t×m lµ  

   y = 3(x + 1)  1, hay y = 3x + 2.      

H2  Dùa vμo kÕt qu¶ cña vÝ dô 1, h·y viÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hμm 

sè y = x
2
 t¹i ®iÓm 0(2 ; 4)M . 

4.  ý nghÜa c¬ häc cña ®¹o hµm  

XÐt sù chuyÓn ®éng cña mét chÊt ®iÓm. Gi¶ sö qu·ng ®−êng s ®i ®−îc cña nã 

lµ mét hµm sè s = s(t) cña thêi gian t (s = s(t) cßn gäi lµ ph−¬ng tr×nh chuyÓn 

®éng cña chÊt ®iÓm).  

T−¬ng tù nh− vÝ dô më ®Çu, khi  t  cµng nhá (kh¸c 0) th× tØ sè  

    0 0( ) ( )s t t s t

t

  


 

cµng ph¶n ¸nh chÝnh x¸c ®é nhanh chËm cña chuyÓn ®éng t¹i thêi ®iÓm t0. 

Ng−êi ta gäi giíi h¹n h÷u h¹n 

    v(t0) = 0 0

0

( ) ( )
lim
 

  
t

s t t s t

t
 

(nÕu cã) lµ vËn tèc tøc thêi cña chuyÓn ®éng t¹i thêi ®iÓm t0. 

Tõ ®ã, ta cã thÓ ph¸t biÓu ý nghÜa c¬ häc cña ®¹o hµm nh− sau : 

VËn tèc tøc thêi v(t0) t¹i thêi ®iÓm t0 (hay vËn tèc t¹i t0) cña mét 

chuyÓn ®éng cã ph−¬ng tr×nh s = s(t) b»ng ®¹o hµm cña hµm sè  

s = s(t) t¹i ®iÓm t0, tøc lµ  

     v(t0) = s'(t0). 
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Ch¼ng h¹n, trong vÝ dô më ®Çu, ta cã  

f(t)  f(t0) =  2 2
0

1

2
g t t     

=   0 0

1

2
g t t t t  . 

Do ®ã  ®¹o hµm cña hµm sè y = f(t) lµ  

f '(t0) = 
0

0

0

( ) ( )
lim
t t

f t f t

t t




  

=  
0

0

1
lim

2t t
g t t


  = 0gt . 

VËy vËn tèc cña viªn bi t¹i t0 lµ v(t0) = f '(t0) = 0gt . 

H3  Mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cã ph−¬ng tr×nh s = t
2
 (t tÝnh b»ng gi©y, s tÝnh 

b»ng mÐt). VËn tèc cña chÊt ®iÓm t¹i thêi ®iÓm t0 = 2 (gi©y) b»ng : 

 (A) 2 m/s ; (B) 3 m/s ; (C) 4 m/s ; (D) 5 m/s. 

Chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ trªn. 

5.  §¹o hµm cña hµm sè trªn mét kho¶ng 

a) Kh¸i niÖm  

Cho hµm sè f x¸c ®Þnh trªn tËp J, trong ®ã J lµ mét kho¶ng hoÆc lµ hîp cña 

nh÷ng kho¶ng nµo ®ã. Ta cã ®Þnh nghÜa sau ®©y.  

§Þnh nghÜa 

1) Hµm sè f gäi lµ cã ®¹o hµm trªn J nÕu nã cã ®¹o hµm f '(x) t¹i 

mäi ®iÓm x thuéc J.  

2) NÕu hµm sè f cã ®¹o hµm trªn J th× hµm sè f ' x¸c ®Þnh bëi 

'( )
' :

x f x
f J


  gäi lµ ®¹o hµm cña hµm sè f. 

§¹o hµm cña hµm sè y = f(x) còng ®−îc kÝ hiÖu bëi y'. 

VÝ dô 3. T×m ®¹o hµm cña hµm sè y = x
3
 trªn kho¶ng ( ; +). 

Gi¶i 

Víi mäi x thuéc kho¶ng ( ; +) ta cã : 

 y = (x + x)
3
  x

3
 = x (3x

2
 + 3x.x + x

2
) ; 
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0

lim
x

y

x 




 = 2 2

0
lim (3 3 . )
x

x x x x
 

     = 3x
2
.  

VËy hµm sè y = x
3
 cã ®¹o hµm trªn kho¶ng ( ; +) vµ y' = 3x

2
.       

H4  a) Chøng minh r»ng hμm sè h»ng y = c cã ®¹o hμm trªn . T×m ®¹o hμm ®ã. 

b) Chøng minh r»ng hμm sè y = x cã ®¹o hμm trªn . T×m ®¹o hμm ®ã. 

b) §¹o hµm cña mét sè hµm sè th−êng gÆp  

Ta cã ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 

a) Hµm sè h»ng y = c cã ®¹o hµm trªn  vµ y' = 0 ; 

b) Hµm sè y = x cã ®¹o hµm trªn   vµ y' = 1; 

c) Hµm sè y = x
n
 (n   , n  2) cã ®¹o hµm trªn   vµ y' = nx

n1 
; 

d) Hµm sè y = x  cã ®¹o hµm trªn kho¶ng (0 ; +) vµ y' = 
1

2


x
 

Chøng minh  

Qua ho¹t ®éng H4 , ta ®· chøng minh c¸c kÕt luËn a) vµ b). Sau ®©y ta chøng 

minh hai kÕt luËn cßn l¹i. 

c) Víi mçi x thuéc  ta tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè t¹i ®iÓm x theo ®Þnh nghÜa : 

 TÝnh y : ¸p dông c«ng thøc nhÞ thøc Niu-t¬n ®èi víi (x + x)
n
, ta cã 

y = (x + x)
n
  x

n
 = 1 1 2 2 2 1 1C C ... C .n n n n n

n n nx x x x x x x            

 T×m giíi h¹n (chó ý r»ng 1Cn n ) 

 1 1 2 2 1 2 1

0 0
lim lim C C ... Cn n n n n

n n n
x x

y
x x x x x x

x
    

   


       


 

       = nx
n  1

.       

VËy hµm sè ®· cho cã ®¹o hµm trªn  vµ y' = nx
n1

. 
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d) Víi mçi x thuéc kho¶ng (0 ; +) ta cã : 

 y =   x x x  = 
  x x x x x x

x x x

     

  
 

    = 
x

x x x




  
 

 
0

lim
x

y

x 




 = 
0

1
lim
x x x x    

 = 
1

2 x
. 

VËy hµm sè y = x  cã ®¹o hµm trªn kho¶ng (0 ; +) vµ y' = 
1

2


x
   

   Chó ý  

Hµm sè y = x  x¸c ®Þnh t¹i x = 0, tuy nhiªn ng−êi ta chøng minh 

®−îc r»ng nã kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x = 0. 

VÝ dô 4  

a) T×m ®¹o hµm cña hµm sè y = x
4
. 

b) T×m ®¹o hµm cña hµm sè y = x  t¹i ®iÓm x = 9. 

Gi¶i 

a) Víi y = x
4
, ta cã y' = 4x

3
 (víi mäi x  ). 

b) Víi y = x , ta cã y' = 
1

2 x
 (víi mäi x(0 ; +)).  

Do ®ã y'(9) = 
1 1

62 9
 .          

H5  Cho hμm sè y = f(x). TÝnh f '(1) vμ f '(1) (nÕu cã) trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) f(x) = x10
 ;   b) f(x) = x . 
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C©u hái vμ bμi tËp 

1. T×m sè gia cña hµm sè y = x
2
  1 t¹i ®iÓm x0 = 1 øng víi sè gia x, biÕt 

a) x = 1 ;     b) x =  0,1. 

2. Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau t¹i ®iÓm x0. 

a) y = 2x + 1, x0 = 2 ;   b) y = x
2
 + 3x , x0 = 1. 

3. Dïng ®Þnh nghÜa, tÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau t¹i ®iÓm x0 (a lµ h»ng sè). 

a) y = ax + 3 ;    b) y = 21

2
ax . 

4. Cho parabol y = x
2
 vµ hai ®iÓm A(2 ; 4) vµ B(2 + x ; 4 + y) trªn parabol ®ã. 

a) TÝnh hÖ sè gãc cña c¸t tuyÕn AB biÕt x lÇn l−ît b»ng 1 ; 0,1 vµ 0,01. 

b) TÝnh hÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn cña parabol ®· cho t¹i ®iÓm A. 

5. ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè y = x
3
, biÕt 

a) TiÕp ®iÓm cã hoµnh ®é b»ng 1 ; 

b) TiÕp ®iÓm cã tung ®é b»ng 8 ; 

c) HÖ sè gãc cña tiÕp tuyÕn b»ng 3. 

6. Mét vËt r¬i tù do cã ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng lµ S = 21

2
gt , trong ®ã g = 9,8 m/s

2
 

vµ t ®−îc tÝnh b»ng gi©y (s). 

a) T×m vËn tèc trung b×nh trong kho¶ng thêi gian tõ t ®Õn t + t víi ®é 

chÝnh x¸c 0,001, biÕt t = 5 vµ t lÇn l−ît b»ng 0,1 ; 0,01 ; 0,001. 

b) T×m vËn tèc t¹i thêi ®iÓm t = 5. 

7. T×m ®¹o hµm  cña hµm sè f (x) = x
5
 trªn   råi suy ra f '(1), f '(2) vµ f '(2). 

8. T×m ®¹o hµm  cña mçi hµm sè sau trªn  . 

a) y = ax
2
 (a lµ h»ng sè) ;  b) y = x

3
 + 2. 

9. TÝnh ®¹o hµm  cña mçi hµm sè sau. 

a) y = 
1

2 1x 
  víi x  

1

2
 ;  b) y = 3 x  víi x < 3. 
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®¹o hµm mét bªn 

Ta ®· biÕt r»ng ®¹o hµm cña hµm sè f t¹i ®iÓm x0 lµ giíi h¹n sau ®©y 

    
0

0

0

( ) ( )
lim .

x x

f x f x

x x




      (1) 

NÕu thay v× xÐt giíi h¹n (1), ta xÐt giíi h¹n mét bªn cña cïng biÓu thøc ®ã th× giíi 

h¹n mét bªn Êy sÏ ®−îc gäi lµ ®¹o hμm mét bªn cña hµm sè ®· cho t¹i ®iÓm x0.  

1. Kh¸i niÖm ®¹o hμm mét bªn t¹i mét ®iÓm  

§Þnh nghÜa. Cho hµm sè f x¸c ®Þnh trªn nöa kho¶ng [x0 ; b). Giíi h¹n bªn ph¶i (nÕu 

cã) cña tØ sè 0

0

( ) ( )f x f x

x x




 khi x dÇn ®Õn x0 ®−îc gäi lµ ®¹o hµm bªn ph¶i cña hµm 

sè ®· cho t¹i ®iÓm x0, kÝ hiÖu lµ f '( 0x ) hoÆc y'( 0x ). 

    f '( 0x ) = 
0

0

0

( ) ( )
lim






x x

f x f x

x x
 

§¹o hµm bªn tr¸i cña hµm sè f x¸c ®Þnh trªn nöa kho¶ng (a ; x0], kÝ hiÖu lµ f '( 0x ) 

hoÆc y'( 0x ), còng ®−îc ®Þnh nghÜa t−¬ng tù, nghÜa lµ  

    f '( 0x ) = 
0

0

0

( ) ( )
lim






x x

f x f x

x x
 

§¹o hµm bªn tr¸i vµ ®¹o hµm bªn ph¶i ®−îc gäi chung lµ ®¹o hμm mét bªn. 

 Tõ ®Þnh nghÜa vµ c¸c kÕt qu¶ ®· biÕt vÒ giíi h¹n mét bªn, ta dÔ dµng suy ra : 

1) NÕu hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a ; b) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 thuéc kho¶ng 

®ã th× nã còng cã ®¹o hµm bªn ph¶i vµ bªn tr¸i t¹i x0, vµ  f '( 0x ) = f '( 0x ) = f '( 0x ). 

2) Ng−îc l¹i, nÕu hµm sè f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a ; b) cã ®¹o hµm bªn ph¶i vµ ®¹o 

hµm bªn tr¸i t¹i ®iÓm x0 sao cho f '( 0x ) = f '( 0x ) th× nã còng cã ®¹o hµm t¹i x0. 

3) Tuy nhiªn, mét hµm sè cã ®¹o hµm bªn ph¶i vµ ®¹o hµm bªn tr¸i t¹i ®iÓm x0 vÉn 

cã thÓ kh«ng cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 (khi  f '( 0x ) ≠ f '( 0x )). 

 Sau ®©y lµ mét sè vÝ dô. 

VÝ dô 1. XÐt hµm sè y = x2.  DÔ thÊy hµm sè cã ®¹o hµm t¹i x = 3, do ®ã nã cã ®¹o 
hµm bªn ph¶i, ®¹o hµm bªn tr¸i t¹i x = 3 vµ   

      y'( 3 ) = y'( 3 ) = y'(3) = 6.      
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VÝ dô 2. XÐt hµm sè 2( ) 2f x x x  . 

Ta cã  : 

2

0 0

( ) (0) 2
lim lim 2,

0x x

f x f x x

x x  

 
  


 

2

0 0

( ) (0) 2
lim lim 2.

0x x

f x f x x

x x  

 
 


 

Do ®ã t¹i ®iÓm x = 0, hµm sè f cã ®¹o 

hµm bªn ph¶i f '( 0 ) = 2  vµ  ®¹o hµm 

bªn tr¸i f '( 0 ) = 2, nh−ng kh«ng cã 
®¹o hµm t¹i ®iÓm ®ã.    

 Cïng víi kh¸i niÖm ®¹o hµm mét bªn, ng−êi ta cßn x©y dùng kh¸i niÖm tia tiÕp 

tuyÕn mét bªn cña mét ®−êng cong t¹i mét ®iÓm. Tia tiÕp tuyÕn bªn ph¶i cña ®å thÞ 

hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm M0 cã hoµnh ®é x0 cã hÖ sè gãc b»ng ®¹o hµm bªn ph¶i 

0'( ).f x  §iÒu t−¬ng tù còng x¶y ra ®èi víi tia tiÕp tuyÕn bªn tr¸i (h.5.3). 

NÕu t¹i ®iÓm x0 hµm sè f cã ®¹o hµm bªn ph¶i vµ ®¹o hµm bªn tr¸i, nh−ng chóng 

kh«ng b»ng nhau th× ®å thÞ hµm sè y = f(x) gäi lµ g·y t¹i ®iÓm M0 (x0 ; f(x0)). 

2. §¹o hμm cña hμm sè trªn mét nöa kho¶ng hay mét ®o¹n 

§Þnh nghÜa. Cho hµm sè f x¸c ®Þnh trªn tËp K, trong ®ã, K lµ mét nöa kho¶ng 
hay mét ®o¹n. 

Hµm sè f gäi lµ cã ®¹o hµm trªn nöa kho¶ng K = [a ; b) nÕu nã cã ®¹o hµm t¹i 

mäi ®iÓm thuéc kho¶ng (a ; b) vµ cã ®¹o hµm bªn ph¶i t¹i a.  

(T−¬ng tù nÕu K = [a ; +)). 

Hµm sè f gäi lµ cã ®¹o hµm trªn nöa kho¶ng K = (a ; b] nÕu nã cã ®¹o hµm t¹i 

mäi ®iÓm thuéc kho¶ng (a ; b) vµ cã ®¹o hµm bªn tr¸i t¹i b. 

(T−¬ng tù nÕu K = ( ; b]). 

Hµm sè f gäi lµ cã ®¹o hµm trªn ®o¹n K = [a ; b] nÕu nã cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm 

thuéc kho¶ng (a ; b), cã ®¹o hµm bªn ph¶i t¹i a vµ ®¹o hµm bªn tr¸i t¹i b. 

VÝ dô 3. Hµm sè y =  x  cã ®¹o hµm b»ng 1 trªn nöa kho¶ng [0 ; +) vµ cã ®¹o 

hµm b»ng 1 trªn nöa kho¶ng ( ; 0]. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 5.3 
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LuyÖn tËp  

10. a) TÝnh f '(3) vµ f '(4) nÕu f (x) = x
3
. 

b) TÝnh f '(1) vµ f '(9) nÕu f (x) = x . 

11. Cho hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 vµ ®å thÞ (G). MÖnh ®Ò sau ®©y 

®óng hay sai ? 

a) NÕu f '(x0) = 0 th× tiÕp tuyÕn cña (G) t¹i ®iÓm M(x0 ; f(x0)) song song víi 

trôc hoµnh. 

b) NÕu tiÕp tuyÕn cña (G) t¹i ®iÓm M(x0 ; f(x0)) song song víi trôc hoµnh th×  

f '(x0) = 0. 

12. H×nh 5.4 lµ ®å thÞ cña hµm sè y = f(x) 

trªn kho¶ng (a ; b). BiÕt r»ng t¹i c¸c 

®iÓm M1, M2 vµ M3, ®å thÞ hµm sè cã 

tiÕp tuyÕn ®−îc thÓ hiÖn trªn h×nh vÏ. 

Dùa vµo h×nh vÏ, em h·y nªu nhËn xÐt vÒ 

dÊu cña f '(x1), f '(x2) vµ f '(x3).  

13. Chøng minh r»ng ®Ó ®−êng th¼ng y = ax + b 

lµ tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè y = f(x) 

t¹i ®iÓm (x0 ; f(x0)), ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ 

lµ 
0

0 0

'( )

( ).


  

a f x

ax b f x
 

14. Cho hµm sè y =  x . 
a) Chøng minh r»ng hµm sè ®· cho liªn tôc t¹i ®iÓm x = 0. 

b) TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè t¹i x = 0, nÕu cã. 

c) MÖnh ®Ò "Hµm sè liªn tôc t¹i ®iÓm x0 

th× cã ®¹o hµm t¹i x0" ®óng hay sai ? 

15. H×nh 5.5 lµ ®å thÞ cña hµm sè  

y = f(x) x¸c ®Þnh trªn kho¶ng (a ; b). Dùa 

vµo h×nh vÏ, h·y cho biÕt t¹i mçi ®iÓm x1, 

x2, x3 vµ x4 :   

a) Hµm sè cã liªn tôc hay kh«ng ? 

b) Hµm sè cã ®¹o hµm hay kh«ng ? H·y 

tÝnh ®¹o hµm nÕu cã.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 5.4 
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Em
co á biïë t  

mét sè chuyÓn ®éng 
cã vËn tèc lín 

* VËn tèc ©m thanh : kho¶ng 343m/s. 

* VËn tèc chuyÓn ®éng cña vÖ tinh c¸ch 
Tr¸i §Êt 200km : 22km/s. 

* VËn tèc chuyÓn ®éng cña Tr¸i §Êt quanh 
MÆt Trêi : 30km/s. 

* VËn tèc ¸nh s¸ng : 300 000km/s. 

* VËn tèc m¸y bay E-bít (Airbus) : 270m/s. 

* VËn tèc tªn löa ®−a ng−êi lªn vò trô : kho¶ng 

11km/s. 
 

c¸c quy t¾c tÝnh  ®¹o hμm 

Nãi chung, viÖc tÝnh ®¹o hµm b»ng ®Þnh nghÜa th−êng rÊt phøc t¹p. Bµi nµy sÏ 

cung cÊp cho chóng ta nh÷ng quy t¾c tÝnh ®¹o hµm, nhê ®ã viÖc tÝnh ®¹o hµm 

cña mét hµm sè phøc t¹p sÏ ®−îc quy vÒ tÝnh ®¹o hµm cña nh÷ng hµm sè ®¬n 

gi¶n h¬n. 

§Ó tiÖn cho viÖc diÔn ®¹t, kÓ tõ bµi nµy, ta sÏ sö dông kÝ hiÖu J ®Ó chØ tËp con 

cña   gåm mét kho¶ng hoÆc hîp cña nhiÒu kho¶ng. 

1.  §¹o hµm cña tæng hay hiÖu hai hµm sè  

§Þnh lÝ 1 

NÕu hai hµm sè u = u(x) vµ v = v(x) cã ®¹o hµm trªn J th× hµm 

sè y = u(x) + v(x) vµ y = u(x)  v(x) còng cã ®¹o hµm trªn J, vµ  

a) [u(x) + v(x)]' = u'(x) + v'(x) ; 

b) [u(x)  v(x)]' = u'(x)  v'(x) . 

22§
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Ghi chó. C¸c c«ng thøc trªn cã thÓ viÕt gän lµ 

   ( ) ' ' 'u v u v    vµ ( ) ' ' 'u v u v    

Chøng minh  

a) T¹i mçi ®iÓm x  J, ta cã 

 y =    ( ) ( ) ( ) ( )u x x v x x u x v x        

        =    ( ) ( ) ( ) ( )u x x u x v x x v x        = u + v. 

 
0

lim
x

y

x 




 = 
0 0 0

lim lim lim '( ) '( )
x x x

u v u v
u x v x

x x x     

    
   

  
. 

VËy [u(x) + v(x)]' = u'(x) + v'(x). 

b) KÕt luËn nµy ®−îc chøng minh t−¬ng tù.          

NhËn xÐt  

Cã thÓ më réng ®Þnh lÝ trªn cho tæng hay hiÖu cña nhiÒu hµm sè : NÕu c¸c 

hµm sè u, v, ..., w cã ®¹o hµm trªn J th× trªn J ta cã  

   (u  v  ...  w)' = u'  v'  ...  w'. 

VÝ dô 1. T×m ®¹o hµm cña hµm sè  f(x) = x
6
  x  + 2  trªn kho¶ng (0 ; +). 

Gi¶i 

Trªn kho¶ng (0 ; +) ta cã  

 6 6( 2) ' ( ) ' ( ) ' (2) '    x x x x  = 6x
5
 

1

2


x
 

VËy f '(x) = 6x
5
 

1

2


x
              

H1  a) TÝnh f '(1) nÕu f(x) = x
5
  x

4
 + x

2
  1. 

b) Cho hai hμm sè f(x) = 
2

1

1x




 vμ g(x) = 

2

2 1

x

x



 BiÕt r»ng hai hμm sè nμy cã ®¹o 

hμm trªn  . Chøng minh r»ng víi mäi x thuéc  , ta cã f '(x) = g'(x). 

2.  §¹o hµm cña tÝch hai hµm sè  

§Þnh lÝ 1 cã thÓ nãi gän lµ : §¹o hµm cña tæng (hay hiÖu) hai hµm sè b»ng 

tæng (hay hiÖu) c¸c ®¹o hµm cña hai hµm sè ®ã.  

LiÖu ®iÒu t−¬ng tù cã x¶y ra ®èi víi tÝch cña hai hµm sè hay kh«ng ? 

§Þnh lÝ sau sÏ tr¶ lêi c©u hái ®ã. 
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§Þnh lÝ 2 

NÕu hai hµm sè u = u(x) vµ v = v(x) cã ®¹o hµm trªn J th× hµm 

sè y = u(x)v(x) còng cã ®¹o hµm trªn J, vµ  

  [u(x) v(x)]' = u'(x) . v(x) + u(x) . v'(x) ; 

§Æc biÖt, nÕu k lµ h»ng sè th× [ku(x)]' = ku'(x).  

Ghi chó. C¸c c«ng thøc trªn cã thÓ viÕt gän lµ  

 ( ) ' ' ' vµ ( ) ' '.uv u v uv ku ku     

Chøng minh  

§Æt f(x) = u(x)v(x). Ta sÏ t×m ®¹o hµm cña f t¹i mét ®iÓm x tuú ý thuéc J.  

Khi biÕn sè nhËn sè gia x th× u = u(x + x)  u(x) nªn 

   u(x + x) = u(x) + u. 

T−¬ng tù, do v = v(x + x)  v(x) nªn 

   v(x + x) = v(x) + v. 

Ta sÏ sö dông c¸c ®¼ng thøc trªn ®Ó tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè f. 

 y = f(x + x)  f(x) = u(x + x)  v(x + x)  u(x)  v(x)  

        = [u(x) + u]  [ v(x) + v]  u(x)  v(x)  

        = u  v(x) + u(x)  v + u  v. 

 
0

lim
x

y

x 




 = 
0

( ) ( )
lim
x

u v x u x v u v

x 

        


 

       = 
0

lim ( )
x

u
v x

x 

 
  

 + 
0

lim ( )
x

v
u x

x 

 
  

 + 
0

lim
x

u v

x 

  


. 

§Ó ý r»ng  

 
0 0

lim ( ) lim ( )
x x

u u
v x v x

x x   

           
= u'(x)  v(x), 

 
0

lim ( )
x

v
u x

x 

 
  

 = 
0

( ) lim
x

v
u x

x 




 = u(x)  v'(x), 

 
0

lim
x

u v

x 

  


 = 
0 0 0

lim lim lim
x x x

u v
x

x x     

 
  

 
 = u'(x)  v'(x)  0 = 0, 
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ta cã kÕt qu¶ 

  f '(x) = 
0

lim
x

y

x 




 = u'(x)v(x) + u(x)v'(x). 

Khi v(x) = k (h»ng sè) th× v'(x) = 0 nªn ta cã [k  u(x)]' = k  u'(x).    

H2  C¸ch tÝnh ®¹o hμm nh− sau ®óng hay sai, t¹i sao ? 

  [x
3
(x

2
  4)]' = (x

3
)'  (x2

  4)' = (3x
2
 )(2x) = 6x

3
. 

VÝ dô 2. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = f(x) trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) f(x) = 
8 62

3
4 3

x x
x  ; 

b) f(x) = (2x
2
 + 1) x . 

Gi¶i 

a) f '(x) = 
8 6 '2

3
4 3

x x
x

 
   

 
 = 8 61 2

( ) ' ( ) ' 3( ) '
4 3

x x x  = 2x
7
  4x

5
 + 3. 

b) f '(x) = 2 '(2 1)x x    = 2 2 '(2 1) ' (2 1)( )x x x x    

    =  2 1
4 (2 1)

2
x x x

x
  .         

H3  a) Chøng minh r»ng nÕu c¸c hμm sè u, v vμ w cã ®¹o hμm trªn J th× hμm sè 

f x¸c ®Þnh bëi f(x) = u(x)v(x)w(x) (víi mäi x  J) còng cã ®¹o hμm trªn J vμ  

    (uvw)' = u'vw + uv'w + uvw'. 

b) ¸p dông, tÝnh ®¹o hμm cña hμm sè y = x
2(1  x)(x + 2) t¹i ®iÓm x = 2. 

3.  §¹o hµm cña th−¬ng hai hµm sè  

Sö dông ®Þnh nghÜa, ta còng chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ sau  

§Þnh lÝ 3 

NÕu hai hµm sè u = u(x) vµ v = v(x) cã ®¹o hµm trªn J vµ v(x)  0 

víi mäi x J th× hµm sè y = 
( )

( )

u x

v x
 còng cã ®¹o hµm trªn J, vµ  

  
2

'( ) '( ) ( ) ( ) '( )

( ) ( )

u x u x v x u x v x

v x v x
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Ghi chó. C«ng thøc trªn cã thÓ viÕt gän lµ  

    
2

' ' '    
 

u uv uv

v v
 

H4  Chøng minh hÖ qu¶ d−íi ®©y 

HÖ qu¶  

a) Trªn ( ; 0)  (0 ; +) ta cã   
2

1 1'

x x

     
 

 

b) NÕu hµm sè v = v(x) cã ®¹o hµm trªn J vµ v(x)  0 víi mäi x 

thuéc J th× trªn J ta cã 
2

1 '( )'

( ) ( )

v x

v x v x

     
 

 

Ghi chó. C«ng thøc thø hai trong hÖ qu¶ trªn cã thÓ viÕt gän lµ  

     
2

'1 '     
 

v

v v
 

VÝ dô 3. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = f(x), nÕu : 

a) f(x) = 
1 9

2

x

x a




 (a lµ h»ng sè) ; 

b) f(x) = 
2

1

1


x
 

Gi¶i 

a) ¸p dông ®Þnh lÝ 3 (ë ®©y u =1 + 9x vµ v = x + 2a), ta cã  

f '(x) = 
2

(1 9 )'( 2 ) (1 9 )( 2 ) '

( 2 )

x x a x x a

x a

    


 = 

2

9( 2 ) (1 9 )

( 2 )

x a x

x a

  


 

       = 
2

18 1

( 2 )

a

x a





 

b) ¸p dông hÖ qu¶ cña ®Þnh lÝ 3 (ë ®©y v = x
2
  1), ta cã  

   f '(x) = 
2

2 2

( 1) '

( 1)

x

x





 = 

2 2

2

( 1)

x

x
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H5   Chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ cho sau ®©y.  

§¹o hμm cña hμm sè y = 

2 3 1

2 1

x x

x

 


 b»ng 

(A) 
2

2 3

(2 1)

x

x




 ;  (B) 

2

2 3

(2 1)

x

x





 ;   (C) 

2

2

2 2 1

(2 1)

x x

x

 


 ;  (D) 

2

2

6 14 5

(2 1)

x x

x

 


. 

4.  §¹o hµm cña hµm sè hîp  

a) Kh¸i niÖm hµm sè hîp 

VÝ dô 4. Cho hai hµm sè y = f(u) vµ u = u(x), trong ®ã  

   f(u) = u
3
 vµ u(x) = x

2
 + 3x + 1. 

NÕu trong f(u), ta thay thÕ biÕn sè u bëi u(x) th× ®−îc  

   f[u(x)] = (x
2
 + 3x + 1)

3
.  

§Æt g(x) = f[u(x)] = (x
2
 + 3x + 1)

3
. Râ rµng y = g(x) lµ mét hµm sè biÕn sè x. 

Ta gäi g lµ hµm sè hîp cña hµm sè f qua hµm sè trung gian u.     

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã kh¸i niÖm hµm sè hîp nh− sau (ë ®©y ta chØ xÐt c¸c 

hµm sè ®−îc cho bëi biÓu thøc). 

Cho hai hµm sè y = f(u) vµ u = u(x). Thay thÕ biÕn u trong biÓu thøc f(u) 

bëi biÓu thøc u(x), ta ®−îc biÓu thøc f[u(x)] víi biÕn x. Khi ®ã, hµm 

sè y = g(x) víi g(x) = f[u(x)] ®−îc gäi lµ hµm sè hîp cña hai 

hµm sè f vµ u ; hµm sè u gäi lµ hµm sè trung gian.  

Trong ®Þnh nghÜa trªn, tËp x¸c ®Þnh cña hµm sè hîp y = g(x) lµ tËp c¸c gi¸ trÞ 

cña x sao cho biÓu thøc f[u(x)] cã nghÜa. 

H6  Cho f(u) = u  vμ u(x) = x  1. H·y t×m hμm sè hîp y = f[u(x)] vμ tËp x¸c ®Þnh 

cña nã. 

b) C¸ch tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè hîp 

§Þnh lÝ 4 
a) NÕu hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0 vµ hµm  

sè y = f(u) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm u0 = u(x0) th× hµm sè hîp  

g(x) = f[u(x)] cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0, vµ 

   g '(x0) = f '(u0)  u'(x0). 

b) NÕu gi¶ thiÕt trong phÇn a) ®−îc tho¶ m·n ®èi víi mäi ®iÓm 

x thuéc J th× hµm sè hîp y = g(x) cã ®¹o hµm trªn J, vµ  

   g '(x) = f '[u(x)]  u'(x). 
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Ghi chó. C«ng thøc thø hai trong ®Þnh lÝ trªn cßn ®−îc viÕt gän lµ 

     ' ' '
x u xg f u   

VÝ dô 5. §èi víi hµm sè g(x) = f[u(x)] = (x
2
 + 3x + 1)

3 
®−îc nªu trong vÝ dô 4, 

ta tÝnh ®¹o hµm cña nã nh− sau : 

Ta cã  f '(u) =  3 'u  = 3u
2
. Do u(x) = x

2
 + 3x + 1 nªn  

 f '[u(x)] = 3(x
2
 + 3x + 1)

2
  vµ u'(x) = (x

2
 + 3x + 1)' = 2x + 3. 

VËy  g '(x) = f '[u(x)]  u'(x) = 3(x
2
 + 3x + 1)

2
(2x + 3).      

Tæng qu¸t ta xÐt hµm sè y = (u(x)
n
) (víi n    vµ n  2). Cã thÓ xem hµm sè 

nµy lµ hµm sè hîp cña hµm sè f(u) = u
n
 vµ hµm sè trung gian u = u(x). Do ®ã, 

nÕu hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J th× ta ¸p dông ®Þnh lÝ 4 ®Ó tÝnh ®¹o hµm 

cña hµm sè hîp y = (u(x))
n
 (cßn viÕt lµ y = u

n
(x)) nh− sau : 

  f(u) = u
n
   f '(u) = 1. nn u   f '[u(x)] = 1. nn u (x) ; 

  1'( ) '[ ( )] '( ) ( ) '( )n nu x f u x u x n u x u x        . 

VËy ta cã 

HÖ qu¶ 1 

NÕu hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J th× hµm sè y = u
n
(x) 

(víi n   vµ n  2) cã ®¹o hµm trªn J, vµ   

   1'( ) . ( ) . '( )n nu x n u x u x    . 

Ghi chó. C«ng thøc nªu trong hÖ qu¶ 1 ®−îc viÕt gän lµ 

       1' 'n nu nu u . 

T−¬ng tù, ta xÐt hµm sè y = ( )u x . 

H7  a) T×m hμm sè f sao cho hμm sè y = ( )u x  lμ hμm sè hîp cña hμm sè f vμ 

hμm sè trung gian u = u(x). 

b) Chøng minh r»ng nÕu hμm sè u = u(x) cã ®¹o hμm trªn J vμ ( ) 0u x   víi mäi 

x J  th× hμm sè y = ( )u x  còng cã ®¹o hμm trªn J vμ    '( )'( )
2 ( )

 
u x

u x
u x
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HÖ qu¶ 2 
NÕu hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J vµ u(x) > 0 víi mäi x  J 

th× hµm sè y = ( )u x  cã ®¹o hµm trªn J, vµ   

      '( )'( )
2 ( )

 
u x

u x
u x

 

Ghi chó. C«ng thøc nªu trong hÖ qu¶ 2 ®−îc viÕt gän lµ 

      ''
2

u
u

u
   

VÝ dô 6.   4 2
4 2

4 2

( 3 7) ''
3 7

2 3 7

x x
x x

x x

 
  

 
 = 

3

4 2

2 3

3 7




 

x x

x x
   

Ghi nhí 
a) §¹o hµm cña mét sè hµm sè th−êng gÆp (ë ®©y u = u(x)) 

(c)' = 0  (c lµ h»ng sè)  

(x)' = 1  

(x
n
)'= nx

n1
 (n ,  n  2)   1' 'n nu nu u  

2

'1 1

x x

    
 

 (x  0) 
2

'1 'u

u u

    
 

 

  1'

2
x

x
  (x > 0)   ''

2

u
u

u
  

b) C¸c quy t¾c tÝnh ®¹o hµm (ë ®©y u = u(x), v = v(x)) 

(u  v)' = u'  v' 

(uv)'= u'v + uv' 

2

' ''u u v uv

v v

   
 

 

c) §¹o hµm cña hµm sè hîp (ë ®©y g(x) = f[u(x)]) 

   ' ' '
x u xg f u   
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C©u hái vμ bμi tËp 

16. TÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau t¹i ®iÓm x0 ®−îc cho kÌm theo 

a) y = 7 + x  x
2
,  x0 = 1 ;  b) y = x

3
  2x +1,  x0 = 2 ; 

c) y = 2x
5 2x + 3,  x0 = 1. 

17. T×m ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau (a vµ b lµ h»ng sè)  

a) y = x
5
  4x

3
 + 2x  3 x  ;  b) y = 2 41 1

0,5
4 3

x x x    ; 

c) y = 
4 3 2

3

4 3 2

x x x
x a     ;  d) y = 

ax b

a b





  

18. T×m ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau  

a) y = (x
7
 + x)

2
 ;    b) y = (x

2
 + 1)(5  3x

2
) ; 

c) y = 
2

2

1

x

x 
 ;    d) y = 

2

5 3

1

x

x x



 
 ; 

e) y = 
2 2 2

1

x x

x

 


 ;   f) y = x(2x  1)(3x + 2). 

19. T×m ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau  

a) y = (x  x
2
)
32

 ;    b) y = 
1

x x
 ; 

c) y = 
1

1

x

x




 ;    d) y = 
2 2

x

a x
 (a lµ h»ng sè). 

20. Cho hµm sè f(x) = 2 2x x . H·y gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh f '(x)   f(x). 

LuyÖn tËp 

21. Cho hµm sè f(x) = x
3
  3x

2
 + 2. H·y gi¶i bÊt ph−¬ng tr×nh : 

a) f '(x) > 0 ;     b) f '(x)  3.  
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22. T×m c¸c nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sau (lµm trßn kÕt qu¶ nghiÖm gÇn ®óng ®Õn 

hµng phÇn ngh×n) 

a) f '(x) = 0 víi f(x) = 
3

22 6 1
3

x
x x   ; 

b) f '(x) = 5 víi f(x) = 
4 2

3 3
3

4 2

x x
x   . 

23. TÝnh ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau  

a) y = 
2

2 3

5 5

x

x x



 
 ;    b) y = 

2 5

1

( 1)x x 
 ; 

c) y = x
2
 + x x  + 1 ;   d) y = (x + 1)(x + 2)

2
(x + 3)

3
 ; 

e) y = 
2 1x

x


  

24. ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè  

a) y = 
1

1

x

x




, biÕt hoµnh ®é tiÕp ®iÓm lµ x0 = 0 ; 

b) y = 2x  , biÕt tung ®é tiÕp ®iÓm lµ y0 = 2. 

25. ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn cña parabol y = x
2
, biÕt r»ng tiÕp tuyÕn ®ã ®i qua 

®iÓm A(0 ; 1). 

H−íng dÉn : Tr−íc hÕt viÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm cã hoµnh ®é x0 

thuéc parabol ®· cho. Sau ®ã t×m x0 ®Ó tiÕp tuyÕn ®i qua ®iÓm A (chó ý r»ng 

®iÓm A kh«ng thuéc parabol). 

26. H×nh 5.6 thÓ hiÖn mµn h×nh cña mét trß 

ch¬i ®iÖn tö. Mét m¸y bay xuÊt hiÖn ë 

bªn tr¸i mµn h×nh råi bay sang ph¶i theo 

mét quü ®¹o (C) lµ ®å thÞ cña hµm sè 

y = f(x), trong ®ã f(x) = 1 
1

x
, (x > 0). 

BiÕt r»ng tªn löa ®−îc b¾n ra tõ m¸y bay 

t¹i mét ®iÓm thuéc (C) sÏ bay theo 

ph−¬ng tiÕp tuyÕn cña (C) t¹i ®iÓm ®ã. 

T×m hoµnh ®é c¸c ®iÓm thuéc (C) 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 5.6 
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sao cho tªn löa b¾n ra tõ ®ã cã thÓ b¾n tróng mét trong bèn môc tiªu n»m ë 

trªn mµn h×nh cã to¹ ®é (1 ; 0), (2 ; 0), (3 ; 0) vµ (4 ; 0) (lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn 

hµng phÇn v¹n). 

27. Mét viªn ®¹n ®−îc b¾n lªn tõ mÆt ®Êt theo ph−¬ng th¼ng ®øng víi tèc ®é ban 

®Çu v0 = 196 m/s (bá qua søc c¶n cña kh«ng khÝ). T×m thêi ®iÓm t¹i ®ã tèc ®é 

cña viªn ®¹n b»ng 0. Khi ®ã, viªn ®¹n c¸ch mÆt ®Êt bao nhiªu mÐt ? 

®¹o hμm cña c¸c hμm sè l−îng gi̧ c 

Muèn x©y dùng c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm cña c¸c hµm sè l−îng gi¸c, tr−íc hÕt 

chóng ta cÇn nghiªn cøu giíi h¹n c¬ b¶n sau ®©y. 

1.  Giíi h¹n 
0

sin
lim
x

x

x
 

§Ó h×nh dung gi¸ trÞ cña giíi h¹n nµy, ta dïng m¸y tÝnh bá tói lËp b¶ng gi¸ trÞ 

cña biÓu thøc 
sin x

x
khi x nhËn c¸c gi¸ trÞ d−¬ng vµ rÊt gÇn ®iÓm 0 nh− sau : 

x 

(ra®ian) 180


 

360


 

720


 

1800


 

5400


 

sin x

x
 0,999949321 0,999987307 0,999996826 0,999999492 0,999999943 

Qua b¶ng trªn ta thÊy khi x cµng nhá th× gi¸ trÞ cña biÓu thøc 
sin x

x
 cµng gÇn 

®Õn 1. 

Ta ®· chøng minh ®−îc ®Þnh lÝ sau ®©y (xem bµi ®äc thªm trang 154). 

§Þnh lÝ 1 

   
0

sin
lim

x

xx
 = 1. 

33§
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Chó ý 
Ng−êi ta còng chøng minh ®−îc kÕt qu¶ sau ®©y : NÕu hµm sè 

( )u u x  tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn : ( ) 0u x   víi mäi 0x x  vµ 

0

lim ( ) 0
x x

u x


  th×   

    
0

sin ( )
lim 1.

( )x x

u x

u x
  

VÝ dô 1. T×m c¸c giíi h¹n  

a) 
0

sin 2
lim
x

x

x
;     b) 

20

1 cos
lim





x

x

x
 

Gi¶i 

a) 
0

sin 2
lim
x

x

x
 = 

0

sin 2
lim 2

2x

x

x

 
 
 

 = 2
0

sin 2
lim

2x

x

x
 = 2.1 = 2. 

b) 
20

1 cos
lim
x

x

x


 = 

2

20

2sin
2lim

x

x

x
 = 

2

0

sin1 2lim
2

2

x

x

x

 
 
 
 
 

 = 
1

2

2

0

sin
2lim

2

x

x

x

 
 
 
 
 

 

           = 
1

2
1 = 

1

2
           

H1  Cho m = 
0

lim ( cot 3 )
x

x x


. H·y t×m kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ sau ®©y. 

(A) m = 0 ;   (B)  m = 3 ;    (C) m = 1 ;   (D)  m = 
1

3
  

2.  §¹o hµm cña hµm sè y = sinx 

§Þnh lÝ 2 

a) Hµm sè y = sinx cã ®¹o hµm trªn  , vµ (sinx)' = cosx. 

b) NÕu hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J th× trªn J ta cã 

     sin ( ) ' cos ( ) '( ). u x u x u x  

Ghi chó. C«ng thøc nªu trong ®Þnh lÝ 2b) cã thÓ viÕt gän lµ  

    (sin ) ' (cos ) . ' ' cos . u u u u u  
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Chøng minh  

a) Ta tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = sinx t¹i ®iÓm x bÊt k× thuéc   b»ng ®Þnh 

nghÜa. 

 y = sin(x + x)  sinx = 2cos sin
2 2

    
 

x x
x  

 T×m giíi h¹n 
0

lim
x

y

x 




 =
0

sin 12lim 2cos
2 2

2

x

x
x

x
x 

 
       
 

. 

Do 
0

sin
2lim 1

2

x

x

x 






 vµ 
0

lim cos cos
2x

x
x x

 

   
 

 (v× hµm sè cosy x  liªn 

tôc) nªn 
0

lim
x

y

x 




 = cosx. VËy (sinx)' = cosx.        

b) C«ng thøc ®¹o hµm cña sin(u(x)) ®−îc suy ra tõ kÕt qu¶ trªn vµ c«ng thøc 

lÊy ®¹o hµm cña hµm sè hîp.               

VÝ dô 2. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = sin(x
3
  x + 2). 

Gi¶i 

[sin(x
3
  x + 2)]' = [cos(x

3
  x + 2)]  (x3

  x + 2)' = (3x
2
  1)cos(x

3
  x + 2).   

H2  Cho hμm sè  y = sin x . H·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ sau : 

(A) y' = 
cos

2

x

x
 ;  (B)  y' = 

cos x

x
 ;  (C) y' = cos x  ; (D) y' = 

1
cos

2


x
 

3.  §¹o hµm cña hµm sè y = cosx 

Tõ c«ng thøc tÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = sinu(x), ta cã  

   '
cos ' sin

2
x x

       
 = 

'
cos

2 2
x x

        
   

 

      =  cos
2

x
  

 
 =  sinx. 
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Ta suy ra ®Þnh lÝ sau  

§Þnh lÝ 3 

a) Hµm sè y = cos x  cã ®¹o hµm trªn   vµ (cos x )' = sin x . 

b) NÕu hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J th× trªn J ta cã 

  (cos ( ))' ( sin ( )) '( ). u x u x u x  

Ghi chó. C«ng thøc nªu trong ®Þnh lÝ 3b) cã thÓ viÕt gän lµ  

    (cos ) ' ( sin ) . '. u u u  

H3  Cho  hμm sè y = cos2
x. H·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ sau : 

(A) y' = sin2
x ;  (B) y' =  sin2

x ;   (C) y' = sin2x  ;   (D)  y' =  sin2x . 

4.  §¹o hµm cña hµm sè y = tanx 

H4  Sö dông quy t¾c tÝnh ®¹o hμm cña mét th−¬ng hai hμm sè, h·y tÝnh ®¹o hμm 

cña hμm sè y = 
sin

cos

x

x
.  

Tõ ®ã suy ra ®Þnh lÝ sau : 

§Þnh lÝ 4 

a) Hµm sè y = tan x  cã ®¹o hµm trªn mçi kho¶ng  

;
2 2

k k
       

 
 (víi k   ), vµ  

   (tanx)' = 
2

1

cos x
  

b) Gi¶ sö hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J vµ u(x)  
2

k

   

(k  ) víi mäi x  J. Khi ®ã, trªn J ta cã 

    
2

'( )
tan ( ) '

cos ( )
 

u x
u x

u x
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Ghi chó. C«ng thøc nªu trong ®Þnh lÝ 4b) cã thÓ viÕt gän lµ  

    
2

'
(tan ) '

cos

u
u

u
   

VÝ dô 3. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = tan x . 

Gi¶i 

   'tan x  = 
2

1 1 1
(tan ) '

2 tan 2 tan cos
x

x x x
   = 

2

1

2cos tanx x
  

Do 2

2

1
1 tan

cos
x

x
   nªn kÕt qu¶ trªn cßn viÕt lµ  

    
21 tan

( tan ) '
2 tan

x
x

x


         

5.  §¹o hµm cña hµm sè y = cot x  

T−¬ng tù ®Þnh lÝ 4, ta cã  

§Þnh lÝ 5 

a) Hµm sè y = cotx cã ®¹o hµm trªn mçi kho¶ng  ;( 1)k k    

(víi k   ), vµ 

   (cot x )' = 
2

1

sin x
   

b) Gi¶ sö hµm sè u = u(x) cã ®¹o hµm trªn J vµ u(x)  k  

(k  ) víi mäi x  J. Khi ®ã trªn J ta cã 

   
2

'( )
cot ( ) '

sin ( )
  

u x
u x

u x
 

Ghi chó. C«ng thøc nªu trong ®Þnh lÝ 5b) cã thÓ viÕt gän lµ  

    
2

'
(cot ) '

sin
  

u
u

u
 

VÝ dô 4. TÝnh ®¹o hµm cña hµm sè y = cot
3
2x. 
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Gi¶i 

 3 2'cot 2 3(cot 2 )(cot 2 ) 'x x x  = 3(cot
2
2x)

2

(2 ) '

sin 2

x

x

  
 

 = 
2

4

6 cos 2

sin 2

x

x
   

V×  2

2

1
1 cot 2

sin 2
x

x
   nªn kÕt qu¶ trªn cßn viÕt lµ  

    3 2 2'cot 2 6(cot 2 )(1 cot 2 ).x x x                   

H5  H·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ nªu sau ®©y ®èi víi mçi hμm sè 

®· cho. 

a) Cho y = tan2x + cot2x. 

 (A)  y' = 
2 2

1 1

cos 2 sin 2x x
   ;   (B)  y' = 

2 2

2 2

sin 2 cos 2x x
  ;   

 (C)  y' = 2(tan22x  cot22x) ;    (D)  y' = tan22x  cot22x. 

b) Cho y = cot(sin5x). 

 (A)  y' = (1 + cot2(sin5x))cos5x  ;  (B)  y' =  5(1 + cot
2
(sin5x))cos5x  ;   

 (C)  y' =  (1 + cot2(sin5x))cos5x  ;   (D)  y' = 5(1 + cot
2
(sin5x))cos5x. 

C©u hái vμ bμi tËp 

28. T×m c¸c giíi h¹n sau : 

a) 
0

tan 2
lim

sin 5x

x

x
 ; b) 

2

0

1 cos
lim

sin 2x

x

x x


 ; c) 

0

1 sin cos
lim

1 sin cosx

x x

x x

 


 
 

29. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 5sinx  3cosx ;    b) y = 2sin( 3 2)x x   ; 

c) y = cos 2 1x   ;    d) y = 2sin3x cos5x ; 

e) y = 
sin cos

sin cos

x x

x x




 ;    f) y = cos2x . 

30. Chøng minh r»ng hµm sè y = sin
6
x + cos

6
x + 3sin

2
x cos

2
x cã ®¹o hµm b»ng 0. 
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31. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 
1

tan
2

x 
 ;     b) y = 2cot 1x   ; 

c) y = tan
3
x + cot 2x ;    d) y = tan3 cot 3x x  ; 

e) y = 1 2 tan x ;    f)  y = x cot x. 

32. Chøng minh r»ng : 

a) Hµm sè y = tan x  tho¶ m·n hÖ thøc y'  y
2
  1 = 0 ; 

b) Hµm sè y = cot 2x tho¶ m·n hÖ thøc y' + 2y
2
 + 2 = 0. 

LuyÖn tËp 
33. T×m ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau : 

a) y = 
sin

sin

x x

x x
  ;   b) y = 

2sin

1 tan 2

x

x
 ; 

c) y = tan(sinx) ;    d) y = x cot(x
2
  1) ; 

e) y = 2cos 2
4

x

  ;   f) y = sin 3x x . 

34. TÝnh f '() nÕu f(x) = 
sin cos

cos sin

x x x

x x x




. 

35. Gi¶i ph−¬ng tr×nh y' = 0 trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) y = sin 2x  2cos x ;   b) y = 3sin 2x + 4cos 2x + 10x ; 

c) y = cos
2
x + sin x ;   d) y = tan x  + cot x . 

36. Cho hµm sè f(x) = 2cos
2
(4x  1). Chøng minh r»ng víi mäi x ta cã  

 f '(x)  8. T×m c¸c gi¸ trÞ cña x ®Ó ®¼ng thøc x¶y ra.  

37. Cho m¹ch ®iÖn nh− h×nh 5.7. Lóc ®Çu 

tô ®iÖn cã ®iÖn tÝch Q0. Khi ®ãng 

kho¸ K, tô ®iÖn phãng ®iÖn qua cuén 

d©y ; ®iÖn tÝch q cña tô ®iÖn phô 

thuéc vµo thêi gian t theo c«ng thøc  

 q(t) = Q0 sin t, 

 

 

 

 

 

 

H×nh 5.7 
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trong ®ã,  lµ tèc ®é gãc. BiÕt r»ng c−êng ®é I(t) cña dßng ®iÖn t¹i thêi ®iÓm t 

®−îc tÝnh theo c«ng thøc  

     I(t) = q'(t). 

Cho biÕt Q0 = 10
8

 C vµ  = 10
6  rad/s. H·y tÝnh c−êng ®é cña dßng ®iÖn t¹i 

thêi ®iÓm t = 6 s (tÝnh chÝnh x¸c ®Õn 10
5

 mA). 

38. Cho hµm sè y = cos
2
x + msinx (m lµ tham sè) cã ®å thÞ lµ (C). T×m m trong 

mçi tr−êng hîp sau : 

a) TiÕp tuyÕn cña (C) t¹i ®iÓm víi hoµnh ®é x =   cã hÖ sè gãc b»ng 1. 

b) Hai tiÕp tuyÕn cña (C) t¹i c¸c ®iÓm cã hoµnh ®é x = 
4


  vµ x = 

3


 song 

song hoÆc trïng nhau. 

Vi ph©n 

1.  Vi ph©n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm 

Cho hµm sè y = f(x) cã ®¹o hµm t¹i ®iÓm x0. Khi ®ã ta cã  

    0
0

'( ) lim
x

y
f x

x 





. 

§¼ng thøc trªn cho thÊy : NÕu x kh¸ nhá th× tØ sè 
y

x




 rÊt gÇn víi f '(x0), do 

®ã ta cã thÓ coi r»ng f '(x0)  
y

x




,  

hay         y  f '(x0)x.        (1) 

Ta cã kh¸i niÖm vi ph©n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm nh− sau : 

TÝch f '(x0)x ®−îc gäi lµ vi ph©n cña hµm sè y = f(x) t¹i ®iÓm x0 

(øng víi sè gia x) vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ df(x0), tøc lµ 

     df(x0) = f '(x0)x. 

44§
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VÝ dô 1  

Vi ph©n cña hµm sè f(x) = sinx t¹i ®iÓm x0 = 
4


 lµ 

  d '
4 4

f f x
         

   
 =  

2
cos . .

4 2


   x x     

H1  TÝnh vi ph©n cña hμm sè f(x) = 
1

x

x 
 t¹i ®iÓm x0 = 2, øng víi x lÇn l−ît b»ng 

0,2 vμ 0,02 (lμm trßn kÕt qu¶ ®Õn hμng 10
3). 

2.  øng dông cña vi ph©n vµo tÝnh gÇn ®óng 

Tõ (1) vµ ®Þnh nghÜa vi ph©n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm, ta thÊy :  

Khi x  kh¸ nhá th× sè gia cña hµm sè t¹i ®iÓm 0x  øng víi sè gia x  xÊp xØ 

b»ng vi ph©n cña hµm sè t¹i 0x  øng víi sè gia x  ®ã, tøc lµ 

   f(x0 + x)  f(x0)  f '(x0)x. 

Tõ ®ã ta cã  

    0 0 0( ) ( ) '( ) .f x x f x f x x               (2) 

C«ng thøc (2) cho phÐp ta tÝnh xÊp xØ gi¸ trÞ cña hµm sè f t¹i ®iÓm x0 + x khi 

viÖc tÝnh c¸c gi¸ trÞ f(x0) vµ f'(x0) lµ kh¸ ®¬n gi¶n. 

VÝ dô 2. TÝnh gi¸ trÞ cña sin3030' (lÊy 4 ch÷ sè thËp ph©n trong kÕt qu¶). 

Gi¶i 

Do 3030' = 
6 360

 
  nªn ta sÏ xÐt hµm sè  f(x) = sinx t¹i ®iÓm x0 = 

6


 víi sè 

gia x = 
360


. ¸p dông c«ng thøc (2), ta ®−îc 

 '
6 360 6 6 360

f f f
                 

     
, hay 

 sin
6 360

   
 

  sin
6


 + cos

6 360

  
 
 

 = 
1 3

2 2 360


    0,5076. 

VËy  sin3030' = sin
6 360

   
 

  0,5076.       
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NhËn xÐt  

NÕu dïng m¸y tÝnh bá tói, ta tÝnh ®−îc sin3030'  0,5075. So s¸nh víi kÕt 

qu¶ trªn, ta thÊy viÖc ¸p dông c«ng thøc (2) cho ta kÕt qu¶ kh¸ chÝnh x¸c. 

3.  Vi ph©n cña hµm sè 

NÕu hµm sè f cã ®¹o hµm f '  th× tÝch '( )f x x  gäi lµ vi ph©n cña hµm sè  

y = f(x), kÝ hiÖu lµ 

    df(x) = f '(x)x.        (3) 

§Æc biÖt víi hµm sè y = x, ta cã  dx = (x)'x = x. Do ®ã ta cã thÓ viÕt (3) 

d−íi d¹ng 

    d ( ) '( )df x f x x  hay d 'd .y y x  

VÝ dô 3 

a) d(x
3
  2x

2
 + 1) = (x

3
  2x

2
 + 1)'dx = (3x

2
  4x)dx = x(3x  4)dx. 

b) d(sin
2
x) = (sin

2
x)'dx = (2sinx cosx)dx = (sin2x)dx.      

H2  H·y chän ph−¬ng ¸n tr¶ lêi ®óng trong c¸c ph−¬ng ¸n ®· cho ®èi víi mçi 

tr−êng hîp sau ®©y : 

a) Vi ph©n cña hμm sè y = 
2 3 1x x   lμ : 

 (A) dy = 
2

1
d

3 1

x

x x 
 ;  (B) dy = 

2

2 3
d

3 1

x
x

x x



 
 ; 

 (C) dy = 
2

1
d

2 3 1

x

x x 
 ;  (D) dy = 

2

2 3
d .

2 3 1

x
x

x x



 
 

b) Vi ph©n cña hμm sè y = sin3x lμ : 

 (A) dy = 3cos3x dx ;      (B) dy = 3sin3x dx ;     

 (C) dy = 3cos3xdx ;       (D) dy = 3sin3x dx. 

C©u hái vμ bμi tËp 

39. TÝnh vi ph©n cña hµm sè f(x) = sin2x t¹i ®iÓm x = 
3


 øng víi x = 0,01 ;  

x = 0,001. 
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40. TÝnh vi ph©n cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 
x

a b
 (a vµ b lµ c¸c h»ng sè) ;  b) y = x sinx ; 

c) y = x
2
 + sin

2
x ;      d) y = tan

3
x. 

41. ¸p dông c«ng thøc (2), t×m gi¸ trÞ gÇn ®óng cña c¸c sè sau (lµm trßn kÕt qu¶ 

®Õn hµng phÇn ngh×n). 

a) 
1

0,9995
;   b) 0,996 ;  c) cos4530'. 

 

®¹o hμm cÊp cao 

1.  §¹o hµm cÊp hai 

XÐt hµm sè  f(x) = x
3
  x

2
 + 1. Hµm sè nµy cã ®¹o hµm f '(x) = 3x

2
  2x. HiÓn 

nhiªn, y' = f '(x) còng lµ mét hµm sè cã ®¹o hµm vµ ®¹o hµm cña nã lµ  

     '( ) 'f x = (3x
2
  2x)' = 6x  2. 

Ta gäi ®ã lµ ®¹o hµm cÊp hai cña hµm sè ban ®Çu. 

Mét c¸ch tæng qu¸t, ta cã ®Þnh nghÜa sau ®©y 

§Þnh nghÜa 

Cho hµm sè f cã ®¹o hµm f '. NÕu f ' còng cã ®¹o hµm th× ®¹o 

hµm cña nã ®−îc gäi lµ ®¹o hµm cÊp hai cña hµm f vµ kÝ hiÖu lµ 

f ", tøc lµ  

    f " =  ' 'f . 

 f ' cßn gäi lµ ®¹o hµm cÊp mét cña hµm sè f. §¹o hµm cÊp hai cña hµm sè 

( )y f x  cßn ®−îc kÝ hiÖu lµ y". 

55§
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VÝ dô 1. T×m ®¹o hµm cÊp hai cña mçi hµm sè sau 

a) 3 22 1y x x   ;  b) tan .y x  

Gi¶i 

a) y' = 3x
2
  4x ; y" = (3x

2
  4x)' = 6x  4. 

b) y' = 1 + tan
2
x  ; y'' = (1 + tan

2
x)' = 2tanx (1+ tan

2
x).          

H1  T×m ®¹o hμm cÊp hai cña c¸c hμm sè : a) y = x  ;  b) y = sinx. 

2.  ý nghÜa c¬ häc cña ®¹o hµm cÊp hai 

Ta ®· biÕt : NÕu mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cã ph−¬ng tr×nh s = s(t) th× vËn 

tèc t¹i thêi ®iÓm t0 cña chÊt ®iÓm ®ã lµ v(t0) = s'(t0). 

B©y giê nÕu t0 nhËn mét sè gia t th× v(t0) nhËn mét sè gia lµ v = v(t0 + t)  v(t0). 

Khi t  cµng nhá (kh¸c 0) th× v cµng ph¶n ¸nh chÝnh x¸c sù biÕn thiªn vËn 

tèc cña chÊt ®iÓm t¹i thêi ®iÓm 0t . 

Trong c¬ häc, giíi h¹n h÷u h¹n (nÕu cã) cña tØ sè 
v

t




 khi t dÇn ®Õn 0 ®−îc 

gäi lµ gia tèc tøc thêi t¹i thêi ®iÓm t0 (hay gia tèc t¹i thêi ®iÓm t0) cña chÊt 

®iÓm ®ã, vµ ®−îc kÝ hiÖu lµ 0( )a t . VËy  

    0( )a t  = 
0

lim
t

v

t 




. 

Do ®ã, ta cã thÓ ph¸t biÓu ý nghÜa c¬ häc cña ®¹o hµm cÊp hai nh− sau : 

Gia tèc (tøc thêi) 0( )a t  t¹i thêi ®iÓm t0 cña mét chÊt ®iÓm chuyÓn 

®éng cho bëi ph−¬ng tr×nh s = s(t) b»ng ®¹o hµm cÊp hai cña hµm 

sè s = s(t) t¹i ®iÓm t0, tøc lµ  

     0( )a t  = s"(t0). 

Gia tèc t¹i thêi ®iÓm t0 ®Æc tr−ng cho sù biÕn ®æi vËn tèc cña chuyÓn ®éng t¹i 

thêi ®iÓm ®ã. 

VÝ dô 2. Mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cã ph−¬ng tr×nh S(t) =  sinA t  . 

(Ph−¬ng tr×nh nµy gäi lµ ph−¬ng tr×nh dao ®éng ®iÒu hoµ). Khi ®ã, vËn tèc tøc 

thêi cña chuyÓn ®éng t¹i thêi ®iÓm t lµ 

   v(t) = S '(t) = A cos( t + ). 
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Gia tèc tøc thêi t¹i thêi ®iÓm t lµ  

   a(t) = S''(t) = v'(t) = A2
 sin(t + ).     

H2  Ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng cña mét chÊt ®iÓm lμ S(t) = 5t  3t
2
 (S tÝnh b»ng mÐt 

(m), t tÝnh b»ng gi©y (s)). TÝnh gia tèc cña chuyÓn ®éng t¹i thêi ®iÓm t = 4s. 

3.  §¹o hµm cÊp cao 

§¹o hµm cÊp mét f ' vµ ®¹o hµm cÊp hai f " cña hµm sè f cßn ®−îc kÝ hiÖu lÇn 

l−ît lµ  f 
(1)

 vµ f 
(2)

. NÕu f 
(2)

 lµ mét hµm sè cã ®¹o hµm th× ®¹o hµm cña nã gäi 

lµ ®¹o hµm cÊp ba cña hµm sè f, kÝ hiÖu lµ f
(3)

. T−¬ng tù, ®¹o hµm cÊp n cña 

mét hµm sè ®−îc ®Þnh nghÜa b»ng quy n¹p nh− sau : 

Cho hµm sè f cã ®¹o hµm cÊp n  1 (víi n  , n  2) lµ f 
(n1)

. 

NÕu  f
(n1)

 lµ hµm sè cã ®¹o hµm th× ®¹o hµm cña nã ®−îc gäi lµ 

®¹o hµm cÊp n cña hµm sè f  vµ kÝ hiÖu lµ f 
(n)

. Nãi c¸ch kh¸c,  

  f 
(n)

 = ( 1) 'nf  
  ,  (n  , n  2). 

§¹o hµm cÊp n cña hµm sè ( )y f x  cßn ®−îc kÝ hiÖu lµ y
(n)

. 

VÝ dô 3. a) §èi víi hµm sè y = x
3
 + 7x

2
  4x, ta cã : 

 y' = 3x
2
 + 14x  4 ;  y" = 6x + 14 ;   y

(3)
 = 6  vµ  y

(n)
 = 0 víi mäi n  4. 

b) §èi víi hµm sè y = sinx, ta cã : 

y' = cos x  ; y" = (cos x )' =  sin x  ;       y
(3)

 = y"' = (sin x )' = cos x  ; 

y
(4)

 = (cos x )' = sin x  ;    y
(5)

 = (sin x )' = cos x  ; ...        

H3  Quan s¸t vÝ dô 3b) vμ cho biÕt kh¼ng ®Þnh sau ®óng hay sai : NÕu y = sin x  th× 

y
(n) = sin

2

n
x

  
 

. 

C©u hái vμ bμi tËp 

42. T×m ®¹o hµm cña mçi hµm sè sau ®Õn cÊp ®−îc cho kÌm theo. 

a) f(x) = x
4
  cos2x,  f

(4)
(x) ; 
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b) f(x) = cos
2
x,  f

(5)
(x) ; 

c) f(x) = (x + 10)
6
,  f

(n)
(x). 

43. Chøng minh r»ng víi mäi n  1, ta cã : 

a) NÕu f(x) = 
1

x
 th× f

(n)
(x) = 

1

( 1) !


 


n

n

n

x
 

b) NÕu f(x) = cosx  th×  f
(4n)

(x) = cosx. 

c) NÕu f(x) = sinax (a lµ h»ng sè) th× f
(4n)

(x) = a
4n

 sinax. 

44. VËn tèc cña mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng ®−îc biÓu thÞ bëi c«ng thøc 

v(t) = 8t + 3t
2
, trong ®ã t > 0, t tÝnh b»ng gi©y (s) vµ v(t) tÝnh b»ng mÐt/gi©y 

(m/s). T×m gia tèc cña chÊt ®iÓm  

a) T¹i thêi ®iÓm t = 4 ; 

b) T¹i thêi ®iÓm mµ vËn tèc cña chuyÓn ®éng b»ng 11. 

LuyÖn tËp 

45. T×m vi ph©n cña mçi hµm sè sau : 

a) y = tan
2
3x  cot3x

2
 ; 

b) y = 2cos 2 1x  . 

46. Dïng vi ph©n ®Ó tÝnh gÇn ®óng (lµm trßn kÕt qu¶ ®Õn hµng phÇn ngh×n) : 

a) 
1

20,3
.  H−íng dÉn : XÐt hµm sè y = 

1

x
 t¹i ®iÓm x0 = 20,25 = 4,5

2
 víi x = 0,05.  

b) tan2930'. H−íng dÉn : XÐt hµm sè y = tanx t¹i ®iÓm x0 = 
6


 víi x = 

360


  

47. a) Cho hµm sè  f(x) = tanx. TÝnh f
(n)

(x) víi n = 1, 2, 3. 

b) Chøng minh r»ng nÕu f(x) = sin
2
x th×  f

(4n)
(x) = 2

4n  1
 cos2x. 

48. Chøng minh r»ng : 

a) NÕu y = Asin(t  + ) + Bcos(t  + ), trong ®ã A, B,  vµ  lµ nh÷ng h»ng 

sè, th× y" + 2
y = 0. 

b) NÕu y = 22x x  th× y
3
y" + 1 = 0. 
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Em
co á biïë t  

Vµi nÐt vÒ sù ra ®êi cña kh¸i niÖm ®¹o hµm 

PhÐp tÝnh ®¹o hµm hay cßn ®−îc gäi lµ phÐp tÝnh vi ph©n ®· ®−îc manh nha tõ nöa 
®Çu thÕ kØ XVII. 

Sau khi §Ò-c¸c (Descartes 1596 1650) ph¸t minh ra ph−¬ng ph¸p x¸c ®Þnh to¹ ®é 
mét ®iÓm trong hÖ trôc to¹ ®é vu«ng gãc (ngµy nay gäi lµ hÖ to¹ ®é §Ò-c¸c vu«ng 
gãc) vµ c¸ch biÓu diÔn hµm sè b»ng ®å thÞ th× «ng vµ nhµ to¸n häc PhÐc-ma (Fermat 
1601 1665) ®· ®Æt ra c¸c bµi to¸n : T×m tiÕp tuyÕn cña ®−êng cong, t×m cùc ®¹i vµ 
cùc tiÓu cña hµm sè. §Ó gi¶i quyÕt c¸c bµi to¸n nµy, c¸c «ng ®· tiÕp cËn ®−îc ®iÒu 
"cèt lâi" cña kh¸i niÖm ®¹o hµm. 

Cã thÓ xem PhÐc-ma lµ ng−êi ®i tiªn phong trong lÜnh vùc x©y dùng "phÐp tÝnh vi 
ph©n". ¤ng lµ ng−êi ®Çu tiªn ®· gi¶i quyÕt mét sè bµi to¸n liªn quan ®Õn vÊn ®Ò cùc 
trÞ vµ vÊn ®Ò tiÕp tuyÕn trªn c¬ së c¸c "v« cïng bÐ". §iÒu nµy kh«ng xa víi khëi thuû 
cña kh¸i niÖm ®¹o hµm. 

Tuy nhiªn ph¶i ®Õn nöa cuèi thÕ kØ XVII, c¸c nhµ to¸n häc míi ®Æt ®−îc nÒn mãng 
v÷ng ch¾c cho phÐp tÝnh vi ph©n. C¸c nhµ to¸n häc cã c«ng lín trong lÜnh vùc nµy 
ph¶i kÓ ®Õn Niu-t¬n (Newton 1642 1727) vµ Lai-b¬-nÝt (Leibniz 1646 1716). 
Trong lêi nãi ®Çu cña mét t¸c phÈm cña m×nh in n¨m 1684, Lai-b¬-nÝt ®· viÕt : 

"Víi sù hiÓu biÕt vÒ phÐp tÝnh mµ t«i gäi lµ vi ph©n, ng−êi ta cã thÓ gi¶i quyÕt ®−îc 
c¸c bµi to¸n t×m cùc ®¹i, cùc tiÓu vµ t×m tiÕp tuyÕn". 

§Õn cuèi thÕ kØ XVIII vµ ®Çu thÕ kØ XIX, phÐp tÝnh vi ph©n vµ b¹n ®ång hµnh víi nã lµ 
phÐp tÝnh tÝch ph©n ®· ®−îc x©y dùng hoµn chØnh bëi c¸c nhµ to¸n häc Gau-x¬ 
(Gauss 1777 1855), A-ben (Abel 1802 1829), C«-si (Cauchy 1789 1857) vµ 

Vai-¬-xtr¸t (Weierstrass 1815 1897). 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp ch−¬ng V 

49. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) 

4 35
2 1

2 3

x x
y x    ;   b) 

2 23

1

x x a
y

x

 



 (a lµ h»ng sè) ; 

c) y = (2  x
2
) cos x  + 2x sin x  ;   d) y = tan

2
x + tan x

2
. 
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50. a) Chøng minh r»ng 
1

'1
n n

n

x x 
    
 

, trong ®ã n   . 

b) Víi x  0 vµ n   , ta ®Æt 
1

. n

n
x

x
 Tõ ®ã h·y so s¸nh ®¼ng thøc trong 

c©u a) víi c«ng thøc (x
n
)' = nx

n1
 vµ nªu nhËn xÐt. 

51. T×m ®¹o hµm ®Õn cÊp ®−îc nªu kÌm theo cña c¸c hµm sè sau (n   ). 

a) y = sinx,  y"' ;     b) y = sinx sin5x,  y
(4)

 ; 

c) y = (4  x)
5
, y

(n)
 ;    d) y = 

1

2 x
,  y

(n)
 ; 

e) y =
1

2 1x 
, y

(n)
 ;    f) y = cos

2
x,  y

(2n)
. 

52. TÝnh vi ph©n cña hµm sè y = 
2

1

(1 tan )x
 t¹i ®iÓm x = 

6


 øng víi x = 

360


 

(tÝnh chÝnh x¸c ®Õn hµng phÇn v¹n). 

53. Gäi (C) lµ ®å thÞ cña hµm sè f(x) = x
4
 + 2x

2
  1. ViÕt ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn 

cña (C) trong mçi tr−êng hîp sau : 

a) BiÕt tung ®é cña tiÕp ®iÓm b»ng 2 ; 

b) BiÕt r»ng tiÕp tuyÕn song song víi trôc hoµnh ; 

c) BiÕt r»ng tiÕp tuyÕn vu«ng gãc víi ®−êng th¼ng y = 
1

3
8

x   ; 

d) BiÕt r»ng tiÕp tuyÕn ®i qua ®iÓm A(0 ; 6). 

54. T×m mét ®iÓm trªn ®å thÞ cña hµm sè y = 
1

1x 
 sao cho tiÕp tuyÕn t¹i ®ã cïng 

víi c¸c trôc to¹ ®é t¹o thµnh mét tam gi¸c cã diÖn tÝch b»ng 2. 

55. §å thÞ (P) cña mét hµm sè bËc hai 

y = P(x) ®· bÞ xo¸ ®i, chØ cßn l¹i trôc 

®èi xøng , ®iÓm A thuéc (P) vµ tiÕp 

tuyÕn t¹i A cña (P) (h. 5.8). H·y t×m 

P(x) vµ vÏ l¹i ®å thÞ (P). 

56. Cho parabol (P) : y = x
2
. Gäi M1 vµ M2 

lµ hai ®iÓm thuéc (P), lÇn l−ît cã hoµnh 

®é lµ x1 = 2 vµ x2 = 1. 

 

 

 

 

 

 

 

 

H×nh 5.8 
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H·y t×m trªn (P) mét ®iÓm C sao cho tiÕp tuyÕn t¹i C song song víi c¸t tuyÕn 

M1M2. ViÕt ph−¬ng tr×nh cña tiÕp tuyÕn ®ã. 

57. Mét chÊt ®iÓm chuyÓn ®éng cã ph−¬ng tr×nh s = t
3
  3t

2
  9t + 2, ë ®ã, t > 0, 

t tÝnh b»ng gi©y (s) vµ s tÝnh b»ng mÐt (m). 

a) TÝnh vËn tèc t¹i thêi ®iÓm t = 2. 

b) TÝnh gia tèc t¹i thêi ®iÓm t = 3. 

c) TÝnh gia tèc t¹i thêi ®iÓm vËn tèc b»ng 0. 

d) TÝnh vËn tèc t¹i thêi ®iÓm gia tèc b»ng 0. 

Bμi tËp tr¾c nghiÖm kh¸ch quan 

58. Mçi kh¼ng ®Þnh sau ®©y ®óng hay sai ? 

a) Hµm sè y = cotx  cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm mµ nã x¸c ®Þnh.        

b) Hµm sè y = x  cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm mµ nã x¸c ®Þnh.         

c) Hµm sè y = x  cã ®¹o hµm t¹i mäi ®iÓm mµ nã x¸c ®Þnh.        

Víi mçi bµi tõ 59 ®Õn bµi 62, h·y chän kÕt qu¶ ®óng trong c¸c kÕt qu¶ ®· cho. 

59. TiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè y = 
4

1x 
 t¹i ®iÓm víi hoµnh ®é x = 1 cã 

ph−¬ng tr×nh lµ 

(A) y = x 3 ;      (B) y = x + 2 ;       (C) y =  x 1 ;   (D) y = x + 2. 

60. TiÕp tuyÕn cña ®å thÞ hµm sè y = 
1

2x
 t¹i ®iÓm víi hoµnh ®é x = 

1

2
 cã 

ph−¬ng tr×nh lµ 

(A) 2x  2y = 1 ;    (B) 2x  2y  = 1;     (C) 2x + 2y = 3 ;    (D) 2x + 2y = 3. 

61. Hµm sè cã ®¹o hµm b»ng 2x + 
2

1

x
 lµ 

(A) y = 
3 1x

x


 ;     (B) y = 

3 5 1x x

x

 
 ;  

(C) y = 
 2

3

3 x x

x


 ;    (D) y = 

22 1x x

x
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62. §¹o hµm cÊp 2010 cña hµm sè y = cosx lµ 

(A) sin x  ;   (B) sin x  ;   (C) cos x  ;   (D) cos x . 

63. §iÒn néi dung thÝch hîp vµo chç trèng. 

a) Hµm sè hîp cña hµm sè y = cot u  vµ hµm sè trung gian u = x  lµ 

y = ............ 

b) Hµm sè hîp cña hµm sè y = u
n
 vµ hµm sè trung gian u = cosx + sinx lµ y = ..... 

c) Hµm sè y = tan 3x lµ hµm sè hîp cña hµm sè y = ............ vµ hµm sè trung 

gian u = .............. 

d) Hµm sè y = cos x  lµ hµm sè hîp cña hµm sè y = ............ vµ hµm sè trung 

gian u = .............. 

C©u hái vμ bμi tËp «n tËp cuèi n¨m 

1. a) TÝnh sin
8


 vµ cos

8


. 

b) Chøng minh r»ng cã h»ng sè 0C   ®Ó cã ®¼ng thøc 

sin ( 2 1)cosx x   = 
3

cos
8

C x
  

 
 víi mäi x. 

2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh  

     tan cot 2 .x x  

BiÓu diÔn c¸c nghiÖm trªn ®−êng trßn l−îng gi¸c. 

3. a) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc P(x) = (sin x  + cos x )
3
. 

b) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc Q(x) = 
2 2

1

sin cosx x
  

c) T×m gi¸ trÞ nhá nhÊt cña biÓu thøc R(x) = P(x) + Q(x).  

4. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh : 

a) sin
4
x + cos

4
x = 

3

4
 ;    b) sin

2
2x  sin

2
x = 2sin

4


 ; 

c) cos x  cos 2x = cos 3x ;   d) tan 2x  sin 2x + cos 2x  1 = 0. 
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5. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau :  

a) 2sin(x + 10
o
)  12 cos(x + 10

o
) = 3 ; 

b) 3 cos 5x + sin 5x = 2cos 3x ; 

c) sin
2
x  3sin x  cos x  + 2cos

2
x = 0. 

6. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a) 2tan
2
x + 3 = 

3

cos x
 ;    b) tan

2
x  = 

1 cos

1 sin

x

x




 ;    

c) 
sin 3

tan tan 2 .
cos

x
x x

x
   

7. Mét ®oµn tµu nhá cã 3 toa kh¸ch ®ç ë s©n ga. Cã 3 hµnh kh¸ch b−íc lªn tµu. Hái : 

a) Cã bao nhiªu kh¶ n¨ng trong ®ã 3 hµnh kh¸ch lªn 3 toa kh¸c nhau ? 

b) Cã bao nhiªu kh¶ n¨ng trong ®ã 2 hµnh kh¸ch cïng lªn mét toa, cßn hµnh 

kh¸ch thø ba th× lªn toa kh¸c ?  

8. Cho tËp hîp  A = {1, 2, 3, ..., n} víi n  , n > 1. Hái cã bao nhiªu cÆp (x ; y) 

víi x  A, y  A vµ x > y ? 

9. Mét tói chøa 16 viªn bi, trong ®ã cã 7 viªn bi tr¾ng, 6 viªn bi ®en vµ 3 viªn 

bi ®á. 

a) LÊy ngÉu nhiªn 2 viªn bi trong tói. 

  TÝnh x¸c suÊt ®Ó ®−îc 2 viªn bi ®en.  

  TÝnh x¸c suÊt ®Ó ®−îc 1 viªn bi ®en vµ 1 viªn bi tr¾ng. 

b) LÊy ngÉu nhiªn 3 viªn bi trong tói. 

  TÝnh x¸c suÊt ®Ó ®−îc 3 viªn bi ®á. 

  TÝnh x¸c suÊt ®Ó ®−îc 3 viªn bi víi 3 mµu kh¸c nhau. 

10. Gäi X lµ biÕn ngÉu nhiªn chØ sè ®iÓm mµ mét vËn ®éng viªn b¾n cung nhËn 

®−îc khi b¾n mét lÇn. Gi¶ sö X cã b¶ng ph©n bè x¸c suÊt nh− sau : 

X 9 7 5 3 1 

P 0,2 0,36 0,23 0,14 0,07 
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a) TÝnh ®iÓm trung b×nh khi vËn ®éng viªn ®ã b¾n mét lÇn. 

b) TÝnh ®iÓm trung b×nh khi vËn ®éng viªn ®ã b¾n 48 lÇn.  

11. Ta ®· biÕt  cos
22


 = 

1
2

2
. Chøng minh r»ng : 

a) cos
32


 = 

1
2 2

2
  ; 

b) cos
2n


 = 

1 dÊu c¨n

1
2 2 . . . 2

2
n 

  


  víi mäi sè nguyªn n  2. 

12. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

  u1 = 3 vµ un = 4un1  1  víi mäi n  2. 

Chøng minh r»ng : 

a) un = 
2 12 1

3

n 
 víi mäi sè nguyªn n  1 ; 

b) (un) lµ mét d·y sè t¨ng. 

13. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

  u1 = 5 vµ un = un1 2 víi mäi n  2. 

a) H·y t×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (un). 

b) H·y tÝnh tæng 100 sè h¹ng ®Çu tiªn cña d·y sè (un). 

14. Cho d·y sè (un) x¸c ®Þnh bëi 

  u1 = 2 vµ un = 3un1 víi mäi n  2. 

a) H·y t×m sè h¹ng tæng qu¸t cña d·y sè (un). 

b) H·y tÝnh tæng 10 sè h¹ng ®Çu tiªn cña d·y sè (un). 

15. C¸c sè x  y, x + y vµ 3x  3y theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè céng, ®ång 

thêi c¸c sè x  2, y + 2 vµ 2x + 3y theo thø tù ®ã lËp thµnh mét cÊp sè nh©n. 

H·y t×m x vµ y. 
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16. TÝnh giíi h¹n cña c¸c d·y sè sau : 

a) lim
4 3

4

40 15 7

100

n n n

n n

  

 
 ;    b) lim 

3 2

5 3

2 35 10 3

5 2

n n n

n n n

  

 
 ; 

c) lim
46 1

2 1

n n

n

 


 ;     d) lim
3.2 8.7

4.3 5.7

n n

n n





 

17. TÝnh c¸c giíi h¹n sau : 

a) lim 43 10 12n n   ;   b) lim (2.3
n
  5.4

n
) ;  

c) lim  4 2 21n n n    ;  d) lim 
2

1

2n n n


 
  

18. T×m sè h¹ng ®Çu vµ c«ng béi cña mét cÊp sè nh©n lïi v« h¹n, biÕt r»ng sè 

h¹ng thø hai lµ 
12

5
 vµ tæng cña cÊp sè nh©n nµy lµ 15. 

19. TÝnh giíi h¹n cña c¸c hµm sè sau : 

a) 
1

lim
x

2

3

10

6

x x

x

 


 ;     b) 

2

25

11 30
lim

25x

x x

x

 


 ;  

c) 

 
6 2

2
3

4 2
lim

2
x

x x x

x


  


 ;    d) 

2

5 4

40
lim

2 7 21x

x x

x x

 

 
 ; 

e) 
4 22 4 3

lim
2 1x

x x

x

 


 ;   f)  
3

1
lim 2 1

2x

x
x

x x





 ; 

g) 2lim 9 11 100
x

x x


   ;   h)  2lim 5 1 5
x

x x


   ; 

i) 
2

1
lim

1


  x x x x
 

20. Chøng minh r»ng ph−¬ng tr×nh x
3
 + ax

2
 + bx + c = 0 lu«n cã Ýt nhÊt 

mét nghiÖm. 

21. T×m ®¹o hµm cña c¸c hµm sè sau : 

a) y = 
3 2

( )

ax bx c

a b x

 


 (a, b, c lµ c¸c h»ng sè) ; 
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b) y = 

4
3

3

1
3x

x

   
 

 ;   c) y = 3 2cosx x  ; 

d) y = 2sin 4 x  ;    e) y = 
1

1 tan x
x

   
 

. 

22. Cho hµm sè y = 3mx  + x
2
 + x  5. T×m m ®Ó : 

a )  y ' b»ng b×nh ph−¬ng cña mét nhÞ thøc bËc nhÊt ; 

b )  y ' cã hai nghiÖm tr¸i dÊu ; 

c )  y ' > 0 víi mäi x. 

23. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh sau : 

a )  y ' = 0, víi y = 
1

2
sin 2x + sin x   3 ; 

b )  y ' = 0, víi y = sin 3x  2cos 3x  3x + 4. 

24. Cho hyperbol (H ) x¸c ®Þnh bëi ph−¬ng tr×nh y = 
1

x
. 

a) T×m ph−¬ng tr×nh tiÕp tuyÕn (T) cña (H ) t¹i tiÕp ®iÓm A cã hoµnh ®é a (víi 

a  0). 

b) Gi¶ sö (T) c¾t trôc Ox t¹i ®iÓm I vµ c¾t trôc Oy t¹i ®iÓm J. Chøng minh 

r»ng A lµ trung ®iÓm cña ®o¹n th¼ng IJ. Tõ ®ã suy ra c¸ch vÏ tiÕp tuyÕn (T). 

c) Chøng minh r»ng diÖn tÝch tam gi¸c OIJ kh«ng phô thuéc vµo vÞ trÝ cña 

®iÓm A. 

25. Mét ®iÓm M chuyÓn ®éng trªn parabol y =  x
2
 + 17x  66 theo h−íng t¨ng 

cña x. Mét ng−êi quan s¸t ®øng ë vÞ trÝ P(2 ; 0). 

H·y x¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ cña hoµnh ®é ®iÓm M ®Ó ng−êi quan s¸t cã thÓ nh×n 

thÊy ®−îc ®iÓm M. 
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Ch−¬ng I 

1.  a)  ; b) \ {kk  } ; 

c) \ {(2k + 1)k  } ; 

d) \
12 2

k k
  

  
 

 . 2. a) LÎ ; b) Kh«ng 

lÎ, kh«ng ch½n ; c) Kh«ng lÎ, kh«ng ch½n ; 

d) LÎ. 3. a) 5 vµ 1 ; b) 2 1 vµ 1 ; 

c) 4 vµ 4. 5. a) Sai. HD : XÐt kho¶ng 

;
2 2

   
 

 ; b) §óng. HD : Sö dông c«ng thøc 

cos2
x = 1  sin

2
x. 6. b)  

x 
2


  

4


  0 

4


 

2


 

2x  
2


  0 

2


  

2sin2x 0 

2 

0 
2 

0 

7. a) Kh«ng lÎ, kh«ng ch½n ; b) Ch½n ; c) LÎ. 

10. HD : Chó ý ®Õn c¸c giao ®iÓm cña ®−êng 

th¼ng 
3

x
y   víi c¸c ®−êng th¼ng y = 1. 

13. b)  

x 2  0  2 

2

x
  

2


  0 

2


  

cos
2

x
 


1 

0 
1 

0 

1 

14. a) ,
20 2

k
 


5 2

k
 
  ;  

b) 
11

6


 + k10, 

29

6


+ k10 ; 

c) 2 2  + k4 ; d)   
18


 + k2 , 

víi cos = 
2

5
 ; 16. a)  

7

12


, 

11

12


 ; 

b) 5 
11

6


, 5 

13

6


. 17. a) Cã 12 giê ¸nh s¸ng 

vµo ngµy thø  80 vµ ngµy thø 262 trong n¨m ; 

b) Ýt giê cã ¸nh s¸ng nhÊt (9 giê) vµo ngµy thø 
353 trong n¨m ; c) NhiÒu giê cã ¸nh s¸ng nhÊt 
(15 giê) vµo ngµy thø 171 trong n¨m. 

18. a) 
5


 + k

3


 ; b) a +15

o
 + k180

o
, víi tana = 5 

(cã thÓ chän  a  78
o
41'24'') ; c) 

6


 + 

1

2
+ k

2


 ; 

d) 
1

6
+ k

2


 ; e) 200

o
 +k720

o ;  

f) 
30


+ k

3


. 

20. a) 150
o
 , 60

o
, 30

o ; b) 
4

9


, 

9


 . 

21. C¶ hai b¹n ®Òu gi¶i ®óng. 22. B = 45
o
, 

C  35
o
15'52", A  99

o
44'8" hoÆc B  = 135

o
, 

C  35
o
15'52", A  9

o
44'8". 

23. a) D =  \ {
4

m
  + k2   k  , m = 1 ; 3} ; 

b) \ 2

3
k k


  ;  

c) \  
4

k k
 
   


    ,

2
k k


   


  ; 

d) \   .
6 2 2

k k k
     
      

  
   

24. a) h  3064,178(km) ; b) 25 phót. HD : XÐt 

ph−¬ng tr×nh 4000cos  10
45

t
   

 = 2000 

vµ t×m nghiÖm d−¬ng nhá nhÊt cña nã ; 
c) 37 phót. HD : T−¬ng tù phÇn a). 

25. a) 0 phót, 1 phót, 2 phót, 3 phót, ... 

b) 0,5 phót ; 1,5 phót ; 2,5 phót ; 3,5 phót ; ... 

c) 
1

4
phót. 26. a) 

2


 + k2, 

10


 + k

2

5


 ; 

b) 210
o
 + k360

o
, 70

o
 + k120

o ; 

27. a) 
6


 + k2 ; b) 

9 3
k

 
  ; 

H−íng dÉn gi¶i, ®¸p sè c¸c bµi tËp 
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c)  2
2

k

   ; 

8
k


  .  

28. a) k2, 
3


 + k2 ; b)  2

2
k


   ;  

c) 
4


 + k, 

6


 + k. 

29. a)   0,34 ; b) 1,21 ; c)  0,20  ;  2,68 ; 
d)  0,34. 

HD : x  ;
6 6

   
 

  3x  ;
2 2

   
 

. 

30. a)  + (2k + 1), víi cos = 
3

5
 vµ sin = 

4

5
 ; 

b) 
5

24


 + k, 

13

24


+ k ; 

c) V« nghiÖm. 

31. a) t  0,11 (s) vµ t  0,64 (s). 

HD : 5sin6t  4cos 6t 

   = 41
5 4

sin 6 cos6
41 41

t t
 

 
 

 

   = 41  sin  6t   víi  

cos = 
5

41
 vµ  sin = 

4

41
. 

Chän   0,675 vµ t×m nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh sin(6t  ) = 0 tho¶ m·n 0  t   1. 

b) t  0,37 (s) vµ  t   0,90 (s). HD : T×m 

nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh sin  6t   =  1 

tho¶ m·n 0  t   1. 32. a) 2 2a b vµ 

2 2a b   ; b) 
5

2
2

 vµ 
5

2
2

    

33. a) V« nghiÖm ; 

b) 
3


 + k,  arctan

8
3

3

   
 

 + k ; 

c) 
4


+ k , arctan(5) + k. 34. a) k, k

3


 ; 

b) k
2


, 

14 7
k

 
  ; c) k

2


, k .

3


 (Chó ý : hä  k  

n»m trong hä k
2


) ; d)  + k2, 

2

6 3
k

 
 . 

35. a) k
2


, k .

5


 (Chó ý : hä 

2


 + k  n»m trong 

hä k
2


) ; b) 

10 5
k

 
 , 

4 2
k

 
 , 

2
k


  . 

36. a) 2k   ; b) o o80 180k  ; 

c) k, 
4


 + k. HD : §Æt t = tanx. 

d) k
3


  (Chó ý : hä k  n»m trong hä k

3


) ; 

e) k
3


 víi k nguyªn vµ kh«ng chia hÕt cho 3. 

37. a) 
1

2
s vµ 2s. HD : T×m t tho¶ m·n 

cos  2 1
3

t
   

=  1 vµ  0  t  2. 

b) t  0,10s ; t  0,90s vµ t  1,60s. HD : T×m t  

tho¶ m·n 3cos  2 1
3

t
   

 =  2 vµ 0  t  2. 

38. a) 
6


 + k ; b) 

4
k


  . 

HD : §Æt y = tanx + cotx víi  y   2 ; 

c) arctan
1

2
 + k. 39. a) V« nghiÖm, HD : §−a 

vÒ d¹ng sin(x  ) = m víi  m  > 1 ; 

b) HD : §Æt t = sinx + cos x. 40. a) 90
o
, 270

o
 ; 

b) 225
o
,  243

o
26'5,8". 41. a) 

4


 + k, 

arctan
1

3

  
 

+ k ; b) 
1

2
arctan(2) + k

2


, 

1

2
arctan3 + k

2


 ; c) 

4


 + k,  

6


 + k. 

42. a) 
8 2

k
 
 , 

2

3


+ k2 ; b) 

16 2
k

 
 ,  

8 3
k

 
 ; c) V« nghiÖm. HD : Chó ý  §KX§ lµ 

sin4x  0 ; d) k2, 
4


 + k , 

2


 + k2. 

43. a) §óng ; b) Sai ; c) §óng ; d) Sai ; e) Sai ; 

f) §óng ; g) Sai. 45. a) 
1

sin
7

cos
7

x
    

 ; 

b) 
1 5

sin
14

cos
7

x
    

. 46. a) 
7 2

18 3
k

 
 , 

7
2 .

6
k


    HD : §Ó ý r»ng 

cos2 sin 2
2

x x
   

 
 ; b) o o30 120k  ; 
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c) 
1 1

arccos
2 3

k    ; d) 
4

k

  , 

2
arctan

5
k

    
 

. 47. a) 
1 1

arctan
2 2 2

k


  ; 

b) 
4

k


   vµ 
1

arctan
2

k
    
 

 ; 

c) 2
2

k

   ; 2arctan ( 5) 2 .k    HD : ViÕt vÕ 

ph¶i d−íi d¹ng 2 21
sin cos .

2 2 2

x x  
 

 

48. b) 2
6

k

  , 

4
2 .

3
k


   

49. 2
6

k

  , 

5
2 .

6
k


   

50. b) ,
2

k

 

4
k


    vµ 

1
arctan

2
k   

(HD : NÕu ,
2

x k


    ®Æt tan ).t x  

51. (B). 52. (C). 53. (D). 54. (A). 55. (C).  

56. (D). 57. (B). 58. (A). 59. (C). 60. (A).  

61. (D). 62. (B). 63. (D).  

Ch−¬ng II 

1. 9. 2. 20. 3. a) 605 ; b) 91 000. 4. a) 256 ; 

b)  24. 5. 120. 6. 336. 7. a) 
( 1)

2

n n 
 ; 

b) n(n  1). 8. a) 35 ; b) 210. 9. 1 048 576. 

10. 180 000. 11. 252. 12. 15. 13. a) 1365 ; 

b) 2730. 14. a) 94 109 400 ; b) 941 094 ; 

c) 3 764 376. 15. 196. 16. 126. 

17. 101 101 99
200C 2 3 . 18. . 19.  

20. 94 595 072. 21. 1 + 30x + 405x
2
 + 3240x

3
. 

22. 7 8 7
15C 3 2 . 23. 3003. 24. 32. 25. c) 0,3 ;  

d) 0,06. 

26. a) 0,5 ; b) 0,25. 27. a) 
1

30
 ; b) 

29

30
 ; c) 

11

30
. 

28. b) P(A) = 
7

12
 ; c) P(B) = 

11

36
 ; P(C) = 

5

18
. 

29. 
5
10

5
20

C
0,016

C
 .  30.  a) 

5
99

5
199

C
0,029

C
  ; 

b) 
5
50

5
199

0,0009
C

C
. 31. 

97

105
. 32. 

30

49
. 33. 

2

9
 

34. a) 
1

8
 ; b) 

7

8
 ; c) 

3

8
. 

35. a) 0,384  ; b) 0,488. 36. a)
1

8
 ; b) 

1

64
. 

37. (0,8)
10

  0,1074. 38. 
23

144
. 39. a) Kh«ng 

xung kh¾c ; b) Kh«ng ®éc lËp. 40. n = 6. 

41. 
5

36
. 42. 

25

216
. 43. Cã. 44. 

X 0 1 2 3 

P 0,125 0,375 0,375 0,125 

45. a) 0,35 ; b) 0,85. 46. 0,35. 47. E(X ) = 1,5 ; 
V(X ) = 0,75 ; (X )  0,87. 48. E(X ) = 2,05 ; 

V(X)  1,85 ;   (X )  1,36 ; 49. E(X ) = 1,85 ;    
V(X )  2,83 ; (X )  1,68. 50. 

X 0 1 2 3 

P 
1

6
 0,5 0,3 

1

30
 

51.  a) 0,8 ; b) 0,2 ; c) 2,2. 52. a) 0,72 ; b) 0,27. 

53. E(X ) = 1,875 ; V(X )  0,609 ; (X )  0,781. 

54. E(X ) = 18,375 ; V(X )  5,484 ; (X )  2,342. 
55. 168. 56. 24. 57. a) 512 ; b) 315. 58. 126. 

59. a) 12 650 ; b) 13 800. 60. 8 8 9
17C 3 2 .  

61. a) 0,334 ; b) 0,2. 62. 
5
52

1

C
.  

63. 1 
5
48

5
52

C
0,341

C
 . 64. 0,96. 

65. a) 0,992 ; b) 0,08. 66. a) 0,9 ; b) 0,9. 

67. a) 

X 5 6 7 8 9 10 11 

P 
1

12
 

1

6
 

1

4
 

1

6
 

1

6
 

1

12
 

1

12
 

b) E(X) = 7,75. 

68. a)  
X 0 1 2 3 

P 
4

35
 

18

35
 

12

35
 

1

35
 

b) E(X ) = 
9

7
 ; V(X )  0,49. 

69. C). 70. A). 71. B). 72. B). 73. B). 
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Ch−¬ng III 

11.  1nu   = 2( 1) 1nu   .  12. Gîi ý : 

Chøng minh b»ng ph−¬ng ph¸p quy n¹p.  

13. a) T¨ng ; b) Gi¶m ; c) Gi¶m.  14. Gîi ý : 

ViÕt l¹i c«ng thøc x¸c ®Þnh nu  d−íi d¹ng : 

2 5

3 3(3 2)nu
n

 


. 20. Gîi ý : T×m c«ng 

thøc cña sè h¹ng tæng qu¸t nu . §¸p sè : C«ng 

sai 
4

d


 .  22. 11 ; 14 ; 17 ; 20 ; 23.  25. C«ng 

sai d = –3 vµ nu  = 5 –3n.  27. 690.  28.  30
o 

; 

60
o
 ; 90

o
.  31. 1

8

3
u   .  32. 2 ; 1 ;

1

2
 ;

1

4
 ;

1

8
.  

34. un = 5 . (3)
n–3

. 35.  2,22.10
15

 gam.   

36. a) 59 040 ; b) 
2 731

1 048 576
.  37. 24

o
 ; 48

o
 ; 96

o
 ; 

192
o
. 39. x = 6, y = 2. 40. q = 2. 41. q = 2. 

42. 4, 
16

,
3

64

9
 ; 

148

27
, 

148

27
, 

148

27
. 44. Gîi ý : 

Sö dông ph−¬ng ph¸p quy n¹p.  45. Gîi ý : Sö 

dông ph−¬ng ph¸p quy n¹p. 51. a) u2 = 8500, 

u3 =  9000, v2  =  6420, v3 =  6869,4 ;  

b) nu  =  7500 + 500n , nv =  6000 . (1,07)
n – 1

 ; 

c) C¬ së B ; d) C¬ së A. 52. a) Sai ; b) Sai ; 

c) §óng. 53. (B) ; 54. (B). 55. (A). 56. (C). 57. (D). 

Ch−¬ng IV 
 

1. a) HD. 
( 1) 1

5

n

n n





víi mäi n.  

2. HD. 
2

1
nv

n
 víi mäi n. 5. a) 2 ; b) 1 ; c) 1 ; 

d) 1. 6. a) 
1

2
, b) 0 ; c) 0 ; d) 1. HD : Chia c¶ tö 

vµ mÉu cña ph©n thøc cho 4n
. 7. a) HD. 

1

1

5n nv v  víi mäi n ;  b) 
15

4
. 8. a) 0 vµ 0 ;  b) 

1 2 ... 3p p a   ; 
2

1 2

3
...

12
   

a
S S  

9. a)
4

9
;  b) 

21

99
; c) 

289

900
. 10. a) np R  ; 

2 1
.

2 2
n n

R
S


  ; b) lim np R  ; lim 0nS  . 

11. a)  ; b) + . 12. a)  ;   b) + .  

13. a) + ; b) + . 15. a) + ;   b)  . 

16. a) 0 ;   b) + ;  c) 
2

2
; d) 

2

3
 . 

17. a) + ; b) + ; c)  ; d) +. 18. a) 
1

2
; 

b) + ; c) + ; d) 0 ; e) + ; f) 
1

.
3

 1. 1u 19 ; 

2

5
q  . 20. a) + ; 

b) 

2
4 4 4

3 3 9 3 9n

S S
S S

          
    

 + ... +

1
4

3 9

n
S


  
  
  

 

víi 
2 3

4

a
S    ; 

22 3
lim .

5nS a  21. a) 5 ; 

b) 
1

.
2

 22. a) 0, 0, 1 vµ 0 ; b) kh«ng tån t¹i.  

23. a) 37 ; b) 0 ; c) 1 ; d) 
1

54
 ; e)  1 ; f) 3.  

24. a) 0 ; b) 2 ; c) 
1

3
; d) 

1
.

3
  25. a) 

1

2
; b) 0.  

26. a) 0 ; b) 10 ; c) + ; d) . 27. a) 1 ;  b) 1 ;  

c) Kh«ng tån t¹i. 28. a) 2 ; b) 0 ; c) 0 ; d) 
6

.
6

  

29. 3 ; 3 vµ 3. 30. a) 5 ; b) 
7

8
; c) 

2

2
; d) 2 ; e) 3 ; 

f) 3. 31. a) 
3 2

2
 ; b) 9 ; c) 16 ; d) 1. 32. a) 1 ; b) 2 ; 

c) 
1

2
; d) 0. 33. 5 ; 3 ; Kh«ng tån t¹i. 34. a)  ; 

b) +. 35. a) + ; b)  ; c)  ; d) . 

36. a) + ; b) +. 37. a)  ; b) . 38. a) 3 ; 

b)  ; c) + ; d) 0. 39. a) 0 ; b) 
2

.
3

 40. a) 0 ; 

b) 1. 41. a) 0 ; b) 0. 42. a) + ;  

b) 12 ; c) 
1

6
 ; d) 

1

4
; e) + ; f) . 43. a) 

3 3

2
 ; 

b) 
1

16
 ; c) + ; d) 

1

6
  44. a) 2 ; b) 2 ;  
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c)  ; d) +. 45. a) + ; b) 
1

2
; c) 0 ; d) +. 

55. a) + ; b) 
1

2
 ; c)  ; d) +. 56. a) + ; 

b) 
1

.
3

  57. a) 
2

3
; b) 81.  

58. 1. HD. 
1

1 .
1nu

n
 


 59. a) 

3

2
 ; b) 

1

2
  ; 

c) + ; d) + ; e) 0 ; f) 
1

.
2

  60. f liªn tôc trªn 

 . 61. 
1

.
6

m    63. a) (B) ; b) (C) ; c) (A) ; 

d) (B). 64. a) (D) ; b) (C) ; c) (C) ; d) (C). 

65. a) (B) ; b) (D) ; c) (B). 66. a) (C) ; b) (D) ; 

c) (A). 67. a) (C) ; b) (D) ; c) (A). 68. a) (B) ; 

b) (B) ; c) (D). 69. a) (A) ; b) (B) ; c) (C) ; 

d) (C). 70. a) (C) ; b) (D) ; c) (B). 71. (B). 

Ch−¬ng V 

1. a) 3 ; b) 0,19.  2. a) 2 ; b) 5.  3. a) a ; 

b) axo.  4. a) 5 ; 4,1 vµ 4,01. b) 4.   

5. a) y = 3x + 2 ; b) y = 4(3x  4) ; c) y = 3x  2.   

6. a) 49,49 m/s ; 49,049 m/s vµ  49,005 m/s ; 

b) 49 m/s.  

7. f '(1) = 5 ; f '(2) = 80 ; f '(2) = 80.   

8. a) 2ax ; b) 3x
2
 (x  ).  

9. a) 
2

2

(2 1)x




 víi 

1

2
x   ; b) 

1

2 3 x




 víi 

x < 3. 10. a) f '(3) = 27,  f '(4) = 48 ;  

b) f ' (1) = 
1

2
 ; f '(9) = 

1

6
   

11. a) MÖnh ®Ò sai ; b) MÖnh ®Ò ®óng. 12. 

f ' (x1) < 0 ; f ' (x2) = 0 ; f ' (x3) > 0.  

14. b) Kh«ng tån t¹i f '(0) ; c) MÖnh ®Ò sai.  

15. Hµm sè gi¸n ®o¹n t¹i x1 vµ x3, liªn tôc t¹i x2 

vµ x4 ; cã ®¹o hµm t¹i x4 vµ f '(x4) = 0.  

16. a) 1 ; b) 10 ; c) 8.  

17. a) 5x
4
  12x

2
 + 2 

3

2 x
  ; b) 2x

3
 + 2x  

1

3
 ; 

c) x
3
  x

2
 + x 1 ; d) 

a

a b
. 

18. a) 2x(x
6
 + 1)(7x

6
 + 1) ; b) 4x(3x

2
 + 1) ;  

c) 
2

2 2

2( 1)

( 1)

x

x

 


; d) 

2

2 2

5 6 8

( 1)

x x

x x

  

 
; 

e) 
2

( 2)

( 1)

x x

x




; f) 2(9x

2
 + x 1). 

19. a) 32(x  x
2
)
31

(1  2x) ; b) 
2

3

2x x
 ;  

c) 
3

3

2 (1 )

x

x




; d)

2

2 2 3( )

a

a x
.  

20. x < 0 hoÆc x  
3 5

2


.  21. a) x < 0 hoÆc 

x > 2 ; b) 1  2   x  1 + 2 .  
22. a) 1 5,162x  ; 2 1,162x    ; b) 1 1x   ; 

2 3,449x  ; 3 1,449.x    

23. a) 
2

2 2

2 6 25

( 5 5)

x x

x x

  
 

; b) 
2 6

5(2 1)

( 1)

x

x x

 

 
; 

c) 
3

2
2

x x   ; d) 2(x + 2) (x + 3)
2
 (3x

2
 + 11x + 9) ; 

e) 
2

2
2

1

1
2

x

x
x

x




 (hay 

2

3 2

1

2 ( 1)

x

x x




).   

24. a) y = 2x  1 ; b) y =
6

4

x 
.  25. y =  2x  1.  

26. x0  0,4142 ; x1  0,7321 ; x2 = 1 ;  

x3  1,2361.  27. t = 20s ; y(20) = 1960m.  

28. a)
2

5
 ; b) 

1

2
; c) 1.  

29. a) 5cosx + 3sinx ; b) (2x  3)cos(x2
  3x + 2) ; 

c) 
sin 2 1

2 1

x

x





; d) 2(4cos8x  cos2x) ; 

e) 
2

2

(sin cos )x x



; f) 

sin 2

cos2

x

x
 .  

31. a) 
2

1

1
2cos

2

x 
 ;  

b)  2 2

2
1 cot ( 1)

1

x
x

x
  


; 

c) 
2

4 2

3sin 2

cos sin 2

x

x x
  d) 

2

12

sin 6x
  ;  
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e)  
2

1

cos 1 2 tanx x
 ;  

f) cotx  
2sin

x

x
. 

33. a) (xcos x  sinx)
2 2

1 1

sinx x

  
 

 ;  

b) 
2 2

2

sin 2 2sin (1 tan 2 )

1 tan 2 (1 tan 2 )

x x x

x x




 
 ;  

c) 
2

cos

cos (sin )

x

x
 ; d) 

2 2

2 2

sin 2( 1) 4

2sin ( 1)

x x

x

 


 ;  

e) 
2sin 8

8

x

x

 

 
 ; f)

2sin 3 3 cos3

2 sin3

x x x

x


    

34. 2
.  

35.  a) 2
2

k

   ; 2

6
k


   ; 

7

6


 + k2 ; 

b) 
1

2
( + 

2


+ k2) trong ®ã cos = 

4

5
 vµ 

sin 3

5


c) 
2

k

  ; 2

6
k


   ; 

5
2

6
k


  ; d) 

4 2
k

 
 . 

36.
1

( 4 2 )
16

x k     .  37.  31,41593 mA.  

38. a) m = 1 ; b) m = 
3 2

2 1

 


 . 39. 0,01 ; 0,001.  

40. a) 
1

2( )a b x
dx ; b) (sin x + x cos x)dx ;  

c) (2x + sin2x)dx ; d) 
2

4

3sin
d

cos

x
x

x
.  

41. a)  1,0005 ; b)  0,998 ; c)  0,7009.   

42. a) 24  16cos2x ; b) 16sin2x. 

c) f '(x) = 6(x + 10)
5
 ; f ''(x) = 30(x + 10)

4
 ; 

f '''(x) = 120(x + 10)
3
 ; f

 (4)
(x) = 360(x + 10)

2
 ; 

f (5)
(x) = 720(x + 10) ; f (6)

(x) = 720 ; f 
(n)

(x) = 0 

(n  7).  

44. a) a(4) = 32 m/s
2
 ; b) a (1) = 14 m/s

2
.  

45. a) dy = 
4 2

3 3

6(2cos 3 1 2 cos 3 )
d

sin 3 cos 3

x x
x

x x

 
.   

b) dy = 
2

sin 4
d

cos 2 1

x
x

x



. 

46. a)  0,222 ;  b)  0,566. 

47. a) f '(x) = 1 + tan
2
x ; f "(x) = 2tanx (1 + tan

2
x) ; 

f
(3)

(x) = 2(1 + tan
2
x)

2
 + 4tan

2
x (1 + tan

2
x).  

49. a) 2x
3
 + 5x

2
  

1

2x
 ;  

b) 
2 2

2

2 3

( 1)

x x a

x

  


; c) x

2
sinx ;  

d) 
3 2 2

sin
2

cos cos

x x

x x

  
 

.  

51. a) cos x ; b) 128cos 4x  648cos 6x ;  

c) y' = 5(4  x)
4
 ; y'' = 20(4  x)

3
 ; y''' = 60(4 

 x)
2
 ; y

(4)
 = 120(4  x) ; y

(5)
 = 120 ; y

(n)
 = 0 

(n  6) ; d) 
1

( 1) . !

(2 )

n

n

n

x 




; e) 

1

( 1) !2

(2 1)

n n

n

n

x 




; 

f) 2 1( 1) .2 . cos2 n n x . 

52.   0,0059.  53. a) y = 2(4x  3) vµ y 
 = 2(4x + 3) ; b) y = 1 ; c) 2 (4 3)y x   ; 

d) y = 2(4x  3) vµ y =  2(4x + 3).  

54.
3

; 4
4

  
 

. 55. P(x) = 21 1 3

4 2 4
x x  .   

56. y = x 
1

4
. 57. a) 9 m/s ; b) 12 m/s

2
 ;  

c) 12 m/s
2
 ; d) 12 m/s. 

58. a) ®óng ; b) sai ; c) sai.  59. (A). 60. (C).  

61. (B). 62. (D).  

63. a) cot x  ; b)  cos sin
n

x x  ; c) y = tanu 

vµ  u = 3x ; d) y = u  vµ  u =  cosx. 

 

¤n tËp cuèi n¨m 

1. a) sin
8


 = 

1
2 2

2
  ; 

cos
8


 = 

1
2 2

2
 . 
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b) C  = 4 2 2  

2. 
6

x k


     

3. a) 2 2 ; b) 4 ; c) 4  2 2 . 

4. a) x = 
8


 + k

4


 ; 

b) x = 
4


 + k

2


, x = 

6


 + k ; 

c) x = k
2


. HD : cos3x = cos (x + 2x) ; 

d) x = 
8 2

k
 
  ; .x k   

5. a) x =  a  40
o
 + k360

o
 víi cos a = 

3

4
. 

b) x = 
12


+ k , x = 

48


 + k

4


. 

c) x = 
4


 + k, x = arctan 2 + k . 

6. a) x = k2. HD : §Æt y =
1

cos x
. 

b) x =  + k2, x = 
4


 + k. 

HD : tan
2
x = 

2

2

1 cos

1 sin

x

x




. 

c) x = 
3

k
. 

7. a) 3! = 6 tr−êng hîp. b) 18 tr−êng hîp. 

8. 
( 1)

.
2

n n 
 9. a) 

2
6

2
16

C
C

 = 
1

8
 ; 

2
16

6.7

C
=

7

20
. 

b) 
3
3

3
16

C
C

 = 
1

560
 ; 

6.7.3

560
 =

9

40
. 

10. a) 5,96 ; b) 48 . 5,96 = 286,08. 

11. b) HD : Chøng minh b»ng quy n¹p. 

12. a) Chøng minh b»ng quy n¹p ; 

b) HD : 2
2(n+1)+1  > 2

2n+1
 ; 

13. a) un = 7  2n ; b) S100 = 9400. 

14. a) un = 2.3
n1

 ; b) S10 = 3
10

  1. 

15. (x ; y) = (3 ; 1) , (x ; y) =
6 2

;
13 13

   
 

.  

16. a) 1 ; b) 0 ; c) + ; d) 
8

5
. 17. a) + ; 

b)  ; c)
1

2
; d) 1. 18. u1 = 12 ; q = 

1

5
 hoÆc 

u1 = 3 ; q =
4

5
.  19. a) 2 ; b)

1

10
; c) 1 ; d) 0 ; 

e)  ; f) 2 ; g) + ; h) 0 ; i) 2. 

20. HD : Do tÝnh liªn tôc cña hµm sè 

    f(x) = x
3
 + ax

2
 + bx + c 

vµ lim f(x)  = +, lim f(x)  = . 

21. a)
3 2

2

2

( )

ax bx c

a b x

 


; 

b) 

3
3 2

3 4

1 1
12 3x x

x x

        
   

; 

c) 2 2(3cos sin 2 )x x x x ; d) 

2

2

cos 4

4

x x

x




 

e) 
2

2 2

1

1 1
2 cos 1 tan

x

x x x
x x



        
   

. 

22. a) m = 
1

3
 ; b) m < 0 ; c) m >

1

3
. 

23. a) x =  + k2 ; x = 
3


 + k2 ; 

b) x = k
2

3


 ; x = 

2

3


+ k

2

3


 víi tan = 2. 

24. a) y = 
2

1 2
x

aa
  ; 

b) HD : I (2a ; 0), 
2

0 ;J
a

 
 
 

. c) 2OIJS   (®¬n 

vÞ diÖn tÝch). 25. 4  x  8.  
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thuËt ng÷ trang 
§¹o hµm cÊp hai 216 

§¹o hµm cÊp mét 216 

§¹o hµm cña hµm sè hîp 201 

§¹o hµm cña hµm sè t¹i mét ®iÓm 185 

§¹o hµm cña hµm sè trªn mét kho¶ng 189 

§é lÖch chuÈn 89 

§−êng h×nh sin 7 

§−êng tiÖm cËn (cña ®å thÞ hµm sè tan , cot )y x y x   12 

Gia tèc tøc thêi  217 

Gi¶ thiÕt quy n¹p 98 

Giao cña hai biÕn cè 81 

Giao cña k  biÕn cè 81 

Giíi h¹n v« cùc cña hµm sè  t¹i mét ®iÓm 147 

Giíi h¹n cña hµm sè t¹i mét ®iÓm  145 

Giíi h¹n cña hµm sè t¹i v« cùc 147 

Giíi h¹n 
sin
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