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PHEP DOI HIiNH
VA PHEP DONG DANG
TRONG MAT PHANG

*,

% Phép tinh tién, phép dai ximg truc, phép dai ximg
tam va phép quay

Khai niém vé phép ddi hinh va hai hinh biing nhau

» Phép vi tu, tam vi tu cla hai dudng tron

* Khai niém vé phép dong dang va hai hinh déng dang
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Fruws Quoc

o

Nhin nhitng tdm ban d6. Viét Nam trén day ta thay do 1a
nhitng hinh giéng nhau clng ndm trén mét mat phing.

Hai hinh 2 ‘va & giéng nhau ca vé& hinh dang va kich
thuéc, ching chi khac nhau vé vi tri trén mat ph&ng. Hai
hinh &8 va € giong nhau vé hinh dang nhung khac nhau
vé kich thudc va vi tri. Ta goi &2 va 9 14 hai hinh bing
nhau, con 8 va @13 hai hinh déng dang véi nhau. Vay

thé nao 1a hai hinh bang nhau hay déng dang v&i nhau ?
Trong chudng nay ta s& nghién cltu vé nhitng van dé do.



§1. PHEP BIEN HINH

AA Trong mat phang cho duong thang d va diém M. Dung hinh chi€u vudng goc M’
clia diém M lén duong thang d.

M
Ta da biét ring voi mdi di€ém M cé mot
~diém M’ duy nhit 12 hinh chi€u vuéng géc
ctia diém M trén duong thing d cho truée
(h.1.1). ,
'Ta ¢6 dinh nghia sau. M

. i Hinh 1.1

! Dinh nghia
Quy tdc ddt tuong ving méi diém M cila mdt phdng voi mot
diém xdc dinh duy nhdt M’ cia mdt phdng dé dugc goi la
phép bién hinh trong mdf phdng.

i

Neéu ki hiéu phép bién hinh 1a F thi ta viét F(M) = M’ hay M’ = F(M) va goi

diém M’ 13 4nh cia diém M qua phép bign hinh F.

Néu F 12 mot hinh ndo d6 trong mat phing thi ta ki hieu H* = F(I) 1a tap

cic diém M’ = F(M), v6i moi diém M thuoc S . Khi d6 ta n6i F bién hinh H
thanh hinh H', hay hinh H' la dnh cia hinh H qua phép bién hinh F,

Phép bién hinh bi€n mébi diém M thanh chinh né dugc goi 1a phép dong nhat.

Az Cho trudc s6 a duong, voi méi diém M trong mat phang, goi M’ Ia dlém sao cho
MM’ = a. Quy tic dat tuang Ung diém M véi diém M’ néu trén ¢6 phai la mot phép
bién hinh khong ? ‘

§2. PHEP TINH TIEN

Khi ddy mot canh cira trugt sao cho chét cira
dich chuyen tir vi trf A dén vi tri B ta thay tung
diém cha cénh cla cung dugc dich chuyén
mot doan bang AB va theo huéng tir A dén B
(h.1.2). Khi d6 ta néi canh ctra dugc tinh tién

theo vect_o'r AB.

Hinh 1.2



1. PINH NGHIA

.| Trong mat phdng cho vecto V. Phep bién hinh bién méi diém
¥§§i M thanh diém M’ sao cho MM’ =% duwoc goi la phép tinh tién
i theo vec_ta v (h.1.3).

Phép tinh ti€n theo vecto V thudng duge ki b ,
hieu 1a T;, ¥ dugc goi la vecto tinh tién. ' /

Nhu vay

ST

;M) =M & MM =7. Hinh 1.3
Phép tinh ti€n theo vecto - khong chinh 13 phép dong nhd.
Vidu |
a) Phép tinh tien T bién céc diém A, B, C trong tng thanh céc diém A’, B, C’
(h.1.4a).
b) Phép tinh ti€n T; bi€n hinh J thanh hinh F' (h.1.4b).

A
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a) b)
Hinh 1.4 C

A‘1 Cho hai tam giac déu ABE va BCD bang nhau
trén hinh 1.5. Tim phép tinh tién bién ba diém A, B,
E theo th( tu thanh ba diém B, C, D.

Hinh 1.5



’boncéUén

VE& nhimg hinh giéng nhau c6 thé 14t kin mat phing la hitng thi cla nhiéu hoa
si. M6t trong nhitng ngudi néi ti€ng theo khuynh huéng dé 1a Mé-rit Cooc-ne-li
Et-se (Maurits Cornelis Escher), hoa si ngudi Ha Lan (1898 — 1972). Nhimg
bic tranh ctia 6ng dugc hang triéu ngudi trén th€ gidi ua chudng vi ching
nhimg rt dep ma con chita dung nhing néi dung todn hoc sau sic. Sau day 1a
mot s@ trarnh cua ong.

IL TINH CHAT

ii Tinh chét |
| Néu Ty(M) =M, T;(N) =N’ thi M'N' = MN va tird6 suy ra
| M'N'=MN.

v

That vay, dé ¥ ring MM’ = NN’ =¥

va M'M =-% (h.1.6), ta c6 M v . oM
M'N’ = MM +MN +NN’ / . /
- v
. N "’

=-V+MN+7=MN.

Hinh 1.6
T d6 suy raM'N’ = MN.

N6i céch khédc, phép tinh ti€n bao toan khoéang c4ch giita hai diém b4t ki.
Tir tinh ch4t 1 ta chimg minh dugc tinh chat sau.

. Tinh chdt 2

Phép tinh tién bién duong thdng thanh ducng thdng song song
hodc tring voi né, bién doan thdng thanh doan thdng bdng
né, bién tam gidc thanh tam gidc bdng nd, bién duong tron
33 thanh duomg tron cé cing ban kinh (h.1.7).

B




Pld 2 ;
-
-
-
-

Hinh 1.7
Az Néu céch x&c dinh 4nh clia dueng thédng d qua phép tinh tién theo vecto ¥ .

y
IT1. BIEU THUC TOA PO

Trong mit phing toa d6 Oxy cho
vectd V= (a ; b) (h.1.8). V6i mbi
diém M(x ; y) ta c6 M'x' ; )
1a anh cua M qua phép tinh tién theo
vectdo V. Khi d6 MM'=V
/ = I= +
{x x=a Tir 46 suy ra {x xra

y-y=b. Y =y+b. Hinh 1.8

Biéu thitc trén duoc goi 12 biéu thitc tog d¢ cha phép tinh tién T,

. A3 Trong mét phéng toa d6 Oxy cho vecto v = (1 ; 2). Tim toa do cla diém M’ 13 anh
clia diém M(3 ; 1) qua phép tinh tién T;.

BAI TAP
1. Chu‘ngmlnhrang M = LM)yeM=T_; (M)

2. Cho tam gidc ABC ¢6 G la a trong tam. X4c dinh anh cta tam gléc ABC qua
- phép tinh tién theo vecto AG. Xic dinh diém D sao cho phép tinh tién theo”
vecto AG bi€n D thanh A.
3. Trong mit phing tda do Oxy cho vectd ¥ = (-1 ; 2), hai diém A3 ; 5), B(-1 ; 1)
va dudng thang dcé phuong trinh x — 2y + 3 =0.

a) Tim toa d6 cula cic diém A’, B’ theo th tu ]2 dnh cua A, B qua phép tinh ti€n
theo V.

b) Tim toa do cha diém C sao cho A 1 anh clia C qua phép tinh tién theo 7.
¢) Tim phuong trinh cla dudng théng 4’ 1a anh clia d qua phép tinh tién theo 7.



4. Cho hai dudng thang a va b song song véi nhau. Hiy chi ra mot phep tinh tién
bi€én a thanh b. C6 bao nhiéu phép tinh ti€n nhu the ?

§3. PHEP DOI XUNG TRUC

' Chua Déu & Béc NinH ' Ban ¢4 tuong
: Hinh 1.9

Trong thuc té ta thudng gap rat nhiéu hinh ¢ truc d6i xdng nhu hinh con
budm, anh mat trudc cda mot s6 ngodi nha, mét ban co tudng... . Viéc nghién
citu phép d6i xung. truc trong muc ndy cho ta mot cach hiéu chinh x4c khai
niém do.

1. DINH NGHIA

i Binh nghia

Cho duomg thdng d. Phép bién
“hinh bién méi diem M thudc d
thanh chinh né, bién méi diém M M,

khong thudc d thanh M’ sao cho d
la duomg trung tryc cua doagn
thdng MM’ dugc goi la phép doi
ximg qua dwomg thdng d hay phép = M’
& doi ximg truc d (h.1.10). ' Hinh 1.10

DPudng thing d dugc goi 1a truc ciia phép déi ximg hoac don gian 1a tryé doi xiing.

Phép d6i xing truc d thuong dugc ki hiéu la b ,.



Néu hinh &#' 1a anh cha hinh S qua

phép d6i ximg truc d thi ta con néi A d6i
ximg véi ' qua d, hay H va H' d6i
xtng v6i nhau qua d. )

Vidu 1. Trén hinh 1.11 ta c6 cdc diém A’
B’, C’ twong tng 13 4nh cla cic diém A, B,
C qua phép d6i xitng truc d va nguoc lai.

A1 Cho hinh thoi ABCD (h.1.12). Tim &nh clia c4c
diém A, B, C, D qua phép d6i ximg truc AC.
thn xét
1) Cho dudng thng d. V6i méi diém M,
goi M, 1a hinh chi€u vuéng géc cua M trén
~ dudmg thing d. Khi d6-

M’ =D,(M) & MyM =-M,M
2) M'=D,(M) & M=D,(M).

Az Ching minh nhan xét 2.

IL. BIEU THUC TOA PO

1) Chon hé toa d6 Oxy sao cho truc Ox trung
v6i dudng théng d. V6i méi diém M = (x ; ),
goi M'=D (M) =(x'; y) (h.1.13) thi

{£=x'
=-»
Biéu thic trén dugc goi 13 biéu thic toa do

ciia phép doi xiing qua truc Ox.

Aa Tim &nh cia cac diém A(1 ; 2), B(0 ; —-5) qua
phép dgi ximg truc Ox.

Hinh 1.11

Hinh 1.12
y
M(x;y)
""""" ]
]
]
!
My d
0 E X
|
|
]
---------- -
M(x';y)
Hinh 1.13

2) Chon hé toa do Oxy sao cho truc Oy trung véi dudng thiang d. V6i méi
diém M = (x ; R g01 M = =D, (M) =(x";y’) (h.1.14) thi :



{x' =—x
Y=y

Biéu thic trén duoc goi 12 biéu thitc toa — apieoyy (M, MGy

doé cua phép doi ximg qua truc Oy. Sttt o i 1
A4 Tim anh cia céc diém A(1;2),B(5;0) i é
qua phép d6i ximg truc Oy. ! :
- o ’ X
IIL. TINH CHAT Hinh 1.14

Ngudi ta chiing minh dugc c4c tinh chét sau.

i Tinh chét 1
i

,g Phép doi ximg truc bdo toan khodng cdch giita hai dzem bat ki.

=t

As Chon hé toa dd Oxy sao cho truc Ox tring véi truc d6i xtmg, réi ding biéu thue toa
@6 clia phép d6i xing qua truc Ox dé chiing minh tinh chat.1. '
N Tinh chéit 2
l Phép déi ximg truc bién duong thdng thanh duong thang, bién
| dogn thdng thanh doan thdng béng né, bién tam gidc thanh
tam gidc bdng né, bten duong tron thanh dudng tron cé cing
| bdn kinh (h.1.15).

SRS ——

e

IV. TRUC DOI XUNG CUA MOT HINH

& Dinh nghia

Duong thdng d dwoc goi la truc doi xing cia hinh H néu
. phép doi xung qua d bién S thanh chinh ne.

Khi d6 ta néi 2 12 hink c6 truc doi xung

10



Vidu?2
a) Méi hinh trong hinh 1.16 13 hinh c6 truc d6i xing.

N |/

b) Maéi hinh trong hinh 1.17 1a hinh khong c6 truc d6i xung.

AENF

Hinh 1,17

Hinh 1.16

Ae a) Trong nh(ng ch( cai du6i day, ch nao la hinh c6 truc ddi’xt’mg ?

HALONG

b) Tim mét s6 hinh t&r giac c6 truc d6i ximg.

BAITAP
1. Trong mit phing Oxy cho hai diém A(1 ; =2) v B(3 ; 1). Tim anh cfa A, B va
dudng théng AB qua phép d6i ximg truc Ox.

2. Trong mat phang Oxy cho du’ong thing d c6 phuong tr1nh 3x-y+2=0. Viét
phuong trinh cla dudng thdng d’ 1a anh cla d qua phép d6i xing truc Oy.

3. Trong c4c chi c4i sau, chit ndo 13 hinh c6 truc d6i xing ?

W
VIETNAM
O

11



1. PINH NGHiA

12

§4. PHEP DOI XUNG TAM

Quan sit hinh 1.18 ta thdy hai hinh
den va tring d6i xdng véi nhau qua
tam cha hinh chit nhat, D€ hiéu rd loai
d6i xing nay ching ta xét phép bién
hinh duéi day.

Hinh 1.18

;Ei Dinh nghia

| Cho diém 1. Phép biéh hinh bieh diém I thanh chinh n6, biéh
fj% mébi diém M khdc I thanh M’ sao cho I la trung diém ciia
?ff doan thdng MM’ duoc goi la phép d6i ximg tam 1.
Diém I duoc goi 1a tdm doi xitng (h.1.19).

Phép d6i ximg tam / thudng duge ki hiéu 1a D, . M.
Néu hinh £’ 12 anh cha hinh S qua I

‘D, thi ta cdn n6i H' d6i xing v6i H
qua tam /, hay S va ' d6i xing véi Hinh 1.19
nhaq qua l.

Tir dinh nghia trén ta suy ra ~
M =D,(M) & IM =-IM

Vidul C ' E
a) Trén hinh 1.20 cic diém X Y, Z _ N \\ _ i
twong tng 1a 4nh clia cdc. diém D, E, C x| hONUT L/
qua phép ddi xing tam / va nguoc lai. " ~‘«\111
b) Trong hinh 1.21 c4c hinh o va BB 12 VAN
anh clia nhau qua phép d6i xing tam I, d .
cic hinh S vi ' 1a anh cla nhau Y z
qua phép déi xing tam I. ' | .

Y

Hinh 1.20



Hinh 1.21

A, Chimng minh rang
M =D;(M) & M=Dy(M).

Az Cho hinh binh hanh ABCD. Goi O 1a giao diém cia hai dudng chéo. Buang thang
ké qua O vubng goc v6i AB, cit AB @ E va cat CD § F. Hay chi ra céc cap diém
trén hinh vé d6i xing véi nhau qua tam O.
IL. BIEU THUC TOA PO CUA PHEP POI XUNG QUA GOC TOA PO
Trong hé toa do Oxy cho M = (x; y),

M'=DO(M) =(x";y), khido y
{x, Y122y MGx; )
y=-y , !

Biéu thic trén duoc goi 1a bidu thiic : 0 : E
toa dé cua phép doi xiumg qua géc 3

toa dé. ]

A o, . M'(x'5y)
3 Trong mat phang toa d6 Oxy cho diém
A(=4 ; 3). Tim &nh cla A qua phép Hinh 1.22

d6i xtmg tam O.

IIL. TINH CHAT
Tinh chét 1

Néu D(My=M va D;(N)=N' thi M'N’=-MN, tir d6
& suyra M'N’=MN.

13



That vay, vi IM =-IM A%ﬁ,\
va IN'=~IN (h.1.23) nén \’
=—IN—(~IM)=~(IN —IM) = -MN. 13

Do d6 M’'N’= MN.
N6i cdch khéc, phép doi ximg tdm bdo toan khodng cdch giita hai diém badt ki.
A4 Chon hé toa d6 Oxy, réi dung biéu thirc toa d6 clia phép d6i xing tam O ching
minh lai tinh chat 1.

Tu tinh chét 1 suy ra

& Tinh chét 2

Phép doi ximg tam bién duong thdng thanh dudng thdng song
song hodc tring véi né, bién doan thdng thanh doan thdng
bdng nd, bién tam gidc thanh tam gidc bdng nd, bién duong
. tron thanh dwong tron co cung ban kinh (h.1.24).

A
B AA Q
7 A
A / 1
\‘~\\ / B << v ¢ \\\
\\‘~ // \‘\\ \I/ \\\
1 7\\‘~\ 1/\)\\\\ .\\
// . ‘~\\\ ,II /.\\ . B, ‘\\
/A' C’ \‘\
A
B A
A’ ‘
a) b) ) c)
Hinh 1.24

IV. TAM POI XUNG CUA MOT HINH

% Dinh nghia

Diém-1 dugc goi la tam doi ximg cia hinh FE néu phép doi.
. xiimg tdm I bién FE thanh chinh no.

Khi d6 ta néi # 12 hinh c6 tam d6i ximg.

14



Vi du 2. Trén hinh 1.25 12 nhitng hinh c6 tdm d&i xtng.

Hinh 1.25

As Trong céc cht sau, ch(t nao la hinh ¢6 tam d6i xing ?

HANOI

A\ Tim ot s6 hinh t e 6 tam d6i ximg.

BAI TAP
1. Trong mat phéng toa do Oxy cho diém A(-1 ; 3) va dudng thing d c6 phuong
trinh x — 2y + 3 = 0. Tim anh cua A va d qua phép d6i xiing tam O. ‘
2. Trong céc hinh tam gidc déu, hinh binh hanh, ngii £iéc déu, luc gi4c déu, hinh
nao c6 tdm déi xding ?
3. Tim mét hinh c6 v6 s6 tam d6i xing.

§7. PHEP QUAY

Hinh 1.26

Su dich chuyén ca nhiing chiéc kim déng h6, clia nhing banh xe riang cua
hay dong tic xo¢ mot chi€c quat gidy cho ta nhiing hinh 4nh vé phép quay ma
ta s€ nghién cifu trong muc nay..

15



I. PINH NGHIA

. Dinh nghia

Cho diém O va géc lugng gidc o . Phép bién hinh bién O
thanh chinh né, bién mdi dié,m'M khdc O thanh diém M’ sao
cho OM’ = OM va géc lugng gidc (OM; OM’) bang o dugc
o goi la phép quay tam O géc a (h.1.27).

/
biém O duoc goi 1a tdm quay con a dugc goi
12 gbc quay clia phép quay dé6.
Phép quay tdm O géc « thudng dugc ki hiéu

Vidy 1. Trén hinh 1.28 ta c6 cdc diém A, B, Hinh 1.27°

O tuong ting 12 anh cua cic diém A, B, O qua

phép quay tdm O, géc quay —%- | B T

. . // I; - N .
A1 Trong hinh 1.29 tim mét géc quay thich hop dé A/l 'j\» %
phép quay tam O. N da 3
— Bién diém A thanh diém B ; NEEAUE
— Bién diém C thanh diém D. 2SN
Hinh 1.28

o Hinh 1.29 )
Nhdn xét !

1) Chiéu duong cha phép quay 12 chiéu dwong cia dudng tron lugng gidc
nghia 12 chiéu ngugc véi chiéu quay ctia kim dong hé.

Mo 0 M

A
0 M M’

Chiéu quay duong Chiéu quay &m
Hinh 1.30

16



B A
Hinh 1.31

Az Trong hinh 1.31 khi banh xe A quay theo chiéu duong thi banh xe B quay theo

chiéu nao ?
2) Véi k 1a s6 nguyen ta luén cé /‘\
Phép quay Q 54y 12 Phép déng nhat. M M
’ (4]
Phép quay Q(O,(2k+1)1t) 1a phép doi Hinh 1.32

xtng tdm O (h.1.32).

As Trén mét chiéc ddng hé tir e 12 gid d&n 15 gio kim gid va kim phat da quay mét
gbc bao nhiéu d6 ?

Hinh 1.33

IL TINH CHAT ’
Quan sat chiéc tay 14i (vo-lang) trén tay nguoi lai

xe ta thay khi ngudi 14i xe quay tay ldi mot goc
nao d6 thi hai diém A va B trén tay lai cling quay
theo (h.1.34). Tuy vi tri A va B thay déi nhung

khoang cach giita ching khong thay ddi. Diéu d6

dugc thé hién trong tinh chat sau chia phép quay. Hinh 1.34

2- HINH HOC 11-A 17



Tinh chét 1 BRE
Phép quay bdo toan khodng e
cdch giita hai diém bat k. A )
Al L B
NN ‘
AN -7
NP i
0 ~--\_~_\~\ IB,
Hinh 1.35

Phép quay tam O, goc (OA ; OA’) bién diém A thanh A',
B thanh B'. Khi do6 ta c6 A'B'= AB.

Tinh chét 2

Phép quay bién duong thing thanh duong thdng, bién doan thing
thanh doan thdng bang nd, bién tam gidc thanh tam gidc bdng nd,
bién duomg tron thanh duomg tron ¢é cung ban kinh (h.1.36).

\

Hinh 1.36
Nhdn xét

Phép quay géc avéi 0<a <7, bién
dudng thing d thanh dudmg thing @’
sao cho géc giita'd va d' bing «

(néu 0<as§), hoic bing M-

(néu =< <m) (h.1.37).

(S|

Hinh 1.37

A4 Cho tam giac ABC va diém O. Xac dinh anh clia tam giac d6 qua phép quay tam O

18
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BAI TAP

1. Cho hinh vuéng ABCD tam O (h.1.38).

a) Tim anh cta diém C qua phép N
quay tam A géc 90°

b) Tim anh ctia dudng thang BC qua h 5
phép quay tam O géc 90° Hinh 1.38

2. Trong mat phing toa do Oxy cho diém A(2 ; 0) va duong thang d c6 phuong
trinh x + y — 2 = 0. Tim anh clia A va d qua phép quay tdm O géc 90°.

§6. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH
VA HAI HINH BANG NHAU

1. KHAI NIEM VE PHEP DOI HINH

Céc phép tinh tién, d6i ximg truc, d6i ximg tdm va phép quay déu c¢6 mdt tinh
chat chung 1 bao toan khoang céach giita hai diém bat ki. Ngudi ta dung tinh
chat d6 dé dinh nghia phép bién hinh sau day.

& Dinh nghia
Phép doi hinh la phép bién hinh bdo toan khodng cdch giita
" hai diém bat ki.

Néu phép doi hinh F bién cic diém M, N 1an lugt thanh cic diém M’, N’ thi

MN=M'N".

Nhdn- xét

1) Céc phép dong nhat, tinh tién, d6i xing truc, doi xing tam va phép quay
déu 1a nhitng phép doi hinh.

2) Phép bién hinh c¢6 dugc bang cich thuc hién lién ti€p hai phép doi hinh
cling la mot phép dot hinh.

Vidul

a) Tam gidc A'B”C” 1a anh ctia tam gidc ABC qua phép doi hinh (h.1.39a).

b) Ngil gidc MNPQOR 1a anh cla ngii gidc M'N'P'Q'R’ qua phép doi hinh
(h.1.39b).

19



¢) Hinh " 12 anh clia hinh S qua phép dai hinh (h.1.40).

Hinh 1.40 A B

A1 Cho hinh vuéng ABCD, goi O la giao
diém cla AC va BD. Tim anh cla cac

diém A, B, O qua phép dai hinh c6 dugc Y
bang cach thyc hién lién ti€p phép quay
tam O goc 90° va phép d6i ximg qua b =
duang thang BD (h.1.41). Hinh 1.41
y
A
C c

Vi du 2. Trong hinh 1.42 tam gidc \
DEF 1a 4nh ctia tam gidc ABC qua < 7
phép ddi hinh cé dugc bang cach thuc

. . . z \|B
hién lién ti€p phép quay tam B goc 4 17
90° va phép tinh tién theo vecto
V=CF =(2;-4).
0 D E
X
Hinh 1.42
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IL. TINH CHAT

Phép doi hinh :

1) Bién ba diém thdng hang thanh ba diém thdng hang va bdo
toan thit tu giita cdc diém ;

2) Bién duong thdng thanh duomg thdng, bién tia thanh tia,
bién doan thdng thanh doan thdng bdng né ;

3) Bién tam gidc thanh tam gidc bdng nd, bién goc thanh géc

bdng né .

4) Bién duong tron thanh duong tron cé cung ban kinh.

A\, Hay chimg minh tinh chét 1. i B,
Gi y. St dung tinh chat diém B ndm B
gitta hai di€m A va C khi va chi khi &
AB +BC = AC (h.143). i 1.43

As Goi A’, B’ lan lugt 1a &nh clia A, B qua phép ddi hinh F. Chitng minh rang néu M la
trung diém cla AB thi M’ = F(M) |a trung diém clla A'B".

1" Chu y. a) Néu mot phép doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidgc A'B'C’
thi né ciing bién trong tdm, tryc tém, tdm cdc duong tron noi tiép, ngoai tiép
cua.tam gidc ABC tuong ting thanh trong tam, truc tdm, tdm cdc duong tron
noi tiép, ngoai tiép cua tam gidc A’B'C’ (h.1.44).

A ¢

Hinh 1.44

b) Phép doi hinh bién da gidc n canh thanh da
gidc n canh, bién dinh thanh dinh, bién canh
thanh canh.

Vi du 3. Cho luc giéc déu ABCDEF, O latam B E
dudng tron ngoai ti€p ca né (h.1.45). Tim anh
cta tam gidc OAB qua phép doi hinh c6 duogc
bang cach thuc hién lién ti€p phép quay tam O, c I
géc 60° va phép tinh tién theo vectgy OF .

Hinh 1.45
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giﬁi
Goi phép doi hinh da cho la F. Chi cdn x4c dinh anh cta céc dinh cla tam
gidc OAB qua phép doi hinh F' Ta c6 phép quay tam O, géc 60° bién O, A va
B 1an lugt thanh O, B va C. Phép tinh tién theo vecto OF bién O, B va C ldn
lugt thanh E, O va D. Tir d6 suy ra F(O) = E, F(A) = O, F(B) = D. Vay anh
cua tam gidc OAB qua phép doi hinh F la tam giac EOD.

A\4 Cho hinh chit nhat ABCD. Goi E, F. H, I theo A D

III. KHAI NIEM HAI HINH BANG NHAU
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ther tu 13 trung diém clia cac canh AB, CD, BC,
EF. Hay tim mot phép dai hinh bién tam giac AEI
thanh tam giac FCH (h.1.46).

Hinh 1.46

Hinh 1.47

Quan sét hinh hai con ga trong tranh dan gian (h.1.47), vi sao c6 thé néi hai
hinh F va S’ bing nhau ?

Chiing ta da biét phép doi hinh bién mét tam gidc thanh tam giéc bang no.
Ngudi ta ciing chiing minh duogc ring v6i hai tam gidc bang nhau luén cé mot
phép doi hinh bién tam gidc nay thanh tam gidc kia. Vay hai tam gidc bang
nhau khi va chi khi ¢c6 mot phép doi hinh bi€n tam gidc nay thanh tam gidc
kia. Ngudi ta diing tiéu chudn d6 dé dinh nghia hai hinh bing nhau.

' Dinh nghia

Hai hinh dugc goi la bdng nhau néu c6 mot phép doi hinh
. bién hinh nay thanh hinh kia.




Vidu4
a) Trén hinh 1.48, hai hinh thang ABCD va A”B”C”D"” bang nhau vi c6 mot
phép doi hinh bién hinh thang ABCD thanh hinh thang A"B”"C"D".

p| |c|
/Bn C
Al B
B C’ D’
All
. D’
AI
Hinh 1.48

b) Phép tinh tién theo vecto 7 bién
hinh .27 thanh hinh &, phép quay
tam O géc 90° bién hinh & thanh
hinh €. Do d6 phép doi hinh c6
dugc bing cich thuc hién lién tiép
phép tinh ti€n theo vecto ¥V va phép

quay tam O géc 90° bién hinh £
thanh hinh €. Tir d6 suy ra hai hinh
& va €biang nhau (h.1.49). Hinh 1.49

As Cho hinh chir nhat ABCD. Goi I la giao diém clia AC va BD. Goi E, F theo thir ty 1
tung diém clia AD va BC. Chimg minh rng céc hinh thang AEIB va CFID béng nhau.

BAI TAP
1. Trong mat phédng Oxy cho cdc diém A(=3;2),B(-4;5vaC(-1;3).
a) Ching minh rang céc diém A’(2 ; 3), B'(5 ; 4) va C'(3 ; 1) theo thit tir 12 anh
clia A, B va C qua phép quay tam O géc —90°. _ _
b) Goi tam giac A B,C; 1a anh ctia tam gidc ABC qua phép doi hinh c6 duoc

bang céch thuc hién lién tiép phép quay tam O g6c —90° va phép d6i xing
qua truc Ox. Tim toa do cdc dinh clia tam gidc ABC,.
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2. Cho hinh chit nhat ABCD. Goi E, F, H, K, O, I, J 14n luot 12 trung diém cla cac
canh AB, BC, CD, DA, KF. HC, KO. Ching minh hai hinh thang AEJK va
FOIC bang nhau.

3. Chitng minh rang : Néu mot phép doi hinh bién tam gidc ABC thanh tam gidc
A'B'C’ thi n6 ciing bi€n trong tam clia tam gidc ABC tuong img thanh trong tam
ctia tam gidc A'B'C’

§7. PHEP VI TU

1. PINH NGHIA .

1)!
x(n

Dinh nghia

Cho diém O va s6 k#0. . Phép bzen hinh bién méi diém M
thank diém M’ sao cho OM’ = k.OM dugc goi la phép vi tw
tam O, t 6’k (h.1.50).

Hinh 1.50

Phép vi tu tAm O, ti s k thudng dugc ki hiéu la Vo vy

Hinh 1.51
Vidul

a) Trén hinh 1.51a c4c diém A’, B’, O 14n luot 12 anh clia cdc diém A, B, O qua
phép vi tu tdm O ti s6 —2. ‘
b) Trong hinh 1.51b phép vi tw tam O, ti s6 2 bién hinh S thanh hinh "
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A1 Cho tam giac ABC. Goi E va F tuong Ung la trung diém clia AB va AC. Tim mét
- phép vi ty bién B va C tuong (ng thanh E'va F.
Nhdn xét .
1) Phép vi tu bién tam vi ty thanh chinh né.
2) Khi k = 1, phép vi tu 1a phép dong nhiit.
3) Khi k =1, phép vi tu 1a phép d6i xing qua tam vi tu.
DM =V (M) & M= v( l)(M ).

Az Chiing minh nhan xét 4.

IL TINH CHAT

& Tinh chét 1

Néu phép vi ty tz 56 k bzen hai diém M, N tuy y theo thir ty
. thanh M’, N’ thi M'N’ = k.MN va M'N’ = lkl.MN.

 Chitng mink
Goi O 12 tam ctia phép vi tut ti s6 k. Theo dinh | M
ntha cua phep vitgtaco: OM’ = kOM va M
ON’ = kON (h.1.52). Do dé :
M'N’=ON’-OM’ = kON - kOM 0 /
. : . N N

T dé suy ra M'N’ = |kl MN.

Vidu 2. Goi A, B, C’ theo thit tu 12 anh cua A, B, Cqua phep vi tu ti sO k.
Chu'ngmmhrang AB—tAC te R & AB =tAC.

Gidi

Goi O 12 tam clia phép vi tu ti s6 k, ta c6 A'B’ =kAB, A'C’ = kAC. Do dé :

AB—tAC4:)kAB —t;AC & AB =t1AC.

Aa péyrang: diém B n3m gitta hai diém A va C khi va chi khi AB = tAC O0<t<l.

Sir dung Vi du trén ching minh rang néu diém B ndm gitta hai diém A va C thi
diém B’ ndm gira hai diém A vac..
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Tinh chat 2
Phép vi tw't s6'k :

a) Bién ba diém thdng hang thank ba diém théng hang va bdo
toan thit ty giita cdc diém dy (h.1.53).

b) Bién dudng thdng thanh dudng thing song song hodc tring
véi né, bién tia thanh tia, bién doan thdng thanh doan thdng.

c) Bién tam gidc thanh tam gidc déng dang véi nd, bién goc
thanh géc bang né (h.1.54).

d) Bién duong tron bdn kinh R thanh duong tron ban kinh kIR

(h.1.55).

A A
/ : “
=7 |/

C C B B’

Hinh 1.53 R ' Hinh 1.54

A

Hinh 1.55

A4 Cho tam giéc ABC 6 A", B, C” theo thi ty
la trung diém cila cac canh BC, CA, AB. Tim
mdt phép vi tu bién tam gidc ABC thanh tam
giac A’B'C’ (h.1.56).

Hinh 1.56

Vi du 3. Cho diém O va dudng tron (/ ; R). Tim anh cta dudng tron d6 qua
phép vi tu tam O ti s6 —2.
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Gidi
Ta chicln tim /' = Vio,-2y(D bing cach ldy trén tia d6i cla tia OI diém I’ sao
cho OI' = 201. Khi d6 anh cta (/ ; R) 1a (I"; 2R) (h.1.57).

Hinh 1.57

III. TAM VI TU CUA HAI PUGNG TRON

Ta da biét phép vi tu bién dudng tron thanh dudng tron. Ngugce lai, ta ¢6 dinh
If sau

Dinhli
Vi hai duong tron bdt ki luén c6 mét phép vi tu bién duong
& tron nay thanh duong tron kia.

Tam cta phép vi tu d6 duoc goi 1a tdm vi ty ciia hai dudng tron.
Cich tim tam vi tu cia hai duong tron M

Cho hai dudng tron (7 ; R) va (I’ ; R").
C6 ba truong hop xay ra :

o Truong hop I trung voi I’

Khi d6 bhép vi ty tam / ti s§ %’ va phép vi

tu tam / ti s6 —%’ bién duong tron (I ; R)

thanh dudng tron (I ; R') (h.1.58).

e Truong hop I khacl’vaR # R’. Hinh 1.58

Ldy diém M bt ki thudc dudng tron ( ; R), dudng thang qua I’ song song vdi
IM cat dudng trlbn (I"; R) tai M’ va M". Gia sit M, M’ nam cung phia d6i véi
duong thang /1" con M, M"” nam khic phia déi vé6i duong thang 171°. Gia sir
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dudng thang MM’ cit dudng thing 11’ tai diém O nim ngoai doan thang I 1',
con dudng thing MM” cét dudng thing /1’ tai diém O, nim trong doan
thing /1 (h.1.59).

Hinh 1.59

4 4

Khi d6 phép vi tu tam O ti s6 k = %'vé phép vi tu tam O, ti s6 k = —% s€

bién dudng tron (I ; R) thanh dudng tron (I”; R"). Ta goi O la tdm vi ty ngoai
con Oy latamvi tu trong cua hai duong tron noi trén.

o Truong hop I khdc I'va R=R’. M o

Khi d6 MM’ // IT’ nén chi c6

phép vi ty tam O; t s8 .

k = _% = —1 bién dudng tron \i/ OK y
(I ; R) thanh dudng tron (I’ ; R)). -

N6 chinh 12 phép d6i xing tam Hinh 1.60 M

0, (h.1.60).

Vidu4

Cho hai duong tron (O ; 2R) va (O’ ; R) ndm ngoai nhau. Tim phép vi tu bién
(O ; 2R) thanh (O’ ; R).

2

Gidi

Hinh 1.61
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Lay diém L b4t ki trén duong tron (O ; 2R), duong thang qua O’, song song
v6i OL cit (O’ ; R) tai M va N (h.1.61). Hai dudng thang LM va LN cét dudng

thing OO’ 14n luot tai / va J. Khi d6 cdc phép vi tu V, va vy S8
1 _ —_—
13) " 1)
bién (O ; 2R) thanh (O’; R).

BAI TAP
1. Cho tam gidc ABC c6 ba géc nhon va [ la truc tam. Tim anh cla tam gidc

.
ABC qua phép vi ty tdm H, ti 50 3 \

2. Tim tam vi tu cGa hai dudng tron trong céc trudng hop sau (h.1.62) :

oo 0 ©

Hinh 1.62

3 Chlmg minh ring khi thuc hién lién t1ep hai phép vi tu tam O s€ dugc mét phép
vi tu tam O.

§8. PHEP DONG DANG

Nha todn hoc c6 Hi Lap néi ti€ng Py-ta-go
(Pythagore) timg cé mot ciu néi duge
nguoi doi nhd mii : "Dimg thay béng cua
minh & trén tuong rat to ma tudng minh vi
dai". That vay, bang cich diéu chinh den
chi€u va vi tri diing thich hop ta c6 thé tao
dugc nhitng cdi béng chia minh trén tudng
giéng hét nhau nhung c6 kich thude to nhod
khac nhau. Nhing hinh c6 tinh chét nhu thé
goi Ia nhiing hinh déng dang (h.1.63). Vay
thé€ nao 1a hai hinh déng dang vé6i nhau ? Dé
hi€u mot céch chinh xéc khéi niém d6 ta cAn dén phép bién hinh sau day.

Hinh 1.63
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I. DINH NGHIA
& Dinh nghia

Phép bién hinh F duoc goi la phép déng dang i s6'k (k > 0),
néu voi hai diém M, N bdt ki va anh M’ N’ niong img ciia
chiing ta luén c6 M'N’ = kMN (h.1.64).

,
A
C’ N’ A’

Hinh 1.64

Nhdn xét
1) Phép doi hinh 1a phép dong dang ti s6 1.
2) Phép vi tu ti s6 k la phép dong dang ti s6 Ikl

A1 Ching minh nhan xét 2,
3) Néu thuc hién lién ti€p phép dong dang ti s6 k va phép déng dang ti s6 p ta
dugc phép dong dang ti s6 pk.

Az Ching minh nhan xét 3.

Vi du 1. Trong hinh 1.65 phép vi tu tam O ti s6 2 bién hinh .Z thanh hinh 9.
Phép do6i ximg tam 7 bi€n hinh & thanh hinh &. Tir 46 suy ra phép déng
dang c6 dugc bang cdch thuc hién lién ti€p hai phép bién hinh trén s& bién
hinh .« thanh hinh €.

Hinh 1.65
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II. TINH CHAT

Tinh chét

Phép dong dang ti s6'k :

a) Bién ba diém thdng hang thanh ba diém thdng hang va
bdo toan thir tw gifia cdc diém dy.

b) Bién duonmg thdng thanh duomg thdng, bién tia thanh tia,
bién doan thdng thanh doan thdng.

c) Bién tam gidc thanh tam gidc déng dang vdi né, bién géc
thanh géc bang né.

d) Bién duong tron bdn kinh R thanh duong tron ban kinh kR.

Aa Chung minh tinh chat a.

A4 Goi A’, B’ 1an luot |a &nh clia A, B qua phép dong dang F. ti s8 k. Chimg minh rang
néu M la trung diém clia AB thi M’ = F(M) |a trung diém clia A'B’

I Chat y. a) Néu mot phép dong dang bién tam gidc ABC thanh tam gidgc A’'B'C’
thi né ciing bién trong tdm, truc tdm, tém cdc duong tron ndi tiép, ngoai tiép
cua tam gidc ABC tuong img thanh trong tdm, truc tdm, tdm cdc duong tron
noi tiép, ngoai tiép cua tam gidc A’'B'C’ (h.1.66).

C
A
Ai\ :
B o G'
H
. B’

Hinh 1.66

b) Phép dong dang bién da gidc n canh thanh da gidc n canh, bién dinh thanh
dinh, bién canh thanh canh.

IIL. HINH PONG DANG

Ching ta d?‘ biét P_hép dong dang bién mot tam gidc thanh tam gidc dong
dang v6i n6. Ngudi ta ciing ching minh dwge ring cho hai tam gidc déng
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dang v6i nhau thi luéon c6 mot phep dong dang bién tam gidc nay thanh tam
gidc kia. Vay hai tam gidc dong dang véi nhau khi va chi khi ¢cé mot phép
dong dang bién tam gidc nay thanh tam gi4c kia. Diéu dé gagi cho ta cach dinh
nghia céc hinh dong dang.

Dinh nghia

Hai hinh duoc goi la déng dang véi nhau néu cé6 mot phép
dong dang bién hinh nay thanh hinh kia.

Vidu?2

a) Tam gidc A’B’C’ 1a hinh d6ng dang cia tam gidc ABC (h.1.67a).

b) Phép vi tu tam I ti s6 2 bién hinh .«Z thanh hinh &8, phép quay tam O géc
90° bién hinh e% thanh hinh €. Do dé phép déng dang cé dugc bing cach
thuc hi¢n lién ti€p hai phép bién hinh trén s& bién hinh .« thanh hinh &. Tix
d6 suy ra hai hinh .«Z va € déng dang véi nhau (h.1.67b). |

B

a) b)
Hinh 1.67

Vi du 3. Cho hinh chit nhat ABCD, AC va BD cit nhau tai I. Goi H, K, L va J
14n luot 13 trung diém cla AD, BC, KC va IC. Chung minh hai hinh thang
JLKI va [HAB d6ng dang véi nhau.

Gidi
Goi M 1a trung di€ém cta AB (h.1.68). Phép vi tu tam C, ti s6 2 bién hinh
thang JLKI thanh hinh thang /KBA. Phép d6i ximg qua dudng théng IM bién
hinh thang JKBA thanh hinh thang I/HAB. Do d6 phép déng dang c6 duogc



bang cdch thyc hién lién ti€p hai A H D
phép bi€n hinh trén bién hinh thang
JLKI thanh hinh thang /HAB. Tu d6
suy ra hai hinh thang JLKI va IHAB !

déng dang véi nhau. "
J
As Hai dueng tron (hai hinh vuong, hai
hinh chit nhat) bat ki c6 déng dang voi
nhau khéng ? B K L ¢
' Hinh 1.68
BAI TAP

1. Cho tam gidc ABC. X4c dinh anh cla né qua phép déng dang c6 dugc bang
cach thuc hién lién ti€p phép vi tu tam B ti s6 % va phép d6i xing qua dudng
trung truc cua BC.

2. Cho hinh chit nhat ABCD, AC va BD cit nhau tai . Goi H, K, L va J l4n luot 1
trung diém clia AD, BC, KC va IC. Ching minh hai hinh thang JLKI va IHDC
déng dang véi nhau.

3. Trong mit phang Oxy cho diém I(1 ; 1) va dudng tron tam I bén kinh 2. Viét
phuong trinh ciia dudng tron 1a anh cla dudng tron trén qua phép déng dang c6

duoc bang cach thuc hién lién ti€p phép quay tdim O, géc 45° va phép vi tu
tam O, ti s6 /2.

4. Cho tam gidc ABC vuong tai A, AH 1a dudng cao ké tir A. Tim mot phép d6ng
dang bi€n tam gidc HBA thanh tam gidc ABC.

CAU HOI ON TAP CHUONG I
1. Th€ ndo 12 mot phép bi€n hinh, phép ddi hinh, phép dong dang ? Néu méi lién
hé giita phép doi hinh va phép déng dang.
2. a) Hay ké tén cac phép doi hinh di hoc.
b) Phép déng dang c6 phai 1a phép vi tu khong ?

3. Hay néu mot s6 tinh chét ding d6i v6i phép doi hinh ma khong ding d6i véi
phép dong dang.
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. Thé nao 1a hai hinh bang nhau, hai hinh déng dang v4i nhau ? Cho vi du.

. Cho hai diém phan biét A, B va duong thing 4. Hay tim mot phép tinh tién,
phép doi xtmg truc, phép d6i xing tam, phép quay, phép vi tu thoa méan mot
trong cdc tinh chat sau :

a) Bién A thanh chinh né ;
b) Bién A thanh B ;
¢) Bién d thanh chinh né.

. Néu cédch tim tam vi ty cia hai dudng tron.

BAI TAP ON TAP CHUONG I

. Cho luc gidc déu ABCDEF tam Q. Tim anh cua tam giac AOF

a) Qua phép tinh tién theo vecto AB ;

b) Qua phép d6i xing qua dudng thang BE ;

¢) Qua phép quay tam O géc 120°.

. Trong mat phing toa dé6 Oxy cho diém A(-1 ; 2) va dudng thing d c6 phuong .
trinh 3x+ y + 1 =0. Tim anh cia A va d

a) Qua phép tinh tién theo vecto vV =(2; lj ;

b) Qua phép déi xing qua truc Oy ;

¢) Qua phép d6i xiing qua goc toa do ;

d) Qua phép quay tam O géc 90°.

. Trong mat phang toa do Oxy, cho dudng tron tam 1(3 ; —2), ban kinh 3.

a) Viét phuong trinh ciia duong tron dé.

by Viét phuong trinh anh cla dudng tron (/ ; 3) qua phép tinh ti€n theo vecto
vV =(=2;1). . '

¢) Viét phuong trinh anh cia dudng tron (/ ; 3) qua phép ddi xung qua truc Ox.

d) Viét phuong trinh anh clia dudng tron (7 ; 3) qua phép doi xing qua gdc toa do.

. Cho vecto ¥, dudng théng d vuong géc véi gid ctia V. Goi 4’ 1a 4nh cla d qua

phép tinh tién theo vecto —;—V. Chitng minh ring phép tinh tién theo vecto ¥ 12

két qua‘cha viéc thuc hién lién tiép phép déi xting qua cac dudng thang d va d".
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. Cho hinh chit nhat ABCD. Goi O 1a tam déi ximg clia né. Goi /, F, J, E lan luot
1a trung diém cila c4c canh AB, BC, CD, DA. Tim anh cua tam gidc AEO qua
phép déng dang c6 duoc tir viéc thuc hién lién tiép phép doéi ximg qua dudng
théng 1J va phép vi tu tam B, ti s6 2.

. Trong mat ph'flngl toa do Oxy, cho duong tron tdm /(1 ; —3), ban kinh 2. Viét
phuong trinh anh ctia dudng tron (7 ; 2) qua phép dong dang c6 duge tir viéc
thuc hién lién ti€p phép vi tu tdm O ti s6 3 va phép d6i xing qua truc Ox.

. Cho hai diém A, B va duong tron tam O khoéng cé diém chung vé6i duong thing
AB. Qua mbi diém M chay trén dudng tron (O) dung hinh binh hanh MABN.
Chitng minh rang diém N thuéc mot dudng tron xac dinh.

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUOGNG I

. Trong cac phép bién hinh sau, phép nao khong phai 1a phép doi hinh ?
(A) Phép chiéu vuong géc len mot dudng thing ;

(B) Phép dong nhit ;

(C)Phép vitutis —1;

(D) Phép déi xtmg truc.

. Trong cdc ménh d€ sau, ménh dé nao sai ?

(A) Phép tinh tién bi€n dudng thing thanh dudng thing song song hoac tring
véind ; .

(B) Phép déi ximg truc bién dudng thing thanh dudng thing song song hoac
trung véi né ; ‘

(C) Phép d6i ximg tam bién dudng thang thanh dudng thing song song hoic
trung véi né ;

(D) Phép vi tu bién dudng thing thanh dudng thang song song hoac triing véi né.

. Trong mat phang Oxy cho dudng thang d c6 phuong trinh 2x — y + 1 = 0. Dé

phép tinh ti€n theo vecto ¥ bién d thanh chinh né thi ¥ phai la vectd nao trong
céc vecto sau ?

(A) vV =02;1); _ BV =(2;-1);
O v=(01;2); (D) ¥ =1-1;2).
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4. Trong mat phang toa do Oxy, cho ¥ = (2 ; —1) va diém M(-3 ; 2). Anh clia
diém M qua phép tinh ti€n theo vecto 7 1a diém c6 toa d6 ndo trong céc toa do
sau ?

(A)(5:3); B (1;1);
©(-1;1); | D) (1;-1).

5. Trong mt phang toa d Oxy cho dudng thing d c6 phuong trinh : 3x -2y + 1 =0.
Anh cia dudng théng d qua phép d6i ximg truc Ox c6 phuong trinh 1a ;-
(A)3x+2y+1=0; B)-3x+2y+1=0;
(©3x+2y-1=0; (D)3x-2y+1=0.

6. Trong mat phang toa do6 Oxy cho dudng thing d c6 phuong trinh :
3x =2y - 1 = 0. Anh clia dudng thing d qua phép d6i ximg tam O c6 phuong
trinh 1a : |
(A)3x+2y+1=0; - (B)-3x+2y-1=0;
OC)3x+2y-1=0; D)3x-2y-1=0.

7. Trong c4dc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) C6 mot phép tinh ti€n bién moi diém thanh chinh né ;
(B) Cé mot phép d6i xing truc bién moi di€ém thanh chinh né ;
(C) C6 mot phép quay bién moi diém thanh chinh né ;
(D). C6 mot phép vi tu bién moi diém thanh chinh né.

8. Hinh vuéng cé may truc d6i ximg ?

(A)1; B 2;
© 4, , (D) v6 s6.
9. Trong céc hinh sau, hinh nao c6 vo s6 tam d6i xing ?
(A) Hai dudng thdng cit nhau ; (B) Dudng elip ;
(C) Hai dudng thing song song ; ' (D) Hinh luc gidc déu.

10. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) Hai dudng thing bat ki lu6n dong dang ;
(B) Hai dudng tron b4t ki luén déng dang ;
(C) Hai hinh vuéng b4t ki luén déng dang ;
(D) Hai hinh chit nhat bét ki luén déng dang.
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Ap dung phép bién hinh
‘dé gidi toan

Bdi todn 1

Hai thanh ph6 M va N ndm & hai phia ctia mot con s6ng rong c6 hai by a va b
song song véi nhau. M ndm phia b& a, N nam phia bd b. Hay tim vi tri A nim
trén bd a, B nim trén bd b dé xdy mot chi€c cdu AB néi hai by séng d6
sao cho AB vuéng géc véi hai by song va téng cdc khodng cdch MA + BN
ngin nhdt.

Gidi
Gia slr da tim duoc cic diém A, B thoa
man diéu kién cua bai toin (h.1.69).
L4y c4c diém C va D twong ing thu6c M
a va b sao cho CD vuéng géc véi a.

Phép tinh tién theo vecto CD bién A y ' b
thanh B va bién M thanh diém M’. Khi D B
d6MA=M'B.Dodé:

MA + BN ngén nhdt © M’'B + BN ngin nhit N

& M’, B, N thing hang. Hinh 1.69

Bdi todn 2

Trén mot ving dng bang c6 hai khu dé thi A va B ndm cing vé& mot phia
d6i véi con dudng sit d (gia st con dudng d6 thing). Hay tim moét vi tri C
trén d dé x4y dung mot nha ga sao cho téng cdc khodng cdch tir C dén trung
tam hai khu d6 thi d6 12 ngén nhét.

T bai todn thuc tién trén ta cé bai todn hinh hoc sau :

Cho hai diém A va B ndm vé cing mot
phia doi véi dudomg thdng d. Tim trén d
diém C sao cho AC + CB ngdn nhdt. d

gia’i
Gia st di tim duoc diém C. Goi A’ 1a
anh ctia A qua phép d6i xing truc 4.

VAN

Hinh 1.70
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Khi d6 AC =A'C. Do d6 :

AC + CB ngén nhit & A’C + CB ngan nhit
& B, C, A’ thang hang (h.1.70).

Bdi todn 3

Cho tam gidc ABC. Goi H 12 truc tam cla tam gidc, M 1a trung diém canh
BC. Phép d6i ximg tam M bién H thanh H'. Ching minh ring H’ thudc
dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC.

Goiy
— C6 nhan xét gi vé tit gidc BHCH', géc ABH' va géc ACH’ (h.1.71) ?
— Chitng minh tif gidc ABH'C 1a it gidc ndi A
ti€p. Tir d6 suy ra di€u phai ching minh.
Nhdn xét. Goi (0) la dudng tron ngoai
tiép tam gidc ABC. C8 dinh B va C thi M %
ciing ¢6 dinh. Khi A chay trén (O) thi theo H 4
bai todn 3, H’ cling chay trén (O). V1 truc
tam H la anh cha H’qua phép d6i xing

tam M nén khi d6 H s€ chay trén dudng B M ¢
tron (O la anh cha (O) qua phép déi
ximg tdm M. H
Hinh 1.71
®Bdi todn 4 "
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"BEC nén IM /| EC va IM = %EC. Tuong

Cho tam giac ABC nhu hinh 1.72, Dung vé phia ngoai chia tam giéé dé cac

" tam gidc BAE va CAF vuéng can tai A. Goi I, M va J theo thit tir 12 trung diém

cua EB, BC va CF. Chiing minh ring tam giac IMJ 1a tam gidc vuéng cén.
Gidi

Xét phép quay tam A, géc 90° (h.1.72).

Phép quay nay bién E va C lan luot thanh B

va F. Tu d6 suy ra EC = BF va EC 1 BF.
Vi IM la duong trung binh cua tam gidc

Hinh 1.72



tu, MJ // BF va MJ :_—;—BF. T d6 suy ra IM = MJ va IM 1 MJ. Do dé iam
gidc IMJ vuong can tai M.

®di todn 5
Cho tam g_iéé ABC nhu hinh 1.73. Dung vé phia ngoai cia tam gidc d6 cac
hinh vuong ABEF va ACIK. Goi M 1a trung diém ctia BC. Chiing minh ring
AM vuong géc voi FK va AM = %FK.

Gidi
Goi D la anh cta B qua phép déi ximg
tam A (h.1.73). Khi d6 AD = AB = AF va
AD | AF. Phép quay tam A géc 90°
bién doan thang DC thanh doan thang
FK. Do d6 DC =FKvaDC 1 FK. Vi
AM la dudng trung binh cha tam gisc £

BCD nén AM // CD va AM = %CD.

P

T désuyraAM | FK va AM = %FK. Hinh 1.73

®Bdi todn 6
Cho tam gidc ABC ndi ti€p duong tron tam O ban kinh R. Cic dinh B, C ¢6
dinh con A chay trén dudng tron d6. Ching minh ring trong tam G cta tam
gidc ABC chay trén mot dudng tron.

Gidi ;
Goi I 12 trung diém cta BC. Do B va C c6 dinh
nén / cod dinh (h.1.74). Ta ¢6 G luén thuoc /A

~ saocho IG = %_I_A’ Vay c6 thé xem G 12 anh ctia

A qua phép vi tuy tam /, ti s6 % Goi O’ 1a anh
ctua O qua phép vi tu d6, khi A chay trén (O ; R)

thi tap hop céc diém G 1a dudng tron (0' ; %R]

12 anh cua (O ; R) qua phép vi tu trén. _ Hinh 1.74
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Bdi todn 7

Cho diém A ndm trén nita dudng tron tam O, dudng kinh BC nhu hinh 1.75.
Dung vé phia ngoai cua tam gidc ABC hinh vuéng ABEF. Goi I 1a tdm d6i
xtng clia hinh vuong. Chimg minh ring khi A chay trén nira dudng tron da
cho thi I chay trén mot nira dudng tron.

" 40

Gidi
Trén doan BF 14y diém A’ sao cho
BA’ = BA (h.1.75). Do géc luong
gifc (BA ; BA") lubn bing 45° va
Bl _BL_LBF V2 o g
BA' BA 2BA 2
nén c6 thé xem A’ 1a anh clia A qua

Hinh 1.75

phép quay tam B, géc 45° ;I 1a 4nh clia A" qua phép vi ty tam B ti s6 %

Do d6 I 1a anh cia A qua phép déng dang F c¢6 dugc bing céch thuc hién

V2

lién ti€p phép quay tam B, géc 45° va phép vi ty tam B, ti s6' - Tur d6

suy ra khi A chay trén nira dudng tron (O) thi / cling chay trén mra duong

4

Gioi thieu

tron (O”) 12 anh cua nita dudng tron (O) qua phép déng dang F.

vé hinh hoc frac-tan (Ifractal)

Bo-noa Man-den-ba-ro (Benoit Mandelbrot - sinh nam 1924) _



Quan s&t canh dwong xi hay
hinh v& bén ta thdy méi nhdnh
nhé cia né déu déng dang véi
hinh toan thé. Trong hinh hoc
ngudi ta ciing gap rdt nhiéu
hinh ¢6 tinh "chit nhu vay.
Nhitng hinh nhu th€ goi la
nhitng hinh ty déng dang. Ta s€
xét thém mot s6 hinh sau day.

Cho doan thing AB. Chia doan thing d6 thanh ba doan bing nhau AC = CD = DB.
Dung tam gidc déu CED r6i bo di khoang CD. Ta s€ dugc dudng gép khiic
ACEDB ki hiéu 1a K. Viéc thay doan AB bang dudng gép khic ACEDB goi 1a
mot quy tac sinh. Lap lai quy téc sinh d6 cho c4c doan thing AC, CE, ED, DB
ta dugc dudng gdp khic K,. Lap lai quy tic sinh d6 cho cdc doan théng cla
dudng gép khic K, ta dugc duong gdp khic Kj... . Lap lai mii qué trinh dé ta
duge mot dudng goi 1a dudng Von K6c (dé ghi nhan ngudi ddu tién da tim ra
n6 vao nam 1904 ~ Nha toén hoc Thuy Dién Helge Von Koch).

E
KJ\_M
A C D B

Pudng Von Kée

Ciing 13p lai quy tdc sinh nhu trén cho céc canh cia mot tam gidc déu ta
dugc mot hinh goi 12 bong tuyét Von Kaoc.

A TTES

Béng tuyét Vén Kéc '
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Bay gio ta xudt phat tr mot hinh vuong. Chia né
thanh chin hinh vuoéng con bang nhau réi xod di
phén trong cua hinh vuéng con & chinh giita ta duoc
hinh X;. Ta lap lai qu4 trinh trén cho méi hinh vuong
con cta X, ta s& dugc hinh X,. Ti€p tuc mai qud trinh
d6 ta s& dugc mot hinh goi la tham Xéc-pin-xki
(Sierpinski).

Céc hinh néu & trén 1a nhimg hinh tu déng dang hoac mot bo phan cla
chiing 12 hinh tu déng dang. Ching dugc tao ra bang phuong phdp lap, c6
quy tic sinh don gian nhung sau mot s6 budc trd thanh nhimg hinh rat phiic
tap. Nhitng hinh nhu th€ goi la cic fractal (tir fractal c6 nghia la gay, vd).
Khong phai hinh tu déng dang nao ciing 1a mot fractal. Mot khoang cua
dudng thang ciing ¢6 thé xem 1a mot hinh tu dong dang nhung khong phai 12
mot fractal. '

Duéi day 1a mot s6 fractal khac.

i

i@ -\m ‘g«%\-s"
REY)

Maic du céc fractal da duge biét dén tir ddu thé ki XX, nhung mii dén thap
nién 80 cia thé ki XX nha todn hoc Phdp g6c Ba Lan Bo-noa
Man-den-bo-r6 (Benoit Mandelbrot) méi dua ra mot 1i thuyét ¢ hé thong dé
nghién citu ching. Ong goi d6 12 Hinh hoc fractal.

Ngay nay véi su hé trg cia cong nghé thong tin, Hinh hoc fractal dang phat
trién manh mé. L thuyét nay c6 nhiéu ing dung trong viéc mo ta va nghién
citu céc ciu tric gap gay, 16i 16m, hoén don... cua thé€ gi6i tu nhién, diéu ma

" hinh hoc O-clit théng thuong chua lam dugc. N6 ciing 14 mot cong cu méi,

c6 hiéu luc dé gép phan nghién
ctru nhiéu mén khoa hoc khac nhu
Vat Ii, Thién van, Dia If, Sinh hoc,
Xay dung, Am nhac, Hai hoa,...

Sau day 1a s6 hinh fractal trong
tu nhién,




DUONG THANG VA MAT PHANG
TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE SONG SONG

“ Pai cuong vé dudng thing va mit phing

% Hai dudng thang chéo nhau va hai dudng thang
song song

% Pudng th%ng va mat ph§ng song song

- % Hai mit phing song song

% Phép chiéu song song
Hinh biéu dién ctia mét hinh khéng gian

Hinh 2.1

Trudc day chung ta da nghién cdu cac tinh chat cla
nhig hinh n&m trong mat phang. Mén hoc nghién
clu cac tinh chat cda hinh ndm trong mat phing
dugc goi la Hinh hoc phéng. Trong thuc t&, ta
thudng gap cac vat nhu : hop phan, ké sach, ban
hoc ... la cac hinh trong khéng gian. Mén hoc nghién
cltu cac tinh chat cla cac hinh trong khong gian
dudc goi la Hinh hoc khéng gian (h.2.1).
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§1. DAl CUONG VE PUONG THANG
VA MAT PHANG

I. KHAI NIEM MG PAU

44

1. Mt phdng

Mat bang, mat ban, mat nudc hé yén lang cho ta hinh anh mot phdn cha mat
phing. Mat phdng khong c6 bé dy va khong c6 gi6i han (h.2.2).

Hinh 2.2

o Dé biéu dién mat phing ta thudng ding hinh binh hanh hay mot mién géc
va ghi tén clia mat phang vio mot géc cua hinh biéu dién (h.2.3).

A/ &

Hinh 2.3

o D€ ki hiéu mat phéng, ta thudng ding chit c4i in hoa hoic chit c4i Hi Lap
dat trong d&u ngodc (). Vi du : mat phing (P), mat phing (Q), mat phing (o),
mat phing (B hoic viet tét 1a mp(P), mp(Q), mp(a), mp(H hoac (P), (Q),
(@), (D...

2. Piém thubéc mdt phdng
Cho diém A va mit phing ().

Khi di€m A thugc mdt phdng () ta néi A ndm trén (@) hay (d) chira A, hay
(@) diqua AvakihiéulaA e ().



Khi diém A khong thuoc mdt phang (&) B
ta néi diém A ndm ngoai (@) hay (@)

khong chita A va ki hieu 1A A & (0). \A
Hinh 2.4 cho ta hinh biéu dién cta diém .
o \\

A thuéc mat phing (), con di€m B khong
thudc ().

Hinh 2.4
3. Hinh biéu dién ciia mot hinh khong gian

Dé nghién cttu hinh hoc khéng gian ngudi ta thudng vé cic hinh khéng gian 1én
bang, lén gify. Ta goi hinh v& d6 12 hinh biéu dién ctia mét hinh khéng gian.

— Ta c6 mot vai hinh bi€u dién cta hinh 1ap phuong nhu trong hinh 2.5.

t . X ”

1 .
.

) .

| — L T L - -

|

|

]

— Hinh 2.6 1a m6t vai hinh biéu dién cla hinh chép tam gidc.

. Hinh 2.6
A\ Hay vé them mot vai hinh bidu dién ciia hinh chop tam gisc,

Dé vé hinh biéu dién ctia mot hinh trong khong gian ngudi ta dya vao nhitng

quy téc sau day.

— Hinh biéu dién ciia dudng thing 13 dudng théng, clia doan théng 12 doan thing.

— Hinh biéu dién clia hai dudng thing song song 12 hai dudng thing song song,
cta hai dudng thing cit nhau 12 hai dudng thing cit nhau.

— Hinh biéu dién phai giit nguyén quan hé thudc gitta diém va dudng théng.

— Dung nét vé& lién dé biéu dién cho dudng nhin thdy va nét dit doan bi€u
dién cho dudng bi che khudt.

Céc quy tac khac s& dugc hoc & phan sau.
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II. CAC TINH CHAT THUA NHAN

Dé nghién ctu hinh hoc khong gian, tir quan sat thuc tién va kinh nghiém
nguodi ta thira nhan mot so tinh chat sau.

Tinh chéat 1

C6 mét va chi mot duomg thdng di qua hai diém phdn biét.

Hinh 2.7 cho thdy qua hai
diém A, B c¢6 duy nhét mot
duong thang.

Hinh 2.7
Tinh chat 2

C6 mot va chi mét méit phdng di qua ba diém khong thang hang.

Nhu vay mot mat phang hoan toan xac dinh

né€u bi€t né di qua ba diém khong thing A ¢
hang. Ta ki hiéu mat phing qua ba diém B
khong thang hang A, B, C 1a mdt phdng

(ABC) hoic mp (ABC) hoic (ABC) (h.2.8). Hinh 2.8

Hinh 2.9. Clu Binh & Hoang Thanh, Hué Hinh 2.10
Quan sat mot may chup hinh dat trén mot gid c6 ba chan. Khi dat n6 lén bat

ki dia hinh nao né ciing khong bi gap ghénh vi ba diém A, B, C (h.2.10) luén
nim trén mot mat phang.
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| Tinh chéit 3
Néu mot duomg thdng cé hai diém phdn biét thuoc mot mdt
phdng thi moi diém ciia dwong thdng déu thudc mdt phdng dé.

A, Tai sao ngudi tho moc kiém tra do phang
méat ban bdng cach ré thudc thang trén
mét ban 2 (h.2.11).

Néu moi diém cta dudng thang d déu
thudc mit phéng () thi ta néi dudng
thing d nim trong () hay (@) chta d
va ki hiéu la d C (@) hay (@) D d.

A\; Cho tam gidc ABC, M 1 diém thude phan A Hinh 2.11
kéo dai clia doan BC (h.2.12). Hay cho
biét M co thudc mat phang (ABC) khong
va duong thdng AM c6 ndm trong mét
phéng (ABC) khdng ? .

B c M

) Hinh 2.12
Tinh chét 4 "

Tén tai bén diém khong ciing thuéc moét mdt phdng.

Né€u c6 nhiéu diém cung thuéc mot mat phang thi ta néi nhimg diém dé
dong phdng, con néu khong c6 mit phing nao chia cic diém dé thi ta néi
ring ching khong dong phdng. :

Tinh chét 5

Néu hai mdt phdng phdn biét c6 mot diém chung thi chiing
& con cé mot diém chung khdc nita.

Tir d6 suy ra : Néu hai mdt phdng phdn biét c6 nﬁ_o‘t diém chung thi chiing sé
c6 mot duomg thdng chung di qua diém chung dy.

Hinh 2.13. Mét nudc va thanh dap giao nhau theo dudng théng.
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Q

cha (@) va(B)vakihieulad=(a) N (B
(h.2.14).

Pudng thing chung d cha hai mat phing
4 phan biét (@) va (B) duoc goi 1a giao tuyén
d
\

Hinh 2.14

A, Trong mat phang (P), cho hinh binh
hanh ABCD. L&y diém S ndm ngoai
mat phang (P). Hay chi ra mét diém
chung clia hai mat phang (SAC) va
(SBD) khac diém S (h.2.15).

A\5 Hinh 2.16 ding hay sai ? Tai sao ?

/ Hinh 2.16
. Tinh chét 6
i{! n ~, 2 - 9 ) Y
gz’ Trén méi mdt phang, cdc két qud da biét trong hinh hoc phang
“’ déu diing.

III. CACH XAC DINH MOT MAT PHANG
1. Ba cdch xdc dinh mdt phdng

Dua vao céc tinh chét dugc thira nhéan trén, ta c¢é ba cdch xdc dinh mot mat
phang sau day.

a) Mat phang dugc hoan toan x4c dinh khi biét né di qua ba diém khéng
thang hang.
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Ba diém A, B, C khong thing hang xéc dinh mot mat phing (h.2.17).

b) Mat phing dugc hoan toan xdc dinh khi biét né di qua moét diém va chira
mot dudng thing khong di qua di€m d6.

Cho dudng thing d va diém A khong thudc d. Khi d6 diém A va dudng thing
d xéc dinh mo6t mat phang, ki hiéu 1a mp (4, d) hay (4, d), hoac mp (d, A) hay
(d, A) (h.2.18).

Lot ) L—

Hinh 2.17 Hinh 2.18

e

Hinh 2.19

¢) Mt phing duoc hoan toan xé4c dinh khi biét n6 chita hai dudng thing cét nhau.

Cho hai dudng thzling cét nhau @ va b. Khi d6 hai dudng thang a va b x4c dinh
mot mat phang va ki hiéu 12 mp (a, b) hay (a, b), hoac mp (b, a) hay (b, a)
(h.2.19).

A

2. Mét sé' vi du

Vi du 1. Cho b6n diém khong déng phéng
A, B, C, D. Trén hai doan AB va AC 14y hai

diém M va N sao cho AM 1va AN =2.

BM NC
Hay xdc dinh giao tuyén clia mit phéng
(DMN) v6i cic mat phing (ABD), (ACD), B

(ABC), (BCD) (h.2.20).

. Hinh 2.20
Giai
piém D va diém M ccing thudc hai mat phang (DMN) va (ABD) nén giao
tuyén cla hai mat phang dé6 1a dudng thang DM.
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‘Goi I 1a giao diém cla duong

Tuong ty ta c6 (DMN) N (ACD) = DN, (DMN) ~ (ABC) = MN.

2 A n z
Trong mat phang (ABC), vi M—A; # %IZ,— nén duong thing MN va BC cat nhau

tai mot diém, goi diém d6 12 E. Vi D, E cung thu¢c hai mét phing (DMN) va
(BCD) nén (DMN) n (BCD) = DE.

Vi du 2. Cho hai dudng thing cit nhau Ox, Oy va hai diém A, B khong nam
trong mat phang (Ox, Oy). Biét rang dudng thing AB va mat phang (Ox, Oy)
¢6 diém chung. Mot mat phing () thay déi luén luén chita AB va cét Ox, Oy
14n luot tai M, N. Chilng minh ring dudng thdng MN lu6n luén di qua mot
diém c6 dinh khi () thay d6i.

2

Gidi

thing AB va mat phing (Ox, Oy)
(h.2.21). Vi AB va mat phing
(Ox, Oy) c6 dinh nén I c@ dinh. Vi
M, N, I 1a c4c diém chung cla hai
mit phang () va (Ox, Oy) nén
chiing luén ludn thing hang. Vay
duong thing MN lu6n luén di qua
I c6 dinh khi () thay déi.

Hinh 2.21

Nhdn xét. Dé chimg minh ba diém thang hang ta ¢6 thé chimg minh chung
cling thudc hai mat phang phan biét.

Vi du 3. Cho b6n diém khong d6ng phang A, B, C, D. Trén ba canh AB, AC
va AD l4n luot 14y cdc diém M, N va K sao cho dudng thing MN cit dudng -
thing BC tai H, dudng thing NK cét dudng thing CD tai I, dudng thing KM
cit dudng thang BD tai J. Chitng minh ba diém H, I, J thang hang.

| Gidi
Ta c6 J 1a diém chung ctia hai mat phang (MNK) va (BCD) (h.2.22).

. |/ e MK
That vay, tacé = J e (MNK)
MK c (MNK)

JeBD
3 { = J € (BCD).

BD c (BCD)

4- HINH HOC 11-B


file:///JeBD

Li luan tuong tu ta cé 1, H ciing la
di€m chung cla hai mit phing
(MNK) va (BCD).

Vay I, J, H nam trén giao tuyén
cia hai mit phing (MNK) va
(BCD) nén I, J, H thing hang.

Vi du 4. Cho tam gidc BCD va
diém A khoéng thuoc mit phing

(BCD). Goi K'1a trung diém cla Linh 2.22 .
doan AD va G la trong tam cua ' H
tam gidc ABC. Tim giao diém

cia dudng thing GK va mat

phing (BCD).

Gidi
Goi J 1a giao diém cua AG va BC.
Trong mit phang (AJD),
E = Z, ﬂ = —1- nén GK va JD
Al 3 AD 2
cat nhau (h.2.23). Goi L 1a giao
diém ctia GK va JD.

- |LeJD _

Tacé = L e (BCD).
JD Cc(BCD)

Vay L 1a giao diém cta GK va (BCD). _

Nhdn xét. Dé tim giao diém clia mot dudng thing va mot mat phéng ta c6 thé

dua vé viéc tim giao diém ctia dudng thang d6 véi mot dudng thing ndm

trong mit phang da cho.

Cc

Hinh 2.23 .

IV. HINH CHOP VA HINH TU DIEN
1. Trong mat phang (@) cho da giac 16i A4, .. An. L4y diém S nim ngodi ().
L4n lugt n6i S vé6i cac dinh A, A,, ..., A taduge ntam gidc SA A, SAY A, ..,
SA,A;. Hinh gém da gidc AA, ... A, va ntam gidc SA\A,, SAA;,. ...,
SA,A; 80i 1a hinh chdp, ki hiéu 1a §. AA, ... A . Tagoi S 1a dinh va da giac
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A4,y ... A, Ta mat ddy. Cac tam gidc SAA,, SA,4,, ... SA,A, dugc goi la
cdc mdt bén ; cac doan SA|, SA,, ..., SA, la cdc canh bén ; céc canh cua da

gidc day goi 1a céc canh ddy cha hinh chép. Ta goi hinh chép cé ddy 1a tam
giéc, tir gidc, ngil gidc, ... 14n luot 14 hinh chdp tam gidc, hinh chép tir gidc,
hinh chép ngil gidc, ... (h.2.24).

s, Dinh \ S

Mat bén

Hinh 2.24

2. Cho b6n diém A, B, C, D khong dong phéng. Hinh gém b6n tam gidc ABC,
ACD, ABD va BCD goi 1 hinh it dién (hay ngédn gon la niz dién) va dugc ki hiéu
14 ABCD. Céc diém A, B, C, D goi 1a céc dinh cha tit dién. Cic doan thing AB,
BC, CD, DA, CA, BD goi 1a cic cgnh cla i dién. Hai canh khong di qua mét
dinh goi 12 hai canh doi dién. Cic tam gidc ABC, ACD, ABD, BCD goi 1a cic
mdit cia tif dién. Dinh khéng nam trén mot mét goi 12 dinh doi dién véi mat dé.

Hinh it dién c6 bén mat 12 c4c tam gidc déu goi 12 hinh tix dién déu.
Chau y. Khi n6i dén tam gidc ta c6 thé hiéu 12 tap hop céc diém thudc cdc canh

hodc ciing c6 thé hiéu 12 tap hop cic di€m thudc cic canh va cdc diém trong
cua tam gidc d6. Tuong tu cé thé hiéu nhu vay d6i véi da gidc. '

Ae' K& tén cac mat bén, canh bén, canh day clia hinh chdp & hinh 2.24.
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Vi du 5. Cho hinh chép S.ABCD d4y 1a hinh binh hanh ABCD. Goi M, N, P

14n lugt 12 trung diém cha AB, AD, SC. Tim giao diém clia mat phang (MNP)

véi céc canh clia hinh chép va giao tuyén ctia mat phang (MNP) véi cdc mat .

ctia hinh chép. |
Gigi

Pudng thing MN cét dudng thing BC, CD l4n luot tai K, L.

Goi E 1a giao diém ctia PK va SB, F 1 giao diém cta PL va SD (h.2.25).

Ta c6 giao diém ctia (MNP) vé6i cdc canh SB, SC, SD lan lugt 1A E, P, F.



Tir d6 suy ra
(MNP) A (ABCD) = MN,
(MNP) A (SAB) = EM,
(MNP) ~ (SBC) = EP,
(MNP)  (SCD) = PF

vi (MNP) A (SDA) = FN,

Hinh 2.25

1$° Cha y. Da gisc MEPFN c6 canh nim trén giao tuyén ciia mat phdng (MNP)
v@i cac mat cia hinh chép S.ABCD. Ta goi da gidc MEPFN 12 thiét dién (hay
mdt cdt) clia hinh chép S.ABCD khi cét bdi mat phing (MNP).
N6i mot cach don gian : Thiét dién (hay mdt cdt) cha hinh H khi cit bdi mit
phing (@) 12 phén chung clia J¥ vi ().

BAI TAP

1. Cho diém A khong nim trén mat phing () chita tam gidc BCD. L4y E, F 1a
cc diém 14n luot nim trén cdc canh AB, AC.

a) Ching minh dudng thing EF nim trong mat phing (ABC).
b) Khi EF va BC cét nhau tai /, chung minh / 12 di€ém chung cta hai mat phing
(BCD) va (DEF ).

2. Goi M 12 giao diém clia dudng thdng d vA mit phing (). Chimg minh M 13
diém chung cla (&) v6i mot mat phing bAt ki chita d.

3. Cho ba dudng thing d,, d,, d; khong ciing nim trong mot mat phéng va cét -
nhau timg d6i mot. Chimg minh ba dudng thing trén déng quy.

4. Cho b6n diém A, B, C va D khong déng phéang. Goi G,, G, G¢, Gp l4n luot 12
trong tam cla cdc tam gidc BCD, CDA, ABD, ABC. Chung minh ring AG,,
BGyg, CG, DGp d6ng quy.

5. Cho tit gidc ABCD ndm trong mit phang (&) cé hai canh AB va CD khong song
song. Goi § 12 di€m nam ngoai mat phing (@) va M la trung diém doan SC.
a) Tim giao diém N cha dudng thing SD va mat phing (MAB).
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b) Goi O 1a giao diém cta AC va BD Chimg minh ring ba dudng thang SO,
AM, BN déng quy.

Cho b6én diém A, B, C va D khong d6ng phang. Goi M, N 14n luot la trung

diém ctia AC va BC. Trén doan BD 14y diém P sao cho BP = 2PD.

a) Tim giao diém ctia dudng thing CD va mit phang (MNP).

b) Tim giao tuyén cia hai mat phing (MNP) va (ACD).

Cho b6n diém A, B, C va D khong déng phing. Goi I, K 14n lugt 12 trung diém

ctia hai doan théng AD va BC.

a) Tim giao tuyén clia hai mat phing (IBC) va (KAD). |

b) Goi M va N 1a hai diém 14n luot 14y trén hai doan thdng AB va AC. Tim giao
tuyén ctia hai mat phang (IBC) va (DMN).

Cho ti dien ABCD. Goi M va N l14n luot 12 trung di€m cta céc canh AB va CD,

trén canh AD 14y diém P khong tring vdi trung di€ém ctia AD.

a) Goi Ela giao diém ciia dudng thing MP va dudng thang BD. Tim giao
tuyén cta hai mat phang (PMN) va (BCD).

b) Tim giao diém ctia mat phing (PMN) va BC.
Cho hinh ch6p S.ABCD c6 ddy 1 hinh binh hanh ABCD. Trong mat phéng d4y

v& dudng théng d di qua A va khong song song véi cdc canh clia hinh binh hanh,
d cét doan BC tai E. Goi C'1a m6t diém ndm trén canh SC.

a) Tim giao diém M ctia CD va mat phing (C'AE).
b) Tim thiét dién chia hinh chép cit bdi mat phing (C’AE).

10. Cho hinh chép S.ABCD c6 AB va CD khong song song. Goi M 1a mOt diém

thu¢c mién trong cua tam giac SCD.
a) Tim giao diém N ctia dudng thing CD va mat phéng (SBM).

~ b) Tim giao tuyén ca hai mat phing (SBM) vi (SAC).
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¢) Tim giao diém / clia dudng thing BM va mat phing (SAC).

d) Tim giao diém P cta SC va mat phang (ABM) tir d6 suy ra giao tuyén cua
hai mat phéng (SCD) va (ABM).



§2 HAI PUOGNG THANG CHEO NHAU
VA HAI PUONG THANG SONG SONG

Hinh 2.26 cho ta thdy hinh 4nh cla
nhimg dudng thdng song song, dudng
thing chéo nhau. C4c kh4i niém nly s&
duoc trinh bay sau day.

A1 Quan sét cac canh tudng trong I6p hoc va
xem canh tudng 1a hinh anh clia dudng:
théng. Hay chi ra mot s6 cap dudng théng
khéng thé ciing thuéc mot mét phéng.

Hinh 2.26

1. VI TRI TUGNG POI CUA HAI PUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Cho hai dudng thang a va b trong khong gian. Khi d6 c6 thé x4y ra mot trong
hai trudng hop sau.

Truong hop 1. C6 mo6t mit phang chita a va b.

Khi d6 ta néi a va b dong phdng. Theo két qua clia hinh hoc phing c6 ba kha
nang sau day xay ra (h.2.27).

KT )

anb= {M} allb asbh

Hinh 2.27
i) avabco diém chung duy nhdt M. Ta n6i a v b cdt nhau tai M va
ki hiéulaa N b= {M}. Ta'con c6 thé vitan b =M.

i) a va b khoéng cé diém chung. Ta néi a va b song song véi nhau va ki hiéu
laa//b.

iii) @ trang b, ki hiéulaa=b.
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Nhu vay, hai duong thdng song song la hai ducmg thdng ciing ndm trong mot
mdt phdng va khong cé diém chung.

Truong hop 2. Khong c6 mat phéng ndo chifa a va b.

Khj'dc’) ta néi a va b chéo nhau hay a chéo voi b (h.2.28).
A

1

1 3 .

\ c
Hinh 2.28 . Hinh 2.29

Az Cho tir dién ABCD, chimg minh hai dudng thing AB va CD chéo nhau. Chiracip

duong théng chéo nhau khac clia tir dién nay (h.2.29).

II. TINH CHAT
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Dua vio tien dé O-clit vé dudng thang song song trong mat phang ta c6 céc
tinh ch4t sau day.

.{; Dinh Ii 1

" Trong khong gian, qua mét diém khong ndm trén duomg thdng
cho trudc, c6 mot va chi mot dwong thdng song song vdi
duong thcfng da cho.

Chitng mink
Gia st ta c6 diém M va dudng thing d
khong di qua M. Khi d6 diém M va dudng M d
thing d x4c dinh mot mat phing (a) d
(h.2.30). Trong mat phing (@), theo tién
dé O-clit vé& dudng théng song song chi c6
mot dudng thing d’ qua M va song song Hinh 2.30
vGi d. Trong khong gian néu c6 mot
dudng thang d” di qua M song song véi d thi d” cling nim trong mat phéng
(@). Nhu vay trong mat phing (@) c6 d’, d” Ia hai dudng thang cling di qua M
va song song véi d nén d’, d” truing nhau.




Nhdén xét. Hai dudng théng song song a va b

xéc dinh mo6t mat phéng, ki hiéu 1a mp (a, b) /
hay (a, b) (h.2.31). /
b
A\;3 Cho hai mat phing () va (. Mot mat phing /5
(7) cat () va () Ian lugt theo cac giao tuyén a pinh 231
in .

va b. Chitng minh réing khi a va b cat nhau tai /
thi 7 13 diém chung clia (&) va (B) (h.2.32).

& Dinh I 2 (vé giao tuyén clia ba mit phéng)

il Néu ba mdt phc_i’ng doi mot cdt nhau theo ba giao tuyé'n phdn
“ biét thi ba giao tuyén dy hodc dong quy hodc dbi mot song
Wl songvéinhau(h2.32vah233).

Hinh 2.32 Hinh 2.33

Néu hai mdt phdng phdn biét ldn lugt chita hai duong thdng
song song thi giao tuyén cua chiing (néu cé) ciing song song
il véi hai duomg thdng dé hodc trung véi mot trong hai duong

thdng dé (h.2.34a, b; c).
d2
c)

U’ Hé qud
|

d d
(3 o,

. .
/ b) . /

- . Hinh 2.34
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Vi du 1. Cho hinh chép S.ABCD c6 day la
hinh binh hanh ABCD. Xic dinh giao
tuyén clia cdc mat phang (SAD) va (SBC).
Gidi

Céc mat phing (SAD) va (SBC) c6 diém
chung § va 14n luot chita hai dudng théng
song song 14 AD, BC nén giao tuyén cla
ching 12 dudng thing d di qua S va song
song véi AD, BC (h.2.35).

Hinh 2.35

Vi du 2. Cho ut dién ABCD. Goi [ va J lan luot 1a tmng diém cta BC va BD.
(P) 12 mat phing qua IJ va cit AC, AD 14n lugt tai M, N. Chitng minh rang tit
gigc I/JNM la hinh thang. Néu M 1a trung diém cla AC thi o gidc IJNM 1a

hinh gi ?

Gidi
Ba mit phiang (ACD), (BCD), (P) d6i mot
cat nhau theo céc giao tuyén CD, IJ, MN.
VilJ // CD (IJ 1a dudng trung binh cia tam
gidc BCD) nén theo dinh 1i 2 ta c6
IJ /| MN. Vay ux giéc IJNM 1a hinh thang
(h.2.36).
Néu M 1a trung diém cia AC thi N 12 trung
diém ctia AD. Khi d6 ut gidc IJNM c6 mot
cap canh ddi vira song song vira bang nhau
nén la hinh binh hanh.

Hinh 2.36

Af\

Cc

Trong hinh hoc phang néu hai dudng thiang phan biét cling song song véi
dudng thang thit ba thi ching song song v6i nhau. Diéu ndy vin ding trong

hinh hoc khong gian.

Dinh Ii 3

Hai duomg thdng phdn biét
cung song song voi duong
thdng thit ba thi song song
vol nhau (h.2.37).

Khi hai dudng thang a va b cling song song
v6i dudng thang c ta ki hiéu a // b // ¢ va
goi 14 ba duong thdng song song.

a b

[
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
7\/ -

D ~~ /B

Hinh 2.37




Vi du 3. Cho tt dién ABCD. Goi M, N, P, Q, R va § lan luot 1a trung diém cla
céc doan théing AC, BD, AB, CD, AD va BC. Chimg minh ring c4c doan thang
MN, PQ, RS d6ng quy tai trung di€ém ctia méi doan.

Gidi
(Xem hinh 2.38)
Trong tam gidc ACD ta c6 MR la
dudng trung binh nén
" MR//CD
MR = %CD. M

Tuong tu trong tam gidc BCD, ta c6

(SN //CcD

(2
SN=%CD. - @

Hinh 2.38

MR//SN

Tix (1 2)t
()va( ) tasuy ra {MR SN,

Do d6 ti glac MRNS 1a hinh binh hanh. Nhu vay MN, RS cat nhau tai trung
diém G clia méi doan.

Li luan tuong tu, ta cé tit gidc PRQS ciing 12 hinh binh hanh nén PQ, RS cat
nhau tai trung diém G cla mbi doan. Vay PQ, RS, MN dong quy tai trung
diém ctia méi doan.

BAI-TAP

1. Cho ti dlén ABCD. Goi P, Q, RvaSh b6n diém 14n lugt 14y trén bén canh AB,
BC, CD va DA. Chitng minh ring néu b6n diém P, Q, R va S déng phéng thi

a) Ba duo’ng thang PQ, SR va AC hoic song song hoic déng quy ;
b) Ba dudng thing PS, RQ va BD hoac song song hoac déng quy.
2. Cho tir dién ABCD va ba diém P, Q, R l4n luot 14y trén ba canh AB, CD, BC.
Tim giao di€ém S ctia AD va mit phang (PQR) trong hai trudng hop sau day.
a) PR song song vOi AC ;
b) PR cat AC.
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3. Cho tt dién ABCD. Goi M, N 14n lugt 1a trung diém cua cac canh AB, CD vaG
12 trung diém ctia doan MN.

a) Tim giao diém A’ clia dudng thing AG va mat phang (BCD).

b) Qua M ké dudng thing Mx song song véi AA’ va Mx cit (BCD) tai M,
Ching minh B, M’, A’ thang hang va BM’'= M’'A’ = A'N.
¢) Chimg minh GA = 3GA". :

§3. DPUONG THANG
VA MAT PHANG SONG SONG

1. VI TRI TUGNG POI CUA PUONG THANG VA MAT PH[&NG

Cho dudng thang d va mat phang (). Tuy theo s6 diém chung ctia d va (@), ta
cé ba trudong hop sau (h.2.39).

[T [

dll (o) . dn(a) = {M) | dc(a)

Hinh 2.39

e d va (@) khong cé diém chung. Khi d6 ta néi d song song vé6i (@) hay (@)
song song véid va ki hieula d// (@) hay (@) // d.

o dva (a) ¢c6 mot diém chung duy nhdt M. Khi dé ta néi d va (@) cdt nhau tai |
di€m M vakihieulad N (@) = {M} hayd N (a) = M.

o dva (@) cé tu hai diém chung trd lén. Khi d6, theo tinh chét 3 §1, d nim
trong () hay (&) chita d va ki hiéu d C (@) hay (@) D d.

A1 Trong phong hoc hay quan st hinh anh clia dudng thdng song song véi mat phéng; ,
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IL TINH CHAT

bé nhan biét duo‘ng thdng d song song v6i mat phang (&) ta c6 thé can cit vao
s6 giao diém cia chiing. Ngoai ra ta c6 thé dya vao cdc ddu hiéu sau day.
Dinh I 1 .
Néu duong thang d khong nam trong mdt phang (c) va d song
song voi duomg thdng d’ ndm trong (0) thi d song song véi (Q).
Chiing mink
Goi (f) 1a mat phang xac dinh bdi-
~ hai dudng thang song song d, d". d
- Tacé (@) Nn(BH=d (h240).
Néu d N () = {M} thi M thuoc d
giao tuyén cua (@) va () la d’ hay a

d N d = {M}. Diéu nay mau
thuln véi gia thiét d // d'.

Vay d // (a).

Hinh 2.40 .

Az Cho tr dién ABCD. Goi M, N, P lan luct la trung diém cla AB, AC, AD. Cac
duong thang MN, NP, PM ¢6 song song véi mét phang (BCD) khong ?

i Pinh If 2 ’

Cho duong thdng a song song véi mdt phdng (@). Néu mat

. phdng (B chita a va cdt (@) theo giao tuyén b thi b song song
i vdia (h.2.41).

Hinh 2.41

Vi du. Cho ti dién ABCD. Lay M 1a diém thuoc mién trong ctia tam gidc ABC. -
Goi (@) 1a mat phang qua M va song song véi cac dudng thang AB va CD. X4c
dinh thi€t dién tao boi (@) va tit dién ABCD. Thiét dién d6 1a hinh gi ?
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Gids
Mt phéng () di qua M va song song véi AB nén () cit mat phang (ABC)
(chita AB) theo giao tuyén d di qua M va song song véi AB. Goi E, F 14n lu'o‘t
1a giao diém cna d véi AC va BC (h.2.42).

Mat khic, (@) song song véi CD nén
(c) cat (ACD) va (BCD) (la cic mat
phing chia CD) theo céc giao tuyén
EH va FG cung song song v6i CD
(He AD vaG € BD).

Ta c6 thiét dién 1a t& gidc EFGH. Hon
nira ta c6

() /| AB va (ABD) N () = HG, tit d6 Hinh 2.42
suy ra HG // AB. =

T gidc EFGH c¢6 EF /| HG (// AB) va EH // FG (// CD) nén n6 la hinh binh hanh.

Tu dinh li 2 ta suy ra hé qua sau. _
Hé qud T—’

Néu hai mdt phdng phdin d

biét cung song song voi d
mot dudmg thdng thi giao ,_é '

tuyén cua chiing (néu cd)

ciing song song VOI
duong thdng do (h.2.43). Hinh 2.43

Hai dudng thing chéo nhau thi khong thé ciing nidm trong mot mat phéng.
Tuy nhién, ta c6 thé tim duoc mat phang chita dudng thang nay va song song

v4i dudng thang kia. Dinh If sau day thé hién tinh chat dé.

Dinh Ii 3

Cho hai duong thdng chéo nhau. Cé duy nhdt mét mdt phdng
chita duomg thdng ndy va song song véi duong thdng kia.

Chiing mink

Gia sir ta c6 hai dudng thing chéo nhau a va b.



Ldy diém M bt ki thuoc a. Qua M ké b
dudng thang b’ song song véi b. Goi

(@) 1a mit phang xac dinh béi a va b’ ' Y
(h.2.44).
M
Tacod:b// b’ vab C (a),tudo suy ra a
b/l (). @
Hon nita () D a nén (&) 12 mat phang cén tim. Hinh 2.44

Ta chiing minh (@) 12 duy nhat. That vay, néu c6 mot mat phang (/) khéc (a),
chita a va song song véi b thi khi d6 (), (/) 1a hai mat phang phan biét cling
song song v4i b nén giao tuyén cua chiing 12 a, phai song song vdi b. Diéu
nay mau thuan véi gia thi€t a va b chéo nhau.

Tuong tu ta c6 thé chimg minh c6 duy nhit mét mat phang chita b va song
song véi a.

BAI TAP

1. Cho hai hinh binh hanh ABCD va ABEF khéng cling nim trong mot mét phing.

a) Goi O va O’ l4n luot 1a tAm cua cic hinh binh hanh ABCD va ABEF. Chiing
minh ring dudng thdng OO’ song song véi cdc mit phang (ADF) va (BCE).

b) Goi M va N lan lugt la trong tdm cla hai tam gidc ABD va ABE. Chiing
minh dudng thing MN song song v6i mat phang (CEF).
2. Cho tit dién ABCD. Trén canh AB 14y mot diém M. Cho () 1a mat phang qua M,
song song véi hai dudng thédng AC va BD.
a) Tim giao tuyén cua (@) vdi cdc mat cua ti dién.
b) Thiét dién ca tir.dién cit béi mat phang () 1a hinh gi ?
3. Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD 1a moét it gidc 16i. Goi O la giao diém
clia hai dudng chéo AC va BD. Xdc dinh thiét dién cia hinh chép cat boi mat
phéng () di qua O, song song v4i AB va SC. Thiét dién d6 12 hinh gi ?
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§4. HAI MAT PHANG SONG SONG

' Hinh 2.45 / /
1. PINH NGHiA o

Hai mdt phé’ng (@), (P duoc goi la song song :
vOi nhau néu chiing khong cé diém chung. 7
Khi d6 ta ki hiéu (@) // (D) hay (D) // (@) Hinh 2.46
(h.2.46).

Am Cho hai mat phang song song (@) va (8. ' d

Buang thing d nim trong (a) (h.2.47). Hai d £ T
B va () co diém chung khong ?
IL TINH CHAT /’{ /

" Hinh 2.47
4 Dinh i 1

Néu mat phdng (&) chita hai duomg thdng cdt nhau a, b va a, b
| cing song song véi mdt phdng () thi (@) song song véi (B.

Citing minf

Goi M 1a giao diém clia a va b.

Vi (@) chia @ ma a song song véi (f) nén (@) va (f) 1a hai mat phang phan
biét. Ta c4n chitng minh (@) song song véi (f).
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Gia st (@) va (P) khong song song va

cat nhau theo giao tuyén c¢ (h.2.48). b~ /T
Tacé | /x( >M< / )

all(fB)
(@)>a =c/la /
@n(B)=c ' B

bl (B) : Hinh 2.48
va <(@)Db =c//b.

(@Nn(B)=c

Nhu vay tir M ta ké dugc hai dudng thang a, b cung song song vdi c. Theo
dinh 1i 1, §2, diéu nay mau thudn. Vay () va (f) phai song song véi nhau.

Az Cho tcr dién SABC. Hay dung mét phang () qua trung diém 1 clia doan SA va song
song véi mat phang (ABC).

Vidu 1. Cho ut dien ABCD. Goi G,,G,,G; lan luot 12 trong tam ciia cdc tam
gidc ABC, ACD, ABD. Chitng minh mat phang (G,G,G;) song song v6i mat
phang (BCD).

2

o Giai
Goi M, N, P 14n luot 13 trung diém cha
BC,CD, DB (h.2.49). Tacé:
AG
Me AG va —1L = Z
AM 3’
. AG
N € AG, va —2 = 2,
AN 37
AG, 2
3
. AG, AG, ' _
Do d6 AN suy ra GG, //MN. Hinh 2.49
. Vi MN nam trong (BCD) nén G,G, //(BCD).
AG, AG,
Tuong tu W=TP; suy ra G,G5 //MP. Vi MP niam trong (BCD) nén

G,Gs // (BCD). Vay (G,G,G3) /| (BCD).
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Ta biét ring qua mot diém khong thuéc dudng thing d cé duy nhit mot

dudng thang d’ song song véi d. Néu thay duong thang d bdi mat phing (@)
thi dugc két qua sau. '

Dinh I 2 - X 4 /

Qua mot diém ndm ngodz mét

mdt phdng cho triéc cé mot va
chi mot mdt phdng song song 4

v&i mdt phang da cho (h.2.50).

Hinh 2.5Q
Tu dinh I{ trén ta suy ra cdc hé qua sau.

¥ Hé qudl

Néu duong thing d sbng song / d /
e 2 N . 7 /

voi mdt phang (€) thi qua d c6
duy nhdt mot mdt phdng song

song véi (a’)- (h'-2'-51)- / /
a

Hinh 2.51

Hai mdt phdng phdn biét ciing song song véi mdt phdng thit
ba thi song song voi nhau.

Hé qua3

Cho diém A khong ndm trén g /
thdng di qua A va song song X

voi (@) déu nam trong mdt B

Hinh 2.52

Vi du 2. Cho tit dién SABC c6 SA = SB = SC. Goi Sx, Sy, Sz 14n luot 1a phan
gidc ngoai cia céc géc S trong ba tam gidc SBC, SCA, SAB. Chiing minh :

a) Mat phing (Sx, Sy) song song v6i mat phing (ABC) ;
b) Sx, Sy, Sz cing nim trén mét mat phang.
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Hinh 2.53

a) Trong mat phang (SBC), vi Sx 1a phan gidc ngoai clia géc S trong tam giac
can SBC (h.2.53) nén Sx // BC. T d6 suy ra Sx // (ABC). (D

Turong tu, ta ¢6 Sy // (ABC). (2) va Sz // (ABC).
Tir (1) va (2) suy ra : (Sx, Sy) // (ABC).

b) Theo hé qua 3, dinh 1i 2, ta c6 Sx, Sy, Sz 1a cac du’o’ng'théng cing di qua §
va cling song song vdi (ABC) nén Sx, Sy, Sz cing ndm trén mot mat phang di
qua S va song song v&i (ABC).

. DinhIi3

Cho hai mdt phdng song song. Néu mét mdt phdng cdt mdt
phdng nay thi ciing cdt mdt phdng kia va hai giao tuyén song
i song voi nhau.

Chiing mink

Goi (@) va (f) 1a hai mat phang song song. Gia
slt () cét (@) theo giao tuyén a. Do () chita a
(h.2.54) nén (») khong thé tring véi (). Vi vay
hoac () song song véi () hoac () cat (H). Néu
(p) song song v6i (B) thi qua a ta c6 hai mat
phing (@) va () cing song song véi (f). Diéu
nay vo 1i. Do dé () pha1 cit (). Goi giao tuyén
cta (P va (P lab.

Hinh 2.54

67



Tacéa C (@) vab C (Hma(a)// (Hnéna N b=. Vay hai dudng thing
a va b cling ndm trong mot mit phang (7) va khéng c6 diém chung nén a // b.

% Hé qua

Hai mdt phdng song song chdn trén hai cét tuyén song song
| nhiig doan thdng bdng nhau.

Cliiing minf

| o\’
- Goi (@) va (B) 1a hai mat phang song song va \) R
() 1a mat phiang xdc dinh bdi hai dudng A AY )
\ \

thang song song a, b. Goi A, B lin luot 12

giao di€m clia dudng thang a véi (@) va (D) ;
A’, B’ 14n luot 1a giao diém clia dudng thing b \) B
B - \

v6i (0) va (B) (h.2.55). Theo dinh 1i 3 ta c6

@) /1B
() N(a)= A4 Hinh 2.55
(NN (B)=BB.

Tir d6 suy ra AA’ // BB'.

Vi AB song song v6i A’'B’ (do a song song véi b) nén tit gidc AA’B’B 1a hinh
binh hanh.

Vay AB=A'B’.

d/ \d’

IIL. PINH L{ TA-LET (THALES) Aa—4 /

A\;3 Patbidu dinh i Ta-lét trong hinh hoc phang. / \ :
- : B ,
A—/

% Dinh If 4 (Dinh If Ta-lét)

Ba mdt phdng déi moét song C/N\\

song chdn trén hai cdt tuyén /,< / C’ /
bdt ki nhimg doan thdng / \

| tuong img 11 16 Hinh 2.56

Neéu d, d’ 12 hai cét tuyén bat ki cat ba mat phang song song (@), (H), () lin
luot tai cac diém A, B, C va A’, B, C’ (h.2.56) thi

AB _BC _CA
A/Bl Blc/ C/A/
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IV. HINH LANG TRU VA HINH HOP
Cho hai mat phing song song (@) va (&’). Trén (@) cho da gidc 16i
AA, ... A . Quacéc dinh A, A,, ..., A, ta vé cic dudng thing song song

2, Y < 7 N . ’ ’ ’
v6i nhau va cat () lan lugt tai A}, A,, ..., A, .

Hinh gém hai da gidc Aj4,.. A, A{A,.. A va cdc hinh binh hanh
AA KA, AN KA, ... AAAA duge goi 1a hink ldng try va duge ki
hitu 12 AA,... A, .ATA)... A? (h.2.57).

- Hai da giic A1A2... An .va
AlA;..A dugc goi 1a hai madt ddy
ctia hinh lang tru.

— Céc doan thang A4, AA,...,
A A duoc goi 1a céc canh bén cla
hinh lang tru.

'~ Cic hinh binh hanh A AA}A,,
AzAéAéA3, vy AnA;lA{A1 duoc goi
12 céc mdt bén cua hinh lang tru.

— C4c dinh cha hai da gidc duogc goi
1a cdc dinh cha hinh lang tru. Hinh 2.57

Nhdn xét

o Céc canh bén cua hinh lang tru bang nhau va song song véi nhau.

e Cic mit bén cua hinh lang tru 1a cdc hinh binh hanh.

o Hai ddy ctia hinh lang tru 12 hai da gi4c bang nhau.

Ngudi ta goi tén cua hinh lang tru dya vao tén cua da gidc ddy, xem hinh 2.58.

< 7

Hinh l&ng try tam giac Hinh l&ng tru ta giac Hinh Iéng tru luc giac
Hinh 2.58
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» Hinh lang tru c6 ddy la hinh tam giac
duoc goi 12 hinh ldng tru tam gidc.

« Hinh lang tru c6 ddy 12 hinh binh hanh
duoc goi 1a hinh hép (h.2.59).

V. HINH CHOP CUT
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Dinh nghia
Cho hinh chép S.AA, ... A, ; mét mat

phéng (P) khong qua dinh, song song véi

mat phiang ddy clia hinh chép cét cdc
canh SA;, SA,, .., SA, lan luot tai A,

A, .., A . Hinh tao bdi thiét dién
ALK, .. A" vaddy AA,..A chahinh
chép cling véi céc tir gide AjA AA,
A MAA, ., AAAA goi la hink
chop cut (h.2.60).

Hinh 2.59

Hinh 2.60

Ddy ctia hinh chép goi 1a ddy I6n chia hinh chép cut, con thiét dign A(A) ... A’
goi 12 ddy nhd cla hinh chép cut. Céc tt gide AjASAA;, ASAJALA,, ..

A'ATA/A  goi 1a céc mdt bén cha hinh chép cut. Céc doan thing

AAl, AYA,,..., A A" goi la cac canh bén cha hinh chép cut.

Tuy theo ddy la tam gidc, t\ gidc, ngili giac ..., ta ¢d hinh chép cut tam gidc,

hinh chdp cut tir gidc, hinh chép cut ngii gidc, ...

V1 hinh chép cut dugc cit ra tir mot hinh chép nén ta dé dang suy ra cdc tinh

chét sau day cua hinh chép cut.

. Tinh chét

2) Cdc mdt bén la nhitng hinh thang.

1) Hai déy la hai da gidc cé cdc canh tuong ung song song va
cdc i 6 cde cdp canh twong itng bang nhau.

. 3) Cdc duong thdng chita cdc canh bén dong quy tai mot diém.



BAI TAP

1. Trong mit phing (@) cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D 14n lugt vé
bon dudng thing a, b, ¢, d song song v6i nhau va khong ndm trén (@). Trén a,
b, ¢ lan lugt 18y ba diém A’, B’, C" tuy y.

a) Hiy x4c dinh giao diém D’ ctia dudng thang d v6i mat phing (A'B'C).
b) Chitng minh A’B’C’D’ 1a hinh binh hanh.

2. Cho hinh lang try tam gidc ABC.A'B’C". Goi M va M’ 14n lugt 14 trung dlem cla

cac canh BC va B'C".

a) Chiing minh rang AM song song véi A'M’.

b) Tim giao diém clia mat phing (AB'C’) véi dudng thing A'M.

c) Tim giao tuyén d clia hai mat phéang (AB’C") va (BA'C)).

d) Tim giao diém G cta dudng thing d véi mat phang (AM'M).
Chitng minh G 12 trong tam cua tam gidc AB'C".

3. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D".

a) Chimg minh ring hai mat phang (BDA’") va (B'D'C) song song yc’ri nhau.

b) Ching minh rang dudng chéo AC’ di qua trong tam G, va G, cta hai tam
gidc BDA’va B'DC. '

c¢) Ching minh G, va G, chia doan AC’ thanh ba phn bang nhau.

d) Goi O va I 1an luot 1a tam cha c4c hinh binh hanh ABCD va AA'C'C. Xac
dinh thiét dién clia mat phang (A 7O) véi hinh hop di cho.

4. Cho hinh chép S.ABCD. Goi A, la trung diém clia canh SA va A, 1a trung diém
cia doan AA|. Goi (@) va (/) 1a hai mat phang song song véi mat phing
(ABCD) va lan luot di qua Ay, A,. Mat phang () cat cic canh SB, SC, SD lan -
luot tai By, Cy, D;. Mat phang (£ cét cic canh SB, SC, SD lan lugt tai B,, C».
D,. Ching minh :

a) B, C;, Dy l4n lugt 12 trung diém cta cic canh SB, SC, SD ;
b) BIBZ = BzB, C1C2 = CEC, D]Dz = D2D :
¢) Chi ra cdc hinh chép cut c6 moét ddy la tit gidc ABCD.
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§5. PHEP CHIEU SONG SONG.
HINH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN

I. PHEP CHIEU SONG SONG

Cho mat phang () va dudng thing A cit (a).

V6i mbi diém M trong khong gian, dudng
thdng di qua M va song song hodc tring
v6i A s& cit (@) tai diém M’ x4c dinh.
Diém M' duoc goi 14 hinh chiéu song song
cia diém M trén mat phang (@) theo
phuong ctia dudng thing A hodc néi gon
12 theo phuong A (h.2.61).

A M

/\\M/

Hinh 2.61

Mat phing () goi 1 mdt phdng chiéu. Phuong A goi 1a phufo*ng chiéu.

Phép dat tuong tng méi diém M trong khong gian véi hinh chi€u M' cua né
trén mit phing (&) dugc goi 12 phép chiéu song song lén (@) theo phuong A.

Néu S 1a mot hinh nao d6 thi tap hop ' céc hinh chi€u M’ cha tat ca
nhitng diém M thuoc H# dugc goi 1a hinh chi€u cia H qua phep chiéu song

song ndi trén.

Chii y. Néu mot dudng. thing c6 phuong tring véi phuong chi€u thi hinh
chi€u clia dudng thang d6 12 mot diém. Sau dy ta chi xét cdc hinh chi€u cla
nhiing dudng théng c6é phuong khong tring v6i phuong chiéu,

II. CAC TINH CHAT CUA PHEP CHIEU SONG SONG
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@ Dinh i 1

thdng hang thanh ba
| diém thdng hang va
. khong lam thay déi
| thit ty ba diém dé

. Cc
a) Phép chiéu song 4 B
song bién ba diém A

A’ B C

Hinh 2.62



" b) Phép chiéu song song bién duwong thang thanh duong
thdng, bién tia thanh tia, bién doan thdng thanh doan thdng.

¢) Phép chiéu song song bién hai duomg thing song song thanh
" hai duomg thdng song song hodc trung nhau (h.2.63 va h.2.64).

Wiizs

b’ / / / /
al
a
Hinh 2.63
' d) Phép chiéu song song khong lam thay doi ti s6 d¢ dai cua
hai doan thdng ndm trén hai duong thdng song song hodc
& cung na°m trén mot duomg thang (h.2.65 va h.2.66).
B A’ B
AB _ A'B
cD CD
Hinh 2.65 ' Hinh 2.66
A1 Hinh chiéu song song clia mét hinh A B

vuong ¢6 thé 1a hinh binh hanh
dugc khong ?
F c
A\, Hioh 267 c6 hé 1a hinh chiéu \M
song song cla hinh luc giac déu

~ dugc khong ? Tai sao ?

Hinh 2.67
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IIL. HINH BIEU DIEN CUA MOT HINH KHONG GIAN TREN MAT PHANG

Hinh biéu dién clia mot hinh £ trong khong gian 13 hinh chi€u song song
ctia hinh J# trén mot mat phang theo mot phuong chiéu nao d6 hodc hinh
déng dang véi hinh chiéu dé.

As_ Trong cac hinh 2.68, hinh n&o biéu dién cho hinh 1ap phuang ?

|
|
1
|
|
1
| .
_——————-— m——p——

a) b) c)
' Hinh 2.68

Hinh biéu dién cua cac hinh thuong gap
e Tam gidc. Mot tam gi4c bat ki bao gid ciing c¢6 thé coi 12 hinh biéu dién cha

mot tam gidc c6 dang tuy ¥ cho trudc (c6 thé 1a tam gidc déu, tam gidc can,
tam gidc vuong, v.v ...) (h.2.69).

L L s

Hinh 2.69

® Hinh binh hanh. Mot hinh binh hanh bat ki bao gid cling c6 thé coi 12 hinh
biéu dién ctia moét hinh binh hanh twy y cho trudc (cé thé 13 hinh binh hanh,
hinh vudng, hinh thoi, hinh chit nhat ...) (h.2.70).

/T

~ Hinh 2.70
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® Hinh thang. Mot hinh thang bat
ki bao gi® cling c6 thé coi 1a hinh
biéu dién ctia mét hinh thang tuy
y cho trude, mién 12 ¢ s6 d6 dai
hai ddy cha hinh biéu dién phdi
bang ti s6 do dai hai ddy cua hinh
thang ban d4u.

e Hinh tron. Nguoi ta thuong
ding hinh elip dé biéu dién cho
' hinh tron (h.2.71). '
A4 Cac hinh 2.69a, 2,69, 2.69¢ Ia hinh
biéu dién clia cac tam giac nao ?

Hinh 2.71
A5 Cac hinh 2.70a, 2.70b, 2.70c, 2.70d
la hinh biéu dién cla céac hinh binh
hanh nao (hinh binh hanh, hinh a\ P\

thoi, hinh vung, hinh chr nhat) ? / A\‘ \s
a \‘

A cho hai mat phang () va () song

song v6i nhau. Buong thang a cat \ )
(@) va (B lan luot tai A va C. C\ \
Puong thdng b song song véi a cit /,< \ D
(c) va (f) lan luot tai B va D. \ \

Hinh 2.72 minh hoa ndi dung néu trén ding hay sai ? Hinh 2.72

. . A - x ~ . s N
Cach bicu dien ngii giac deu

Mot tam gidc bét Ki ¢6 thé coi 1a hinh biéu dién clia mot tam gidc déu. Mot
hinh binh hanh c6 thé coi 12 hinh biéu dién clia mot hinh vuéng. Déi vé6i ngii
gidc déu, hinh biéu dién nhu thé nio ?

Gia sir ta c¢6 ngil gidc déu ABCDE véi cac dudng chéo AC va BD cat nhau &
diém M (h.2.73). Ta thay hai tam gidc ABC va BMC 1a déng dang (tam gidc
can c6 chung géc C & day).

)
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. AC  BC

Tac6 —=——+- (1)

BC MC
B

/K A

A c Al%\
M M, C,
E D E, D,
Hinh 2.73 Hinh 2.74

Mat khac vi tif gidc AMDE 1a hinh thoi nén AM = AE = BC, do d6
AC _AM

AM MC

Diat AM =a, MC = x,tacé

) e

Il el ran-db =0

a x=-%(—\/§—1)(loai).
Mc 5-1 2 _ BM 2

Suy —_—— Y _—
AM 2 3 MD 3

Céc ti s6 ndy giit nguyén trén hinh biéu dién. Pé x4c dinh hinh biéu dién, ta
v€ mot hinh binh hanh A;M D E| bét ki lam hinh biéu dién cta hinh thoi

AMDE (h.2.74). Sau d6 kéo dai canh A|M; mot doan M,C, = %MlA1 va kéo

dai canh DM thém mot doan MB| = %MlDl.

N6i cdc diém A, B, C}, Dy, E; theo thit ty d6 ta dugc hinh biéu dién clia mot

ngil gidc déu.



CAU HOI ON TAP CHUONG II -

. Hay néu nhiig céch xé4c dinh mat phéng, ki hiéu mat phéng.

. Th& nao la dudng thang song song vdi dudng thang ? Dudng thing song song
,v6i mat phang ? Mat phang song song vdi mat phéng ?

. Neu phuong phap chimg minh ba diém thang hang.
. Neéu phuong phdp chiing minh ba dudng thang déng quy.

. Néu phuong phap ching minh

— Pudng thing song song v6i dudng thing ;
- Pudng thing song song véi mat phing ;
— Mt phang song song véi mat phang.

. Phat biéu dinh Ii Ta-1ét trong khong gian. -

. Néu céch x4c dinh thiét dién tao bdi mot miat phang véi mot hinh ch6p, hinh
hdp, hinh lang tru.

BAI TAP ON TAP CHUONG II

. Cho hai hinh thang ABCD va ABEF c6 chung day 16n AB va khong cing nam
trong mot mat phang.

a) Tim giao tuyén cia cic mat phang sau :
(AEC) va (BFD) ; (BCE) va (ADF). -

" b) Ldy M 1a diém thuoc doan DF. Tim giao diém cla dudng thdng AM vé6i mat
phang (BCE).

¢) Chimg minh hai dudng thing AC va BF khong cit nhau.
. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a hinh binh hanh. Goi M, N, P theo thit

tu 12 trung diém cia cdc doan thang SA, BC, CD. Tim thiét dién ctia hinh chép
khi cét bdi mat phing (MNP).

Goi O 1a giao diém hai dudng chéo cia hinh binh hanh ABCD, hay tim giao
diém cia dudng thing SO v6i mat phang (MNP)

. Cho hinh chép dinh S c6 day la hinh thang ABCD véi AB la ddy 16n. Goi M, N
theo thit tu 12 trung diém cla cic canh SB va SC.

a) Tim giao tuyén cua hai mat phing (SAD) va (SBO).

77



78

b) Tim giao diém cua dudng thang SD véi mit phing (AMN).

c) Tim thiét dién cta hinh chép S.ABCD cit bdi mat phang (AMN).

Cho hinh binh hanh ABCD. Qua A, B, C, D 1an lugt vé bon nira duong thang
Ax, By, Cz, Dt & cung phia d6i v6i mat phdng (ABCD), song song v4i nhau va
khong nam trong mat phang (ABCD). Mét mat phang (f) lan lugt cat Ax, By,
CzvaDitai A", B, C'AD".

a) Ching minh mat phéng (Ax, By) song song v6i mat phang (Cz, Di).

b) Goil=AC N BD,J=A'C' n B'D’. Chimg minh IJ song song vGi AA",

c) ChoAA’=a,BB' = b, CC’=c. Hay tinh DD".

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG II

Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau day :

(A) Néu hai mat phang c6 mot diém chung thi chung con ¢6 vo s6 diém chung
khac nira :

(B) Néu hai mat phing phan biét ciing song song véi mat phing thit ba thi
ching song song véi nhau ;

(C) Néu hai duong thang phan biét cling song song véi mét mat phing thi song
song véi nhau ;

(D) Néu mot dudng thang cit mot trong hai mat phang song song vdi nhau thi
s& cat mat phang con lai.

Néu ba dudng thing khong ciing ndm trong mot mat phang va doi mot cit

nhau thi ba dudng thang dé

(A) Béng quy ; -(B) Tao thanh tam giéc ;

(C) Trung nhau ; _ (D) Cuing song song v6i mot mat phang.

Tim ménh dé diing trong cdc ménh dé trén.

Cho tit dién ABCD. Goi I, J va K 1an luot [a

trung diém cta AC, BC va BD (h.2.75). Giao
tuyén clia hai mat phang (ABD) va (IJK) la

(A)KD ;

(B) KT

(C) Buong thang qua K va song song véi AB ;
(D) Khéng cé. '

Hinh 2.75



4. Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau :

(A) Néu hai mit phang (@) va (f) song song véi nhau thi moi du’cmg thang nam
trong () déu song song véi (f) ; _

(B) Néu hai mat phing () va (8) song song véi nhau thi moi dudng thang ndm
trong () déu song song véi moi dudng thang nim trong (5) ;

(C) Néu hai dudng théng song song véi nhau lan lugt ndm trong hai mat phang
phan biét (@) va (f) thi (@) va (f) song song vdi nhau ;

(D) Qua mot diém ndm ngoai mat phang cho truéc ta v& duoc mot va chi mot
dudng thang song song véi mat phang cho trudc dé.

5. Cho tt dién ABCD. Goi M va N lan luot 1a
trung diém cta AB va AC (h.2.76), E 1a
diém trén canh CD vé6i ED = 3EC. Thiét
dién tao bdi mat phiang (MNE) va tt dién
ABCD la:

(A) Tam gigc MNE ;

(B) Tt gidc MNEF véi F 1a diém bat ki
trén canh BD ;

(C) Hinh binh hanh MNEF véi F 1a diém
trén canh BD ma EF // BC ;

(D) Hinh thang MNEF véi F 1a diém trén
canh BD ma EF // BC.

Hinh 2.76

6. Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C".
Goi I, J 14n lugt 12 trong tdm cua cdc tam ,
gidc ABC va A’'B’'C’ (h.2.77). Thiét dién tao A’ ¢

bdi mat phang (AL)) véi hinh Iang tru da
cho la
C
B

(A) Tam gidc can ;

(B) Tam gidc vuong ;

(O) Hinh thang ;

(D) Hinh binh hanh. A

7. Cho tt dién déu SABC canh béang a. Goi /
13 trung diém cha doan AB, M la diém di
dong trén doan Al. Qua M v& mat phang Hinh 2.77"
(o) song song véi (SIC).
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10.

11.

12,
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Thiét dién tao bdi (@) va tt dién SABC la

(A) Tam gi4c can tai M ; (B) Tam gidc déu;
(C) Hinh binh hanh ; : ‘ (D) Hinh thoi.

Vi gia thiét cua bai tap 7, chu vi clia thiét dién tinh theo AM = x 1a
() x(1 + V3); (B) 2x(1 +/3) ;

(© 3x(1+ V3); . (D) Khong tinh duoc.

Cho hinh binh hanh ABCD. Goi Bx, Cy, Dz 1a cic dudng thing song song v6i
nhau 14n luot di qua B, C, D va ndm vé mot phia cia mat phéng (ABCD), déng
thdi khong ndm trong mat phang (ABCD). M6t mit phéng di qua A va cat Bx,
Cy, Dz 14n luot tai B, C’, D’ v6i BB’ =2, DD’ = 4, Khi d6 CC’ bang

(A)3; ' B)4;

©5; (D) 6.

Tim ménh dé diing trong céc ménh dé sau :

(A) Hai dudng thing phan biét cliing nim trong mo6t mat phang thi khéng
chéo nhau ; '

(B) Hai dudng thang phan biét khong cit nhau thi chéo nhau ;

(C) Hai dudng thang phan biét khOng song song thi chéo nhau ;

(D) Hai dudng thang phan biét 14n lugt thudc hai mat phang khic nhau thi
chéo nhau.

Cho hinh vuéng ABCD va tam gidc déu SAB nim trong hai mat phang khéc

nhau. Goi M 12 diém di dong trén doan AB. Qua M v& mat phang () song song
véi (SBC). '

Thiét dién tao bdi (o) va h‘mh chép S.ABCD 1a hinh gi ?
(A) Tam giac ; (B) Hinh binh hanh ;
(C) Hinh thang ; (D) Hinh vuéng.

Véi gia thiét cta bai tap 11, goi N, P, Q 14n luot 12 giao clia mat phéng (&) véi
cdc dudng thang CD, DS, SA. Tap hop c4c giao diém I cla hai dudng thing

MQ va NP 1a

(A) Dudng thang ; (B) Nira dudng thing ;
(C) Doan thang song song véi AB ; (D) Tap hop rong.



Ta-lét. ngwdi dau tién
phat hién ra nhat thuec

Moi ngudi ching ta déu biét dén dinh 1f Ta-1ét trong hinh hoc phing va trong
hinh hoc khéng gian. Ta-1ét 1a moét thuong gia, mot ngudi thich di du lich va
mot nha thién van kiém triét hoc. Ong 12 moét nha béc hoc thoi cd Hi Lap va 1a
ngudi séng 1ap ra trudng phéi triét hoc ty nhién & Mi-kt. Ong ciing dugc xem
1a thuy t6 cha bé moén Hinh hoc. Trong lich st bo moén Thién van, Ta-lét 1a
ngudi ddu tién phat hién ra nhat thuc vao ngay 25 thdng 5 nam 585 trudc
Cong nguyén. Ong da khuyén nhiing ngudi di bién xdc dinh phuong huéng

béng cach dua vao chdm sao Tiéu Hung Tinh. :

Gidi thieu phuong phap tién dé
frong viéc xay dung hinh hoc

Trong lac chuyén trd, Hin-be (Hilbert) néi dua rdng
“Trong hinh hoc, thay cho diém, dudng thdng,
mdt phdng ta cé thé néi vé cdi ban, céi ghé

va nhdng coc bia.”

Tu thé ki thd ba trugc Cong nguyén, qua tic phdm “Co ban”, O-clit 12 ngudi
ddu tién dat nén méng cho viéc ap dung phuong phdp tién dé trong viéc xay
dung hinh hoc. Y tuéng tuyét voi niy ciia O-clit d dugc hoan thién béi nhidu
thé hé todn hoc ti€p theo va mai dén cudi thé ki XIX, Hin-be, nha todn hoc
Dic, trong tic phdm “Co s hinh hoc” xudt ban nam 1899 da dua ra mot he
tién dé ngén, gon, ddy du va khong mau thuin. Ngiy nay c6 nhiéu tic gia
khéc dua ra nhitng heé tién dé méi ctia hinh hoc O-clit nhung vé co ban vén
dua vao h¢ tién dé Hin-be. Sau day chiing ta s& tim hiéu so lugc vé phuong
phép tién dé. ‘
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1.Tiéndélagi? .

Trong sdch gido khoa hinh hoc & trudng phé théng, chiing ta da gap nhimg
khéi niém ddu tién cua hinh hoc nhu diém, dudng thang, mat phang, diém
thuoc dudng théng, diém thudc mat phing.v.v... C4c kh4i niém nay dugc mo
tA bing hinh 4nh cla chiing va déu khong dugc dinh nghia. Ngudi ta goi d6 I
cdc khdi niém co bdn va ding ching dé dinh nghia cdc khai niém khac. Hon

_nita, khi hoc Hinh hoc, chiing ta con gap nhing ménh dé toan hoc thira nhan
nhimg tinh chdt ding dén don gian nhdt clia dudng thing vA mat phang ma

khong chiing rriinh, d6 1a c4c tién dé hinh hoc.

Thi du nhu :

— C6 mot va chi mot dub'ng thang di qua hai diém phan biét cho trudc ;

— C6 mot va chi mot mat phéng qua ba diém khong thing hang cho truéc ;

— Néu c¢6 mot dudng thing di qua hai diém clia mot mat phang thi moi diém
ctia dudng thang déu thudc mat phang dé ;

V. V... '

Ngudi ta dua vao cic tién dé Hinh hoc d€ ching minh c4c dinh i cha Hinh
hoc va xay dung toan b6 noi dung clia n6. Mot hé tién dé hoan chinh phéi
thoa méan mot s6 di€u kién sau :

— Hé tién dé phai khong mau thuin ;

— Mai tién dé clia hé phai doc 1ap véi cac tién dé con lai ;

— He tién dé phai ddy da.
2. Cdc Ii thuyét hinh hoc. Ching ta biét rang méi li thuyét hinh hoc c6 mét
hé tién dé riéng cta né. Riéng hinh hoc O-clit va hinh hoc L6é-ba-sép-xki chi
khéc nhau vé tién dé song song, con t4t ca cc tién dé con lai clia hai 1f thuyét

hinh hoc nay déu gi6ng nhau. Trong sach gido khoa Hinh hoc 16p 7, tién dé
O-clit vé dudng thing song song dugc phat bi€u nhu sau :

M d

“Qua mot diém M ndm ngoai mot duong thdng a chi ¢é mot duomg thing d .
song song voi duong thdng a d6 . Trong c4c gido trinh V€ co s& hinh hoc, tién
dé€ nay dugc goi 1a tién dé V cla O-clit. Sust hon 2000 ndm ngudi ta da nghi
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ngd cho ring tién dé V 1a mot dinh li chit khong phéi 1a mot tien dé va tim
cich ching minh tién dé V tir cdc tién dé con lai, nhung tdt ca déu khong di
dén két qua. Tien dé V con duge phét biéu mot cich chinh xdc nhu sau:

“Trong mit phing x4c dinh bdi dudng thing a va mot diém M khong thuoc a
c6 nhiéu nhat 12 mot dudng thing di qua diém M va khong cit a”. Sau dé
ngudi ta dat tén cho dudng thing khong cét a néi trén 12 dudng thing song
song véi a. | \

~ Lo-ba-sép-xki 1a ngudi ddu tién dat van dé thay tien dé O-clit bang tién dé
Lo-ba-sép-xki nhu sau : '

“Trong mdt phdng xdc dinh bdi duong thdng a va mot diém M khong thudc a
¢6 it nhdt hai duong thdng di qua M va khong cdta”.

A
Y

Tir tién dé ndy ngudi ta ching minh dugc téng cic géc trong mdi tam gidc
déu nho hon hai vuong va xay dung nén mot mon Hinh hoc méi 1a Hinh hoc
Lo-ba-sép-xki. Ngay nay, Hinh hoc L6-ba-sép-xki c6 nhiéu tng dung trong
nganh Vat Ii vii tru v di tao nén modt bude ngoat trong viéc 1am thay déi tu
duy khoa hoc cia con nguoi.
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VECTO TRONG KHONG GIAN.
QUAN HE VUONG GOC TRONG
KHONG GIAN

% Vecto trong khéng gian

* Hai duéng thing vudng géc

< Dudng thing vuéng géc véi mat phing
< Hai mit phang vuéng géc

% Khoang cach

Trong chuong nay chdng ta sé nghién ciu vé vecto
trong khéng gian, déng thoi dua vao cac kién thic ¢b
lien quan dén tap hop cac vectd trong khéng gian dé
xay dung quan hé vudng géc clia dudng thang, mat -
ph&ng trong khong gian.




§1. VECTO TRONG KHONG GIAN

o) 16p 10 ching ta da dugc hoc vé vecto trong mat phfmg Nhimg kién thitc c6
lién quan dén vecto da glup ching ta 1am quen v6i phuong phdp dung vecto
va dung toa do dé nghien citu hinh hoc phang. Chung ta bi€t rang tap hop cac
vecto nam trong mat phang nao d6 12 mot bo phan cla tap hop céc vecto trong
khong gian. Do d6 dinh nghia vecto trong khong gian cung véi mot s6 noi

~ dung ¢6 lién quan dén vecto nhu d¢ dai cta vecto, sy cung phuomg, cung
huéng cha hai vecto, gid cha vectd, su bing nhau cia hai vecto va c4c quy tic
thuc hién céc phép todn v€ vecto dugc xay dung va xdc dinh hoan toan tuong
tu nhu trong mat phang. T4t nhién trong khOng gian, chiing ta s& gap nhu’ng
vidn dé méi vé vecto nhu viéc xét sy ddng phing hoac khoéng déng phing cia
ba vecto hodc viéc phan tich mot vecto theo ba vecto khong dbéng phéng.
Nhitng ndi dung néy s€ dugc xét dén trong cdc phan ti€p theo sau day.

L DINH NGHIA VA CAC PHEP TOAN VE VECTO TRONG KHONG GIAN
Cho doan thing AB trong khong glan Néu ta chon diém déu 1A A, dlém cudbi
12'B ta c6 mét vecto, duoc ki hiéu 13 AB

1. Dinh nghia

w;, Vecto trong kkong gian la mot doan thdng c6 huong. Ki hiéu
:‘- AB chi vecto cé diém ddu A, diém cudi B. Vecto con duoc ki
: hiéula a,b, x,y, ..

Cic khdi niém c6 lién quan dén vecto nhu gi ciia vecto, d6 dai clia vecto, su
cung phuomg, cung hudng cla hai vecto, vecto - khOng, su béng nhau ctia hai
vecto, ... duge dinh nghia twong ty nhu trong mét phing.

A1 Cho hinh t¢r dién ABCD. Hay chf ra céc vectd c6 diém déu 1a A va diém cufi la cac
dinh con lai clia hinh tir dién. Cac vecto d6 ¢6 cing nam trong mot mat phang khong ?

A\, Cho hinh hop ABCD ABCD"
Hay ké tén céc vecto c6 diém dau va diém cuéi 1a cac dinh cla hinh hop va bang
vecto AB.

2. Phép cong va phép trix vecto trong khong gian
Phép cong va phép trlr hai vectd trong khong gian duoc dinh nghia tuong tu
nhur phép cong va phép trir hai vecto trong mat phing. Phép cong vecto trong
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A\;3 Cho hinh hop ABCD EFGH. Hay thitc

86

khong gian ciing c6 céc tinh chat nhu phép cOng vecto trong mat phéng_. Khi
thuc hién phép cong vecto trong khong gian ta van c6 thé 4p dung quy tic ba
diém, quy tac hinh binh hanh nhu d6i véi vecto trong hinh hoc phéng.

—_— — — —

Vi du 1. Cho tit dién ABCD. Chitng minh : AC +BD = AD + BC.
Gidi 4
Theo quy tic ba diém ta c6
AC =AD+DC (h3.1).
Do d6 : AC+B_D° AD+DC + BD
= AD+(BD+DC)

— C
= AD+BC. Hinh 3.1

hién cac phép toan sau day (h.3.2) :
= =2 T Ao A

a) AB+CD+EF +GH ;
b) BE-CH.

Quy tdc hinh hép

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’ c6 ba
canh xudt phat tir dinh A 1a AB, AD,
AA’ va c6 dudng chéo 1a AC’. Khi d6
ta c6 quy tic hinh hop 1a :

_._.__.

AB+AD+AA = AC’ (h.3.3).

Quy tic nay dugc suy ra tir quy tic
hinh binh hanh trong hinh hoc
phéng.

Hinh 3.2

_ ) Hinh 3.3
3. Phép nhdn vecta_véi mot s6 5

Trong khong gian, tich clia vecto @ v6i mot s6 k # 0 la vecto kad dugc dinh
nghia twong ty nhu trong mat phang va c6 c4c tinh chét giéng nhu c4c tinh
chat da dugc xét trong mat phing.



Vi du 2. Cho t& dién ABCD. Goi M, N l4n luot 1a trung diém ciia cdc canh
AD, BC va G la trong tam cua tam gidc BCD. Ching minh rang :

a)M_'Nzé(EH)_'C); b)E+R+E=3E.
Gidi
a)Tac6 MN = MA+AB+BN va MN = MD+DC+CN (h.3.4).

—_— e — — 3 e —

Do d6 : 2MN =MA+MD+AB+DC + BN +CN
Vi M la trung diém clia doan AD nén

MA + MD = O va N lﬁ frung diém cta
doan BC nén BN +CN =0.

Do d6 MN =%(E+D_C.).

b) Ta cé E=E+@,

AC=AG+GC,

A AN Hinh 3.4

AD =AG+GD.

Suy ra AB+ AC + AD =3AG + GB + GC + GD.
Vi G la trong tAm clia tam gidc BCD nén GB +GC +GD =0.

_— — —

Do d6 ta suy ra AB+AC+AD 34G.

A4 Trong khéng gian cho hai vecto a va b déu khac vecta - khong. Hay X&c dinh cac
vecto 7 =23, 7 =-3b va p=m+n.

1L PIEU KIEN PONG PHANG CUA BA VECTO
1. Khdi niém vé su dé‘ng ph(fng ctia ba vecto trong khong gian
Trong khong gian cho ba vecto @, b, ¢ déu khic vecto - khong. Néu tir mot
diém O bdtkitavé OA=a, OB=b, OC =C ttﬁcéméxéyrahaitrubngﬁqp:
e Trudng hop céc dudng thing OA, OB, OC khong cling ndm trong mot mat
phang, khi d6 ta néi rang ba vecto a, b, ¢ khong dong phdng (h.3.5a).
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e Trudng hop cac duong thang OA, 0B, OC cing nim trong mot mat phéng
thi ta néi ba vecto a, b ¢ dong phang (h.3.5b).

Trong trudng hop ndy gid cla cdc vectd a, b, ¢ ludn ludn song song véi
mot mat phing.

\ _. ‘
. \y/A B _
& /)\B’{.’

-

a)Bavectd 4, b, ¢ khdng ddng phing b) Ba vectd a, b, ¢ déng phing

Hinh 3.5

IS Cht y. Viéc x4c dinh su déng phéng hoic khong déng phing ciia ba vectd néi
" trén khong phu thudc vio viéc chon diém O.

Tix d6 ta c6 dinh nghia sau day :

2. Dinh nghia

i Trong khong gian ba vecto duogc goi la dong phdng néu cdc
| gid cua chiing cung song song vdi mot mdt phdng (h.3.6).

Hinh 3.6

Vi du 3. Cho tt dién ABCD. Goi M va N 14n luot 12 trung diém clia AB va

—_— — —

CD. Chimng minh ring ba vecto BC, AD, MN déng phing.
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Gidi
Goi P va Q l4n luot 1a trung diém coa AC
va BD (h.3.7). Ta c6 PN song song véi
MQ va PN = MQ = %AD Vay tir giac

MPNQ 1i hinh binh hanh. Mat phang
(MPNQ) chita dudong thang MN va song
song véi cdc dudng thing AD va BC.

Ta suy ra ba dudng thang MN, AD, BC
cling song song véi mot mat phang. Do
dé6 ba vecto BC, MN, AD d6ng phéng,

As Cho hinh hdp ABCD.EFGH. Goi I va K |an luot 1 trung diém clia c4c canh AB va
BC. Chimg minh rang cac dudng thang IK va ED song song véi mat phang (AFC).

Tir 46 suy ra ba vecto AF, 1K, ED déng phing.

Hinh 3.7 C

3. Piéu kién dé ba vecto dong phdng

Tix dinh nghia ba vecto déng phing va tir dinh 1i vé su phan tich (hay biéu thi)
mot vectd theo hai vecto khong ciing phuong trong hinh hoc phing chiing ta
c6 thé chitng minh duoc dinh 1i sau day :

% Dinh i1 ,

Trong khong gian cho hai vecto @, b khong ciing phuong va
vecto T. Khi d6 ba vecto @, b, T dong phdng khi va chi khi
¢ cdp s6m, n sao cho ¢ =mad+nb. Ngoai ra cdp sé m, n la
duy nhdt. ‘

As Cho hai vecto @ va b déu khac vecto 0. Hay xac dinh vecto ¢ = 2i-b V4 giai
thich tai sao ba vecto 4@, b, ¢ déng phing.

A7 Cho ba vecto @, b, ¢ trong khéng gian. Chimg minh rang néu ma +nb+ pc =0
va mét trong ba 6 m, n, p khac khong thi ba vecta @, b, ¢ déng phéng.

Vi du 4. Cho tt dien ABCD. Goi M va N lén luot 1a trung diém cla AB va
CD. Trén c4c canh AD va BC lin lugt 1dy cdc diém P va Q sao cho

—_— 2 —_— g —_— .
AP=§AD va BQ=§BC. Chiing minh rdng b6n diém M, N, P, Q ciing
thuoc mot mit phing.

89



90

_— —_— —

Tac6é MN = MA+AD+ DN
vd MN = MB+ BC +CN (h.3.8).

—_— — —

Do d6 2 MN = AD+ BC

hay W:%(Ew_c'). )

Mat khéc vi A—P=§E nén E=%A_.P,

BQ —BC nén B =%BQ
Dodétir(1)tasuyra:
W=% ;(A— +B0O) :E(A_A'/I+W+W+M_Q°)

He thic MN = %FP+ %M_Q. chiing td ba vecto MN, MP, MQ déng phing
nén bén diém M, N, P, Q cling thudc mot mit phang.

Dinh I 1 cho ta phuong phdp chimg minh sy d6ng phang cla ba vecto théng
qua viéc biéu thi mot vecto theo hai vecto khong cling phuong.

V& viéc biéu thi mot vecto bét ki theo ba vecto khéng déng phang trong
khong gian, ngudi ta chitng minh dugc dinh Ii sau day.

' i;: Dinh li2

,h Trong khong gian cho ba

1 vecta khong dbng phdng
ll T

d,b,¢. Khi dé voi moi
. vecto ¥ ta déu tim dugc mét
b¢ ba s6 m, n, p sao cho
X=ma+nb + pc. Ngodi ra
b6 ba s6 m, n, p la duy nhdt
. (h3.9).




Vi du 5. Cho hinh hop ABCD.EFGH c6 AB=3, AD=b, AE=2. Goi I la
trung diém ctia doan BG. Hay biéu thi vectd Al qua ba vecto d, B, C.

2

Gidi

Vi la trung diém ctia doan BG nén ta c6 Al = %(E +AG)

= @+b+8 (h.3.10) S REr— .
Vay ﬁ=1(5+&'+3+5), suy ra iy \L,________: _________
Al =G+ bh+iz, E
2 2 o Hinh 3.10
BAI TAP

1. Cho hinh lang tru tit gidc ABCD.A'B'C’'D’. Mt phang (P) cit cdc canh bén AA’,
BB’, CC’, DD’ 14n luot tai I, K, L, M. Xét cic vectd c6 c4c diém ddu 1a céc
diém I, K, L, M va c6 céc diém cu6i 12 c4c dinh cla hinh lang tru. Hay chi ra
céc vecto :

a) Cung phuong véi 1A ;

b) Ciing huéng véi IA ;

¢) Nguge huéng véi IA. _
2. Cho hinh hop ABCD A’B'C'D’. Chiing minh ring :

a) E + W+ m = A—C” ;

b) BD-D'D-BD =BF ;

¢) AC+BA +DB+C'D =0.

3. Cho hinh binh hanh ABCD. Goi S 12 m6t diém nim ngoai mat phing chifa hinh
binh hanh. Ching minh ring : SA+SC =SB+ SD.
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10.
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Cho hinh tt dién ABCD. Goi M va N l4n lugt 1a trung diém cla AB va CD.
Chitng minh réng :

a) WzE(A_l).+B_C:) ;
b)m':%(ﬁ+ﬁi).

Cho hinh tt dién ABCD. Hiy x4c dinh hai diém E, F sao cho :
a) AE = AB+AC+AD ;

—_— — — —

b) AF =AB+ AC-AD.
Cho hinh tt dién ABCD. Goi G 1a trong tam cua tam gidc ABC. Ching minh

— — —

ring : DA+DB+DC = 3DG.

Goi M va N 14n luot 1a trung di€m cua cdc canh AC va BD ciia tit dién ABCD.
Goi I 1a trung diém ctia doan thing MN va P 13 mot di€m b4t ki trong khong
gian. Ching minh ring :

— — [— —_— -

a) IA+IB+IC+ID=0;

—_—— —— —

b) PI——(PA+PB+PC+PD)

Cho hinh lang try tam gidc ABC.A’B’C’ c6 AA’ = a, AB l; AC =C. Hay phén
tich (hay biéu thi) cdc vecto BC, BC’ qua céc vecto @, b, ¢ -

Cho tam gidc ABC. Lay diém S ndm ngoai mat phéng (ABC). Trén doan SA 14y
diém M sa0 cho MS=-2MA vi trén doan BC 14y diém N sao cho

— — —

NB= _ENC Chung minh ring ba vecto AB, MN, SC déng phang

Cho hinh hop ABCD.EFGH. Goi K 14 giao diém cua AH va DE, I 1a giao diém
cia BH va DF. Chitng minh ba vecto AC, KI, FG d6ng phing.



§2. HAI PUGNG THANG YUONG GOC

1. TEICH VO HUGNG CUA HAI VECTO TRONG KHONG GIAN
1. Goc ginva hai vecto trong khong gian

= Dinh nghia

Trong khong gian, cho U va
V la -hai vecto khdc vecto -
khong. Ldy mot diém A badt
ki, goi B va C la hai diém
sao cho AB=L7, A_C"—v

Khi do ta goi géc BAC
(0° < BAC < 180°) la goc
gita hai vecto U va V
trong khong gian, ki hiéu la
B @, %) (h3.11).

A1 Cho t(r dién déu ABCD co H la trung diém cla canh AB. Hay tlnh gdc gitra cac cap
' vecto sau day :

a) AB va BC ; : b) CH va AC.
2. Tich v6 hudng ciia hai vecto trong khong gian
* Dinh nghia
Trong khong gian cho hai vecto i va V. déu khdc vecto - khong.
Tich v6 huong cua hai vecto W va V la mot s6, ki hiéu la
.V, duoc xdc dinh bdi cong thirc :

5.V =@l v, cos(@, ¥)

Truong hop i = 0 hodc Vv = 0 ta quy udc u.v =0.

Vi du 1. Cho tit dién OABC c6 céc canh OA, OB, OC doéi mét vudbng goéc va
OA = OB OC = 1. Goi M 1a trung diém cha canh AB. Tinh géc giita hai

vecto OM va BC
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Gidi
—— — OMBC

Ta c6 cos(OM, BC) = —7
lom| |Bc]
= ?/214'BC (h.3.12).
V2 5
2
Mit khic OM.BC = l(& +E§) .(OC - OB)
_ 2 Hinh 3.12

1 —_— —_— —_— —02

= ~(OA.0C-0A.OB+0B.OC-0B )

(S}

Vi OA, OB, OC 461 mot vudng goc va OB = 1 nén

—_——— —_— —_—

OA.OC =0OA.OB=0B.OC = OvaOB-l

Do d6 cos (OM, BC) = —%- Vay (OM,BC)=120°.

Az Cho hinh lap phuong ABCD A'B'C'D".

a) Hay phan tich cac vecto AC’ va BD theo ba vecto AB AD AA.

b) Tinh cos(AC’, BD) va tir dé suy ra AC’ va BD vudng goc vai nhau.
II. VECTO CHi PHUGNG CUA PUGNG THANG

1. Dinh nghia |

goi la vecto chi phuong cua duong A ‘
W thdng d néu gid cua vecto @ song /
song hodc tring véi dwong thdng d Hinh 3.13
(h.3.13). '

w Vecto d khdc vecto - khong duoc

2. Nhdn xét

a) Néu d la vecto chi phuong ctia duong thiang d thi vecto kd véi k # 0 ciing
1a vecto chi phuong cia d.
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b) Mot dudng thing d trong khong gian hoan toan dugc xdc dinh néu biét mot
diém A thudc d va mot vecto chi phuong @ cla nd.

¢) Hai dudng thdng song song v6i nhau khi va chi khi ching 13 hai dudng
thdng phén biét va cé hai vecto chi phuong cung phuong.

IIl. GOC GIUA HAI PUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Trong khong gian cho hai dudng thang a, b bét ki. Tir mot diém O nao d6
ta v& hai dudng thing a’ va b’ 1an lugt song song véi a va b. Ta nhan thdy
ring khi diém O thay ddi thi géc giita a’ va b’ khong thay déi. Do d6 ta c6 -
dinh nghia :

1. Dinh nghia

5 Goc giita hai duomg thdng a va b trong khong gian la géc giita
hai duong thdng a’ va b’ cung di qua mét diém va ldn luot
i song song voi ava b (h.3.14).

Hinh 3.14
2. Nhdn xét

a) D€ xdc dinh géc giita hai dudng théng a va b ta c6 thé 1dy diém O thudc
mot trong hai dudng thing dé réi vé& mot dudng thang qua O va song song vdi
dudng thing con lai.

b) Néu i la vecto chi phuong ctia dudng thing a va v 13 vecto chi phuong
clia dudng thing b va (ii,7) = o thi géc giita hai dudng thing a va b bang o

néu 0° <<90° va bing 180° —r néu 90° < o < 180°. Néu a va b song

song hoac tring nhau thi géc giita ching bang 0°.

A3 Cho hinh lap phuong ABCDA’B’C’D’. Tinh gbc gitfa cac cap dudang théng sau day :
a) ABVAB'C’; b)ACvaB'C”: Q) A'C'VaBC.
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Vi du 2. Cho hinh chép S.ABC c6 SA =SB =SC = AB = AC = a va BC = a~2 .
Tinh géc giita hai duong thang AB va SC.

Gidi )
SC.AB
Ta co cos(SC AB) =
Iscl.[aB|
~ A B
_ BATACYAB 4 515, ' .
a.a : a2
 ——_ SAAB+AC.AB
cos(SC,AB) = %) ¢ Hinh 3.15
P :

Vi CB%=(aV2)? =a? +a® = AC? + AB* nen AC.AB = 0. Tam gidc SAB
e 2
déu nén (SA,AB) = 120° vi do d6 SA.AB= a.a.cos120° = —"7- Vay :

02

2 =_%. Do d6 (SC,AB) = 120°.

cos(S_C.,A_.B) =

a

Ta Suy ra géc giita hai dudng thang SC va AB bing 180° —120° = 60°.

IV. HAI PUGNG THANG VUONG GOC
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1. Dinh nghia

© Hai dm)'hg thdng dwoc goi la vudng géc véi nhau néu géc
. gifta chiing bang 90°.

Ngudi ta ki hiéu hai dudng thang a va b vuéng géc véi nhau laa L b.

2. Nhdn xét

a) Néu i@ va v 14n lugt 12 cac vecto chi phuong cia hai dudng thang a va b
thi: a Ll b v =0.

b) Cho hai duomg thang song song. Néu mot duong thdng vuéng géc véi
dudng thing nay thi ciing vuong géc v6i dudng thang kia.

¢) Hai dudng théng vuéng géc v6i nhau cé thé cat nhau hodc chéo nhau.



"Vidu 3. Cho tit dien ABCD c6 AB 1L AC vaAB L BD. Goi P va Q lan lugt 1a
trung di€ém cta AB va CD. Ching m1nh ring AB va PQ 13 hai dudng thing
"vudng géc vdi nhau.

Gidi
Tacé PQ=PA+AC+CQ
' va PO = PB+BD+D0 (h.3.16).
Do d6 2 PQ = AC + BD.
Vay 2 PO.AB = (AC + BD).AB

—_—— —_

= AC.AB+BD.AB=0

hay PO.AB =Otic A PQ L AB. . - Hinh 3.16

A4 Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C"D’. Hay néu tén cac dudng thang di qua hai
dinh clia hinh ap phuong da cho va vudng géc véi :
a) duong thing AB ; b) dudng thing AC.

As Tim nhitng hinh &nh trong thuc t€ minh hoa cho su'vu()ng goc clia hai duong thang
trong khdng gian (trudng hop cat nhau va truéng hgp chéo nhau).

BAI TAP
1. Cho hinh 13p phuong ABCD.EFGH. Hay xac dmh goc gilta cic cdp vecto
sau day : .
a) AB vi EG : b) AF va EG ; c) AB va DH.
2. Chotirdién ABCD.

a) Ching minh ring AB.CD + AC.DB + AD.BC =0.
b) Tir d4ng thic trén hay suy ra réng néu ti dien ABCD c6 AB L CDvaAC 1L DB
thi AD L BC.
3. a) Trong khong gian néu hai dudng thing a va b ciing vudng géc véi duong
thang c thi a va b ¢6 song'song v4i nhau khong ?

b) Trong khéng gian néu dudng thang a vuéng géc véi dudng thang b va dudng
thédng b vuéng géc véi duding thing ¢ thi a c6 vuong goc véi ¢ khong ?
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. Trong khong gian cho hai tam gidc déu ABC va ABC’ ¢6 chung canh AB va
nidm trong hai mit phing khdc nhau. Goi M, N, P, Q l4n luot 12 trung diém clia
cdc canh AC, CB, BC', C'A. Ching minh ring :

a)AB 1L CC’;
'b) Tu gidc MNPQ la hinh chu' nhat

. Cho hinh chop tam gidc S.ABC c6 SA = SB = SC va cé ASB BSC = CSA
Ching minh rangSA 1 BC,SB 1L AC,SC 1 AB.

. Trong khéng gian cho hai hinh vudéng ABCD va ABC’'D’ ¢6 chung canh
AB va nim trong hai mit phing khéc nhau, ldn lugt ¢6 tim O va O’. Chiing
minh ring AB L OO’ vi t& gisc CDD'C’ 13 hinh chif nhat.

. Cho S 12 dién tich cha tam gidc ABC. Ching minh ring :

1 [—2 —2 ——
S=5 AB .AC -(AB.AC)".

. Cho tudlén ABCD 6 AB = AC = AD va BAC = BAD = 60°. Chu'ng minh rang
a)AB L CD;
b) Néu M, N lan luot Ia trung diém ciia AB va CD thi MN L ABvaMN L CD.

§3. PUONG THANG vuONc GOC VOI MAT PHANG

Trong thuc t&, hinh anh cia soi day doi vuéng goc v6i nén nha cho ta kha1
niém vé sur vudng géc cha dudng thang véi mat phédng. -
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1. PINH NGHIA

: Duong thdng d dugc goi _

la vuong goc voi mdt |
phdng () néu d vuodng /(\ :
géc véi moi duomg thing a i
a ndm trong mdt phdng
(@ (h.3.17).

Khi d vubng géc véi () ta con ndi (&) vudng géc véi d, hoac d va (@) vudng
g6c véi nhau va ki hiéulad L (a).

Hinh 3.17

IL PIEU KIEN PE PUONG THANG VUONG GOC VOI MAT PHANG

Dinh li

Néu mot duomg thdng vubng goéc véi hai duomg thdng cdt
nhau cing thuéc mot mdt phdng thi né vuong géc véi mdt
. phdng dy. ' '

=

Chiing minh
Gia sir hai dudng thing cit nhau cung thu6c mat phang (@) 1a a, b 14n lugt c6
céc vecto chi phuong 1a /7, # (h.3.18). T4t nhién khi d6 7 va 7 la hai vecto
khéng ciing phuong. Goi ¢ 1a mot dudng thing bt ki nim trong mat phang
(@) va c6 vecto chi phuong p. Vi ba vecto 7,7, p dong phing va
m, 7 la hai vecto khéng ciing phuong nén ta c6é hai s6 x va y sao cho
D =xm+ yn.
Goi u la vecto chi phuong cua
duong thingd. Vi d L avad L b
néntacd u.m =0va u.n=0.
Khi d6

- = a

U.p=u.(xm+yn)=xd.m+yi.n=0.

=l

Vay dudng thang d vuébng géc véi
dudng théng ¢ bat ki ndm trong mat
phéng (@) nghia la dudng thing d
vuong goc véi mat phing (). Hinh 3.18
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5’]’ Hé qua’

\ Néu mot duomg thdng vuéng géc véi hai canh ciia mot tam.
il gidc thi né ciing vuéng géc véi canh thit ba ciia tam gidc dé.

Aj Mudn chitng minh dudng thang d vubng goc vdi mot méat phang (), ngudi ta phéi

[am nhu thé nao ?

Az Cho hai duéng thang a va b song song v6i nhau Mot duong thang d vudng goc véi
a va b. Khi d6 dudng thang d ¢o vudng goc vGi mat phang xac dinh bdi hai dudng

III.
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thang song song a va b khéng ?

TINH CHAT

Tu dinh nghia va diéu kién dé dudng thing vuéng géc v6i mit phing ta c6

c4c tinh chit sau :

{;; Tinh chét 1

d

S

| vuong goc véi mot
,’ﬁl duomg thdng cho trudc
1 (h.3.19).

Mt phdng trung truc ciia mot doan thdng
Ngudi ta goi mét phdng di qua trung
di€m / cha doan thing AB va vuong

goéc véi dudng théng AB 1a mdr phdng
trung truc cua doan thdng AB
(h.3.20).

4 Tinh chét 2
_ﬁ’iCé duy nhdt mot

i duong thing di qua
i mot diém cho trudc va

J C6 duy nhdt mgt mat 0
;} phing di qua mot .
W diém cho truéc va

Hinh 3.19

\

& vubng géc voi mot
it ” 2 .
i mdt phang cho trudc
i (h.3.21). a

’
g

Hinh 3.21



IV. LIEN HE GIUA QUAN HE SONG SONG VA QUAN HE VUONG G()C
CUA DUONG THANG VA MAT PHANG

Ngudi ta c6 thé ching minh dugc mot s6 tinh chét sau day vé su lién quan
gilta quan hé vuéng géc va quan hé song song clia dudng thédng va mat phing.

i Tinh chét 1
a) Cho hai duong thdng song song. Mdt phdng nao vubng goc

:1,'4 vdi duomg thdng nay thi ciing vuong géc vo’t duo’ng thdng
Hﬁ kia (h.3.22).

:ﬁ! b) Hai duong thdng phdn
| biét cung vudéng géc voi
mét mdt phdng thi song
W song vdi nhau.

a b

Tinh chét 2 Hinh 3.22

a) Cho hai mdt phdng
song  song. Duong
thdng nao vuéng géc

véi mat phdng nay thi /
ciing vuong géc voi mdt :

SR S S ]

H
il
i
e
[H]
i

R

_ phdng kia (h.3.23).

b) Hai mdt phdng phdn biét
i cung vuong goc voi mot
duomg thdng thi song
song voi nhau (h.3.23).

Hinh 3.23

Tinh chét 3 _ b
. a) Cho duomg thdng a va

i o 2

. mdt phdng (&) song |

o song véi nhau. Puomg i

thdng nao vuéng géc B
VOi (@) thi ciing vudng
g6c vdi a (h.3.24).

b) Néu mot duomg thdng va mot mdt phdng (khong chita

| du\é’ng thdng dé) cang vuong géc véi mot duong thdng khdc

b thi chiing song song véi nhau (h.3.24).

a

/
/
/
/

Hinh 3.24

.
I
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Vidy 1. Cho hinh chép S.ABC c6 ddy la tam gidc ABC vuong tai B va c6 canh
SA vubng géc v6i mat phang (ABC).

a) Chimg minh BC L (SAB).
b) Goi AH la dudng cao clia tam gidc SAB. Chtmg minh AH L SC.

Gidi s
a) Vi SA L (ABC)nénSA L BC (h.3.25).
Tacé BC LSA, BC L AB.
Tir d6 suy ra BC L (SAB).
b) Vi BC L (SAB) vd AH nim trong (SAB)
nén BC 1 AH. Talaicé
AH L BC, AH L SB nén AH L (SBC).
Tir d6 suy ra AH L SC. Hinh 3.25

V. PHEP CHIEU VUONG GOC VA DPINH Li BA PUGONG VUONG GOC
1. Phép chiéu vuéng géc
Cho dudng thing A vuéng géc véi mat phing
(@). Phép chi€u song song theo phuong cia A
1en mit phang () duoc goi 14 phép chiéu
vubng goc lén mdt phdng () (h.3.26).

Nhdn xét. Phép chi€u vudng géc 1én mot
mit phéng 13 trudng hop dac biet cia phép
chi€u song song nén c6 ddy du c4c tinh chat
cua phép chi€u song song. Chi ¥ ring ngudi Hinh 3.26
ta con dung tén goi "phép chi€u lén mit

phéng (@)" thay cho tén goi "phép chi€u vuong géc lén mat phéng ()" va
dung tén goi H 12 hinh chi€u cia S trén mat phing (&) thay cho tén goi

S’ 1a hinh chiéu vuong géc ciia JH trén mat phang ().

2. Dinh li ba duong vuong géc

. Cho duong thdng a ndm trong mdt phdng (0) va b la duong
thdng khong thuéc (@) dong thoi khong vubng géc véi (a).
Goi b’ la hinh chiéu vuéng géc cua b trén (). Khi dé a vuong
| g6c vdi b khi va chi khi a vuéng géc voi b’.
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Chitng minh
Trén dudng thing b 14y hai diém A, B
phan biét sao cho ching khong thudc
(). Goi A’ va B’ 14n luot 1a hinh chiéu
cta A va B trén (¢). Khi d6 hinh chi€u b’

clia b trén (@) chinh 13 dudng thang di
qua hai diém A’ va B’ (h.3.27).

Vi a nim trong (&) nén avuong géc v6i AA.

— Vay néu a vudng géc véi b thi a vuong ' Hinh 3.27
géc v6i mat phing (b, b). Do d6 a
vuong géc v6i b’

— Nguoc lai néu @ vuéng géc véi b’ thi @ vudng géc véi mat phing (b, b). Do
d6 a vubng géc véi b.

3. Géc giita duomg thdng va mdt phdng

4 Dinh nghia

il Cho duomg thdng d va mdt phdng ().

i;?, Truomg hop duong thdng d vuéng géc véi mdt phdng (0) thi ta

! ndi rdng goc giita duong thdng d va mdt phdng (@) bang 90°.

{hj Truomg hop duong thdng d khéng vuong géc véi mdt phdng ()

i . . ‘o NN T SR C oy 2 '~
i;;‘ thi géc giika d va hinh chiéu d’ cua no trén (0) goi la goc giia
B duwonmg thdng d va mdt phdng (0).

Khi d khéng vuéng géc véi (@) va d cit

(o) tai diém O, ta 1y mot diém A ty § d\ A
wén d khéc véi diém O. Goi H 13 hinh

chiéu vuéng géc clia A 1én (@) va @ la géc
gittad va (@) thl AOH = ¢ (h.3.28). ) N

H

Chu y. Néu @ 1a géc gilta dudng théng d a
vd mat phang (@) thi ta luén ¢6
0° < <90°. -

Hinh 3.28

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 d4y 1a hinh vuéng ABCD canh a, c6 canh
SA =a~2 va SA vuong géc véi mat phing (ABCD).
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a) Goi M va N 14n lugt 12 hinh chi€u ctia diém A 1én c4c dudng thing SB va -
SD. Tinh géc giita dudng thing SC va mat phing (AMN).

b) Tinh géc gilta dudng thang SC v mét phing (ABCD).
Gidi

a) Tac6 BC L AB, BC 1 AS, suyra BC L (ASB).

Tix d6 suy ra BC L AM, ma SB L AM

nén AM L (SBC). Do d6 AM 1 SC (h.3.29).

Tuong ty ta chitng minh dugc AN L SC.

Vay SC L (AMN). '

Do d6 géc gilta SC vA mat phéng - ' B

(AMN) bing 90°. | Hinh 3.29

b) Ta c6 AC 1a hinh chiéu ctia SC 1én mat phing (ABCD) nén SCA Ia géc
giita dudng thang SC v6i mit phing (ABCD). Tam gidc vuong SAC can tai A

c6 AS = AC = a~/2. Do d6 SCA = 45°,

BAI TAP
1. Cho hai dudng thing phan biét a, b vd mit phing (@). Cic ménh dé sau day
ding hay sai ?
a)Neua//(a)vab l(a) thi a Lb.
b)Néua//(@)vab L athi b L(a).
c)Néua// (@) vab// () thi b/ a.
d)Néua L(a)vab L athi b// ().
2. Cho tit dién ABCD c6 hai rhat ABC va BCD la hai tam gidc can cé chung canh
ddy BC. Goi I 1a trung diém clia canh BC.
a) Chimg minh ring BC vu6ng géc véi mat phing (ADI).

b) Goi AH 1a dudng cao cha tam gisc ADI, chitng minh ring AH vuédng géc vdi |
mat phing (BCD).

3. Cho hinh chép S.ABCD c6 dr:iy 13 hinh thoi ABCD va c6 SA =SB =SC =SD. Goi O
1a giao diém clia AC va BD. Chiing minh rang :
a) Pudng thing SO vudng géc véi mat phang (ABCD) ;
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b) Dudmg thing AC vuéng géc v6i mat phang (SBD) va dudng thdng BD vuong
géc voi mat phing (SAC).

. Cho tit dién OABC c6 ba canh OA, OB, OC d6i mot vudng géc. Goi H 1a chan
dudng vudng géc ha tir O t6i mat phang (ABC). Chimg minh réng :
a) H 1a tryc tam cia tam gidc ABC ;

1 1 + 1 + 1
OH?* 04a%* o0B* oc?
. Trén mat phéng (@) cho hinh binh hanh ABCD. Goi O 12 giao diém clia AC va
BD, S 12 mot diém ndm ngoai mat phang (&) sao cho SA = SC, SB = SD. Chiing
minh ring :
a)So 1L (o);
b) Néu trong mit phing (SAB) ké SH vuéng géc v6i AB tai H thi AB vudng géc

v6i mat phang (SOH).

. Cho hinh chép S.ABCD c6 d4y 1a hinh thoi ABCD va c6 canh SA vuéng géc vdi
mat phang (ABCD). Goi I va K 13 hai diém 14n luot 14y trén hai canh SB va SD

b)

sao cho S = K, Ching minh :
SB  SD
a) BD vubng géc véi SC

b) IK vuong géc véi mit phing (SAC)

. Cho tit dién SABC c6 canh SA vudng géc véi mét phang (ABC) va ¢6 tam gidc
ABC vuong tai B. Trong mat phing (SAB) k& AM vuoéng géc v6i SB tai M. Trén
canh SC 14y diém N sao cho M = SN Chiing minh rang :

SB  SC
a) BC L (SAB)vaAM L (SBC); -
b)SB L AN.
. Cho diém S khong thu6c mat phing (&) c6 hinh chi€u trén (@) 12 diém H. Véi

di€ém M b4t ki trén (@) va M khong tring v6i H, ta goi SM 1a dudng xién va
doan HM 14 hinh chi€u cia dudng xién d6. Ching minh ring :

a) Hai dudng xién bang nhau khi va chi khi hai hinh chi€u cua chiing bang
nhau; -

b) Véi hai duong xién cho trudce, dudng xién nao 16n hon thi ¢6 hinh chiéu 16n
hon va ngugc lai duong xién nao c6 hinh chi€u 16n hon thi 16n hon.
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L. GOC GIUA HAI MAT PHANG

106

§4. HAI MAT PHANG YUONG GOC

Hinh anh ctia mot cdnh cla chuyén
dong va hinh anh cha bé mat bic tuong
cho ta thdy dugc su thay déi cla géc
giita hai mat phéng.

1. Dinh ‘nghia _ _
% Goc giita hai mdt phdng la goc gita hai duong thdng ldn lugt

i
i
i
BH

. vuoéng goc voi hai mdt phdng dé (h.3.30).

Néu hai mat phang song song hodc tring nhau thi ta néi ring géc gitta hai

mat phing dé bang 0°.

m

Hinh 3.30

2. Céch xdc dinh géc giira hai mdt phdng cdt nhau
Gia sir hai mat phang (@) va (B) cét
nhau theo giao tuyén c¢. Tt mot diém /
bé} ki trén c¢ ta dung trong (@) duong
thang a vuong géc véi ¢ va dung trong a
(/) duodng thang b vuong géc véi c. @

Ngudi ta chimg minh duge géc gilta hai
mit phang (@) va (B) 1a géc gilta hai
duong thang a va b (h.3.31).

Hinh 3.31



3. Dién tich hinh chiéu clia moét da gidc
Nguoi ta da chiing minh tinh chét sau day :
Cho da gidc F ndm trong mdt phdng (@) cé dién tich S va H' la hinh chiéu

vubng goc ciia JE trén mdt phdng (). Khi dé dién tich S’ ciia H' dugc tinh
theo céng thirc :

S’ = Scosg

véi pla g()c gitta (@) va (D).
~ Vidu. Cho hinh chép S.ABC c¢6 day 1a tam gléc déu ABC canh g, canh bén SA
vudng géc v6i mat phing (ABC) va SA = 5

a) Tinh géc giita hai mat phang (ABC) va (SBC)
b) Tinh dién tich tam gidc SBC.

| - . Gidi

a) Goi H 1a trung diém cha canh BC. Tac6 BC L AH. (1)
ViSAL(ABC)nénSA L BC. (2) S
Tir (1) va (2) suy ra BC L (SAH) nén

BC L1 SH. Vay gbéc giita hai mat phang

(ABC) va (SBC) biang SHA Dat

Q= SHA (h.3.32), tacoé

SA _

E a3

2
Tasuy ra ¢ = 30°.

_B

T3

N | Q

ol -

tang =

Hinh 3.32

Vay goc giita (ABC) va (SBC) bang 30°.

b) Vi SA L (ABC) nén tam gidc ABC 1a hinh chi€u vuéng géc clia tam gic
SBC. Goi S, S, 14n luot 1a dién tich clia cdc tam gidc SBC va ABC. Ta c6

{
SZ= S,.COS¢ = Sl =

cos¢'
2 a2\/§ a*
S S ===
uy ra 1)\/_ 2 5
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II. HAI MAT PHXNG VUONG GOC -

108

() nén géc gitra hai dudng thing a va b bing

1. Dinh nghia
§;J Hai mdt phdng goi la vuéng géc vdi nhau néu géc giita hai

‘g'} mat phdng dé la gé¢ vuong.

Néu hai mit phang () va () vuéng géc véi nhau ta ki hieu (@) L (D).

2.Cdc dinh li

& Dinh i 1 _
|| Diéu kién cdn va di dé hai mdt phdng vuéng géc véi nhau 13
|
n.(, mdt phdng ndy chita mot dwomg thdng vuong goéc voi mt
,' phdng kia.

Chitng minh
Gia st (), (0 12 hai mat phang vudng géc véi
nhau. Goi ¢ 1a giao tuyén clia (&) va (B). Tu
diém O thuéc c, trong mit phing () vé dudng “
thing a vuéng géc véi ¢ va trong (f) vé dudng a
thing b vubng géc vé6i ¢ (h.3.33). Ta c6 géc '

gitta hai dudng thdng a vd b 13 géc giita hai "
2 N ) 9) b
mat phang (@) va (0. Vi (a) vuong géc véi. 1e 7

90°, nghia 1a @ vuéng géc véi b. Mit khde Hinh 3.33
theo céch dung ta cé a vuéng géc véi c.

Do d6 a vuong géc v6i mat phing (c, b) hay a vudng géc voi H).

Li luan tuong tu ta tim dugc trong mat phang (f) dudng thing b vuéng géc
véi ().

Ngugc lai, gid sir mat phang (@) ¢6 chita mot dudng thing a’ vuodng géc véi
mat phéang (f). Goi O’ 1a giao diém cta a’ véi () thi tat nhién O’ thudc giao
tuyén c ctia (c) va (#). Trong mat phéng (£ dung dudng thing b’ di qua O’ va
vudng géc véi c. Vi @’ vuéng géc véi (H) nén a’ vuodng goc Vvéi ¢ va a’ vuong,
goc voi b’. Mit khic ta c6 a’ vudbng géc v6i ¢ va b’ vudng goc véi ¢ nen gée
gifta hai mat phing (&) va () 1a géc giita hai dudng thing a’, b va bing 90°,
Vay (@) vudng géc véi (D). |



A1 Cho hai mét phang (a) va (f) vuong goc Vi nhau va cét nhau theo giao tuyén d.
Ching minh rang néu co mOt dudng thang A nam trong () va A vuéng géc véi d

thi A vudng géc véi (5.

tuyén thi vuéng géc véi mdt phdng kia.

Hé qua 2

. mdt phang ().
Dinh Ii 2

i ba do.
| Chitng minh

G1a st (@) va (P) 1a hai mat phang cit
nhau vd cing vuéng géc v&i mat
phéng ().

T mot diém A trén giao tuyén d cia
hai mt phéng (&) va () ta dung dudng
thdng d’ vubng géc v6i mat phang ().
Theo hé qua 2 thi d’ ndm trong (&) va

d’ ndm trong (f). Vay d’ trung véi d
nghia 12 d vuéng géc véi () (h.3.34).

Hinh 3.34

Néu hai mdt phdng vuong géc véi nhau thi bdt ci dwong
thdng ndo ndm trong mdt phdng ndy va vidéng géc vdi giao

Cho hai mdt phing (@) va (,B) vuong goc vdi nhau. Néu tir
mot diém thuéc mdt phdng (@) ta dung mot duomg thing
vuong géc voi mdt phdng (B) thi duong thdng ndy nam trong

Néu hai mdt phdng cdt nhau va ciing vuong géc véi mdit phang
thit ba thi giao tuyén ciia chiing vuéng géc véi mdt phding thir

A\, Cho tt dien ABCD c6 ba canh AB, AC, AD d6i mot vuéng goc véi nhau. Chiing
minh rang cac mat phang (ABC), (ACD), (ADB) cling doi mot vudng goc vdi nhau.

A;, Cho hinh vuéng ABCD. Dyng doan théng AS vuong goc vai mét phang chia hinh

‘vubng ABCD.

a) Hay néu tén cac mat phéng Ian Iuot chira cac dudng thang SB SC, SD va vubng

goc véi mat phang (ABCD).

b) Ching minh réng mat phéng (SAC) vuéng géc véi mat phéng (SBD).
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III. HINH LANG TRU PUNG, HINH HOP CHU' NHAT, HINH LAP PHUONG

1. Dinh nghia _

-\ Hinh ldng tru dimg la hinh ldng tru c6 cdc canh bén vudng géc

voi cdc mdt ddy. Do dai canh bén duoc goi la chiéu cao cua
hinh ldng tru dimg.

e Hinh lang tru ding c6 ddy 1a tam gidc, tif gidc, ngil giac, v.v... dugc goi la
hinh ldng tru dimg tam gidc, hinh ldng tru dimg ti gidc, hinh ldng try dimg
ngi gidc, v.v... _

e Hinh lang tru ding c6 ddy 12 mot da gidc déu dugc goi 1a hinh ldng try déu.
Ta c6 céc loai lang tru déu nhu hinh ldng tru tam gidc déu, hinh ldng tru ni
gidc déu, hinh ldng tru ngii gidc déu ...

e Hinh lang tru dimg c6 déy 12 hinh binh hanh duoc goi 13 hink hép dimg.

¢ Hinh lang tru ding c6 ddy 1a hinh chit nhat dugc goi 1a hinh hop chit nhdt.

e Hinh lang tru dimg c6 ddy 1a hinh vuong va cdc mat bén déu 1a hinh vuéng
dugc goi 1a hinh Idp phuong.

————t——

Hinh |&ng tru ding tam giac ‘ Hinh lang tru dimg ngd giac
|
1
| :
! ]
I ¥
I 1
[} [}
I !
- F——— l
2 Y RS ==
// //,
// ,/
Hinh hép chir nhat Hinh l&p phuong
Hinh 3.35
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A4 Cho biét ménh dé nao sau day la ding ?
a) Hinh hdp 14 hinh lang tru ding.
b) Hinh hdp chi nhat 13 hirh lang tru dung.
¢) Hinh lang tru 1a hinh hép.
" d) C0 hinh lang tru khéng phai [a hinh hop.

2. Nhdn xét

Céc mat bén cia hinh lang tru déng luén luén vuéng géc véi mat phang day va
1a nhitmg hinh chi nhat.

As Sau mat cia hinh hdp chir nhat co phai 1a nhitng hinh chtt nhat khéng ?

Vi du. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C'D’ ¢6 canh bang a. Tinh dién
tich thiét dién cia hinh 14p phuong bi cit bdi mat phing trung truc (&) cia
doan AC".

Gidi
a5

Goi M 1a trung diém cha BC. Ta c6 MA = MC’ = — nén M thudc mat
phéing trung truc cia AC’ (h.3.36).

Goi N, P, Q, R, S lan luot 1a trung di€ém
cia CD, DD’, D'A’, A'B’, B'B. Ching
minh tuong tu nhu trén ta cé cdc diém
nay déu thuoc mat phang trung tryc cla A
AC’. Vay thiét dién cta hinh lap phuong
bi cdt boi mat phang trung truc (@) cla
doan AC’ 1a hinh luc gidc déu MNPQRS

Ny
2

c6 canh bang

Dién tich S cua thiét dién cdn tim 1a : -

' 2
S=6,[aﬁ] B33

2 4 4

Hinh 3.36,
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IV. HINH CHOP PEU VA HINH CHOP CUT PEU

1. Hinh chép déu |

Cho hinh chép dinh S c6 day 1a da giéc A/A, ... A, va H la hinh chi€u vuong
géc cua S trén mat phang day (A4, ... A). Khi d6 doan thing SH goi la
duong cao clia hinh chép va H goi la chdn dudng cao.

& Mot hinh chdp duoc goi la hinh chdp déu néu né cé ddy.la
mét da gidc déu va cé chdn duong cao trung vdi tdm cua da
gidc day.

. Nhdn xét

a) Hinh chép déu c6 cdc mat bén 1a nhimg tam gidc can bang nhau. Cac mat
bén tao v6i mat day cdc géc bang nhau.

b) Cic canh bén ctia hinh chép déu tao véi mit ddy cac géc bing nhau.

2. Hinh chop cut déu

Phan ciia hinh chép déu ndm giita day va mot thiét dién song
song véi ddy cdt cdc canh bén ciia hinh chép déu dugc goi la
. hinh chép cut déu.

Vi du hinh A|A3A3A4A5A6.BByB3B4BsBe
trong hinh 3.37 1a mét hinh chép cut déu.
Hai ddy cta hinh chép cut déu 1a hai da
gidc déu va dong dang véi nhau.

Nhdn xét. Cic mat bén cua hinh chép
cut déu 12 nhiing hinh thang can va céc
canh bén cla hinh chép cut déu ¢é6 do
dai bang nhau.

Hinh 3.37

Ae Chtng minh rang hinh chop déu co cac méat bén 1a nhiing tam gidc can bang nhau.

A7 Co ton tai mot hinh chop tor giac S.ABCD cb hai mat bén (SAB) va (SCD) ciing
vudng goc véi mat phang day hay khéng ? _
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. bon_cédérz o
Kim tr thap Ké-op (Chéops)

Kim tu thdp Ké-6p do 6ng vua Ké-6p
cua nuéc Ai Cap chu tri viéc xay
dung. Pay l1a kim tu thdp 16n nhit
trong céc kim tu thidp & Ai Cap. Thap
nay dugc xay dung vao khoang
2500 nam trudc Cong nguyén va
duoc xem la mot trong bay ki quan
cta thé gidi. Thap c6 hinh dang la mét
kh6i chép tir gidc déu va c6 day l1a
mot hinh vudng méi canh dai khoang 230 m. Trudc day chiéu cao cua thdp la
147 m, nay do bi bao mon & dinh nén chiéu cao cua thdp chi con khoang 138 m.
Ngudi ta khong bi€t ngudi cd Ai Cap di xay dung thap bang cich ndo, lam
thé nao dé lap ghép céc ting d4 lai v6i nhau va lam thé nao dé dua dugc céc
tang d4 nang va to 1én cdc do cao can thiét. Thap nang khoang sdu triéu tin va
duoc 1p ghép bdi 2300000 tang dé. That 12 mot cong trinh ki vi !

BAI TAP

1. Cho ba mat phang (), (#), (), ménh dé nao sau day ding ?
a)Néu (@) L (Bva (@) // () thi (B L (D
b) Néu (@) L (B va(e) L (p thi (D) /] (p.

2. Cho hai mat phang (@) va (#) vuéng géc v6i nhau. Ngudi ta 14y trén giao tuyén
A cta hai mat phang d6 hai diém A va B sao cho AB = 8 cm. Goi C 1a mét diém
trén (@) va D 1a mot diém trén (f) sao cho AC va BD cung vuéng goc véi giao
tuyén A va AC = 6 cm, BD = 24 cm. Tinh d6 dai doan CD.

3. Trong mat phéng (@) cho tam gidc ABC vuong & B. Mot doan thing AD vuodng
géc véi (@) tai A. Ching minh ring :

a) ABD la géc giita hai mat phing (ABC) va (DBC) :
b) Mit phing (ABD) vuéng géc véi mit phang (BCD) ;

8- HINH HOC 11-A ‘ 113



c) HK // BC v6i H va K 1an luot 1a giao diém ctia DB va DC véi mat phang (P)
di qua A va vudng goc véi DB.

4. Cho hai mat phang (&), (f) cét nhau va mot diém M khong thuoc (&) va khong
thuoc (B). Chimg minh ring qua diém M c6 mot va chi mot mat phang (P)
vuong géc véi () va (f). Néu (&) song song véi (H) thi két qua trén sé thay ddi
nhu thé ndo ?

5. Cho hinh lap phwong ABCD.A’B'C'D’. Chiing minh rang :

a) Mat phang (AB'C'D) vuéng gbc v6i mat phiang (BCD'A") ;
b) Dudng thing AC’ vuong géc v6i mat phéng (A'BD).

6. Cho hinh ch6p S.ABCD c6 ddy ABCD la mét hinh thoi canh a va ¢6 SA =SB =
= SC = a. Chimg minh rang :

a) Mat phang (ABCD) vuéng géc v6i mat phang (SBD) ;
b) Tam gidc SBD la tam gidc vudng.

7. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’c6 AB=a,BC=b,CC'=c.

a) Chting minh ring mat phang (ADC'B’) vudng géc v6i mat phang (ABB'A”).
b) Tinh d6 dai dudng chéo AC’ theo a, b, c.
8. Tinh d¢ dai dudng chéo cua mot hinh lap phuong canh a.

9. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 SH 1a ducmg cao. Chitng minh SA L BC
vaSB L AC.

10. Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD c6 céc canh bén va céc canh ddy déu bing a.
- Got O la tam cua hinh vuéng ABCD.

~a) Tinh do dai doan thang SO.

b) Goi M la trung diém cua doan SC. Chimg minh hai mat phing (MBD) va
(SAC) vudng géc véi nhau.

c¢) Tinh d¢ dai doan OM va tinh géc giita hai mat phéng (MBD) va (ABCD).
11. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 1a mot hinh thoi tam / canh g va 6 géc

a\/6
2

A bang 60°, canh SC =

va SC vuong géc v6i mat phang (ABCD).
a) Chimg minh mat phang (SBD) vuong géc v6i mat phang (SAC).
b) Trong tam gidc SCA ké IK vuong géc v6i SA tai K. Hay tinh d6 dai /K.

¢) Chimg minh BKD =90° va tir d6 suy ra mat phing (SAB) vuéng géc véi
mat phang (SAD).



§7. KHOANG CACH

KHOANG CACH TU MOT PIEM PEN MOT PUONG THANG, PEN

MOT MAT PHANG

1. Khodng cdch tir mot diém dén mot dwomg thang

Cho diém O va dudng thang a. Trong
mat phang (O, a) goi H 1a hinh chiéu
vuong goc cua O trén a. Khi d6 khoang
céch giita hai diém O va H dugc goi 1a
khodng cdch ti diém O dén duong
thdng a (h.3.38), ki hiéu 14 d(O, a).

Hinh 3.38

A1 cho diém 0 va dudng thang «. Ching minh ring khodng cach tr diém O dén

duong thang a 14 bé nhét so véi cac khodng cach tir O dén mot diém bat ki cla

duong thang a.

2. Khodng cdch tit mot diém dén mot mdt phdng

Cho diém O va mat phéang (). Goi H
12 hinh chiéu vuong géc clia O 1én mat
phang. (). Khi d6 khodng cich giita
hai diém O va H dugc goi la khodng
cach tir diém O dén mdt phdng (&)
(h.3.39) va dugc ki hiéu 1a d(O, (@)).

0

/
7

M

Hinh 3.39

A\, Cho diém 0 va mat phing (). Ching minh ring khodng cach tir diém O dén

mat phang (&) 1a bé nhat so vai cac khoang cach tr O t6i mot diém bat ki clia

mat phang ().

II. KHOANG CACH GIUA PUONG THANG VA MAT PHANG SONG

SONG, GIUA HAI MAT PHANG SONG SONG

1. Khodng cdch giita duong thdng va mdt phdng song song

. Dinh nghia

Cho duong thing a song song véi mdt phdng (@). Khodng
cdch giita duomg thang a va mdt phdng (&) la khodng cdch ny

s



mot diém bat ki cia a dén mar A _a B
phdng (@), ki hiéu la d(a, (@)

Hinh 3.40

A; cho dudng thang a song song véi mat phéng (). Chimg minh rang khodng cach
gitra duong thang @ va mat phang () 1a bé nhét so véi khodng cach tr mot diém
bat ki thudc a t6i mot diém bét ki thuée mét phang (a).
2. Khodng cdch giita hai mdt phdng song song -

binh nghia

Khodng cdch giita hai mdt phdng song song la khodng cdch t
. mgt diém bat ki ctia mdt phcfng nay dén mdt phdng kia (h.3.41).

Ta ki hiéu khoang cach gilta hai mat : o
phing () va () song song véi nhau Ia /z( ! /
d((@), (). Khi d6 d((a), (B) = dM, (B) .
voi M € (o), va d((@), (P) = a’(M () | /l{

véiM'e (f) (h.3.41).

. : " Hinh 3.41

A\, Cho hai mét phang () va (f). Chitng minh ring khoang cach gitta hai mét phang
song song (e) va (B) la nhd nhat trong cac khodng cach tir mot diém bat ki clia mét
phang nay tai mét diém bt ki clia mat phang kia.

ITl. PUONG VUONG GOC CHUNG VA KHOANG CACH GIUA HAI
PUONG THANG CHEO NHAU

A

A\ Cho t¢ dien déu ABCD. Goi M, N I4n luot Ia
trung diém clia canh BC va AD. Chimg minh
rang : MN L BC va MN L AD (h.3.42).

Hinh 3.42
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1. Binh nghia

(h.3.43).

% a) Puong thdang A cdt hai dwong
thdng chéo nhau a, b va cing . Mp—"
vuéng géc vdi moéi dudmg

- thdng dy duoc goi la duong
vuong goc chung cua a va b. b

b) Néu duong vudng goc chung \
Acdt hai dwomg thdng chéo - N \
nhau a, b lan luot tai M, N | A
thi do dai doan thdng MN goi
la khodng cdch giita hai
duomg thdng chéo nhau a va b

Hinh 3.43

2. Cdch tim duong vuong géc chung cia hai duong thdng chéo nhau

Cho hai dudng thing chéo nhau a va b. Goi () l1a miat phéng chita b va song
song véi a, a’ 12 hinh chi€u vuéng géc clia a trén mat phing (6.

Via// (f) néna/la.Dodba vab cit
nhau tai mot diém. Goi diém nay 1a N.
Goi (&) 1a mat phang chita a va a’, Ala
dudng thing di qua N va vuéng géc véi
(. Khi d6 (&) vuong géc véi (£). Nhu
vay A ndm trong (¢) nén cat dudng
thang a tai M va cit dudng thang b tai N,
déng thoi A cung vudng géc véi ca a va
b. Do dé6 A 1a dudng vuong géc chung
cla a va b (h.3.44).

3. Nhdn xét

a) Khoang céch giita hai -dudng thing
chéo nhau bang khoang cédch giita mot
trong hai dudng théng dé dén mat

phang song song véi nd va chita duo‘ng _

thang con lai.

b) Khoang cich gita hai dudng thang
chéo nhau bing khoang cich gilta hai
mat phang song song l4n lugt chita hai
dudng thang dé (h.3.45).

Hinh 3.44

Hinh 3.45
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AG Chung minh rang khoang céch gitfa hai duang théng chéo nhau 1a bé nhat s0. Vi

118

khoang cach gilra hai diém bét ki Ian Iuot nm trén hai dueng thang &y.

Vi du. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 day la hinh vuéng ABCD canh a, canh SA
vuong goc v6i mat phiang (ABCD) va SA = a. Tinh khoang cdch giita hai
dudng thang chéo nhau SC va BD.

Gidi
Goi O la tam cua hinh vuéng ABCD. Trong mat phang (SAC) vé OH L SC
(h.3.46).

Tacé BD 1L AC va BD 1 SA nén BD 1 (SAC), suy ra BD L OH.

Mat khiac OH L SC. Vay OH la doan vuong géc chung cua SC va BD.

Do dai doan OH 1a khoang cich giita hai duong thang chéo nhau SC va BD.
Hai tam gidc vuong SAC va OHC déng dang vi ¢6 chung géc nhon C.

Do dé SA:O—H( smC)
SC oC
Vay OH = SA.OC
SC
Tac6SA=a, OC = a‘f,
SC =+SAZ + AC?
=Va*+2a* =a\3
: Hinh 3.46
a2
nén OH 2 _aV6,
a3

s
6




BAI TAP

. Trong céc ménh dé sau day, ménh dé nao la ding ?

a) Puodng thing A Ia dudng vuong géc chung ca hai dudng thang a va b néu A
vudng géc véi a va A vuong goc véi b ;

b) Goi (P) 1a mat phing song song véi c& hai dudng thang a, b chéo nhau. Khi
dé dudng vuong géc chung A cua a va b ludn ludn vudng géc véi (P) ;

¢) Goi A 13 duong vudng géc chung clia hai dudng thang chéo nhau a va b thi
A 14 giao tuyén clia hai mat phang (a, A) va (b, A);

d) Cho hai duong thang chéo nhau a va b. Pudng thang nao di qua mot dlem
M trén a dong thoi cét b tai N va vuong géc véi b thi d6 12 dudng vuong goc
chungcuaavab;

e) Puong vuong géc chung A ctia hai dudng thang chéo nhau a va b nim trong
mat phang chita dudng nay va vudng géc véi duomg kia.

. Cho tit dién S.ABC ¢6 SA vudng géc véi mat phang (ABC). Goi H, K 14n luot 1a
tryc tam cha cac tam giac ABC va SBC.
a) Ching minh ba dudng thang AH, SK, BC déng quy.

b) Chitng minh ring SC vudng géc véi mat phang (BHK) va HK vudng goc voi
mat phang (SBC).

¢) Xdc dinh duong vuong géc chung cia BC va SA.

. Cho hinh 14p phu'o‘ng ABCD.A'B'C’'D’ canh a. Ching minh rang céc khoang
cach tir cac diém B, C, D, A’, B’, D’ dén du'o‘ng chéo AC’ déu bing nhau. Tinh
khoang cach doé.

. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ c6 AB=a,BC =b,CC"=c.

a) Tinh khoang cach tit B dén mat phing (ACC'A").

b) Tinh khoang céch giita hai duong thang BB’ va AC".

. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C'D’ canh a.

a) Chimg minh rang B'D vudng géc véi mat phéng (BA'CY).

b) Tinh khoang céch giita hai mat phang (BA'C") va (ACD").

¢) Tinh khoang céch giita hai dudng théng BC’ va CD".

. Chiing minh ring néu dudng théng néi trung diém hai canh AB va CD clia ot dién
ABCD la dudng vudng géc chung cia AB va CD thi AC = BD vi AD = BC.

119



7. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c¢6 canh day bing 3a, canh bén bang 2a.
Tinh khoang cach tir S t6i mat ddy (ABC).

8. Cho ti dién déu ABCD canh a. Tinh khoang céch glua hai canh déi cua tf dién
déu do : .

CAU HOI ON TAP CHUGNG III

1. Nhic lai dinh nghia vecto trong khong gian.
Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A’B'C". Hay ké tén nhimg vectd bang vecto
AA” ¢6 diém ddu va diém cuéi 1a dinh cha hinh lang try.

2. Trong khéng gian cho ba vecto d, b ¢ déu khéac vecto - khong. Khi nao ba
vecto d6 déng phang ?

3. Trong khong gian hai dudng thang .khOng cét nhau c6 thé vudbng géc véi nhau
khong ? Gia sir hai dudng thang a, b 1an luot c6 vecto chi phuwong 1a & va v.
Khi nao ta cé thé keét luan a va b vudng gbéc véi nhau ?

4. Muon chimg minh dudng thdng a vudng géc véi mat phang (&) ¢ can chiing
minh a vuong goéc véi moi dudng thang clia (@) hay khong ?

5. Hay nhéc lai n6i dung dinh 1i ba dudng vuong géc.

6. Nhic lai dinh nghia :
a) Goc giita dudng thang va mit phang ;
b) Géc giita hai mat phang.
7. Muon chimg minh mat phang (&) vuéng géc véi mat phang (f) thi phai chitng
minh nhu thé nao ? ,
8. Hay néu cich tinh khoang cach :
a) T mot diém dén mot dudng thing ;
b) Tir dudng thang a dén mat phing (&) song song véia ;
¢) Gitta hai mt phang song song.

9. Cho a va b 1a hai dudng thing chéo nhau. C6 thé tinh khoang cach giita hai
dudng thang chéo nhau nay bang nhig cdch nao ?

10. Chimg minh rang tap hgp cdc diém c4ch déu ba dinh cua tam gidc ABC 1a
ducmg thang vubng géc voi mat phang (ABC) va di qua tam cilia ducmg tron
ngoai ti€p tam giac ABC.
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BAI TAP ON TAP CHUONG III

. Trong cidc ménh dé sau day, ménh dé nao 1a diing ?

a) Hai duong thdng phéan biét cling vuéng géc véi mot mat phang thi ching
song song ;

b) Hai mat phang phan biét cling vuéng géc véi mot duo‘ng thang thi ching
song song ;

c) Mat phang (@) vuéng géc voi dudng thang b ma b vuong géc véi dudng
thang a, thi a song song véi (@) ;

d) Hai mat phing phan biét ciing vuéng géc véi mot mat phing thi chiing song song ;

e) Hai dudng thing cling vuéng géc véi mot dudng thing thi chiing song song.

. Trong céc diéu khing dinh sau day, diéu ndo 1a diing ?

a) Khoang c4ch cla hai dudng thing chéo nhau 13 doan ngén nhét trong céc
doan thing n6i hai di€ém b4t ki nim trén hai dudng thing 4y va nguoc lai ;

b) Qua moét diém cé duy nhat mét mat phing vuoéng géc véi mot mat phéng khéc :

¢) Qua mét dudng thang c6 duy nhit mét mat phang vuong géc véi mot mat
phéng khéc ;

d) Pudng thang nao vuong goc v6i ca hai duo’ng thang chéo nhau cho truéc la
dudng vuong géc chung clia hai dudng thang dé.

. Hinh chép S.ABCD c6 day la hinh vuong ABCD canh a, canh SA béing a va

vuéng géc v6i mat phang (ABCD).

a) Ching minh ring céc mit bén cta hinh chép 1a nhitng tam gidc vuong.

b) Mait phing (@) di qua A va vudng géc véi canh SC 14n lugt cit SB, SC, SD
tai B, C’, D’. Chiing minh B'D’ song song v&i BD va AB’ vuéng g6c véi SB.

. Hinh chép S.ABCD cé day la hinh thoi ABCD cémh a va c6 géc BAD =60°.
Goi O 1a giao diém cta AC va BD. Pudng thing SO vuéng géc v6i mit phing
(ABCD) va SO =3—:—- Goi E 1a trung diém cta doan BC, F 1a trung diém cta
doan BE.

a) Ching minh mét phing (SOF) vuéng géc véi mat phéng (SBC).

b) Tinh céc khoang c4ch tir O va A dén mat phing (SBC).

. T dién ABCD c6 hai mit ABC va ADC nim trong hai mat phing vuéng géc

v6i nhau. Tam gidc ABC vuéng tai A ¢6 AB = a, AC = b. Tam gidc ADC vuéng
tai D c6 CD =a. ,
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a) Ching minh céc tam gidc BAD va BDC la nhiing tam gidc vuong.

b) Goi I va K 14n lugt 12 trung diém cia AD va BC. Chimg minh /K la duodng
vubng g6c chung cua hai dudng thing AD va BC.

6. Cho hinh 1a8p phuong ABCD.A'B'C’D’ canh a.
a) Chitng minh BC’ vuéng géc v6i mit phing (A’B'CD).
b) Xéc dinh va tinh d6 dai doan vubng géc chung clia AB’ va BC'.

7. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 ddy 1a hinh thoi ABCD canh a c6 géc BAD =60°

a\3

vaSA=SB=S8D = T

a) Tinh khoang c4ch tir S dén mat phing (ABCD) va d6 dai canh SC.
b) Chitng minh mat phing (SAC) vuéng géc v6i mat phing (ABCD).
¢) Chiing minh SB vuéng géc v6i BC.

~ d) Goi @la géc giita hai mat phing (SBD) va (ABCD). Tinh tang.

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUGNG III

1. Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao 1a ding ?
(A)Tu TB =3A_C. ta suy ra EA =_—3a.
(B) Tir AB =-3AC tasuy ra CB =2AC.
(C) Vi AB = —2AC + 5AD nén b6n diém A, B, C, D ciing thuéc mot mat phéng.

(D) Néu AB = —%ﬁ thi B 12 trung diém ciia doan AC.

2. Tim ménh dé sai trong c4c ménh dé sau day : o
(A) Vi NM +NP =0 nen N 12 trung diém cia doan MP ; |
(B) Vil I1a trung diém clia doan AB nén tir mot diém O b4t ki ta c6

Ol = %(O—A +0B) ;

(C) Tur he thire AB=2AC-84D ta suy ra ba vecto E, E, AD dong phéng ;

(D) Vi AB+BC+CD+DA=0 nén bén diém A, B C, D cing thuéc mot
mat phing.
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3. Trong céc két qua sau day, két qua nao ding ?
Cho hinh 1ap phuong ABCD.EFGH c6 canh bang a. Ta c6 AB.EG bang
A) a* ; B) 22 ;

: 2
© a*V3 ; D) & 2‘5

4. Trong cic ménh dé sau day, ménh dé nao la ding ?
(A) Néu dudng thing a vuong géc véi dudng thang b va duong thing b vuong
géc v6i dudng thang c thi a vubng géc véi ¢ ;
(B) Néu duong thing a vuong géc véi dudng thang b va dudng thing b song
song v6i dudng thang c thi a vuéng géc véi ¢ ;
(C) Cho ba dudng thing a, b, ¢ vubng géc véi nhau timg d6i mot. Néu c6 mot
dudng thing d vuéng géc véi a thi d song song véi b hoic ¢ ;
(D) Cho hai dudng thdng a va b song song véi nhau. Mot duong thang ¢ vudng
gbc véi a thi ¢ vuong géc véi moi dudng thang nim trong mat phang (a, b).
5. Trong cdc ménh dé sau day, hdy tim ménh dé ding.

(A) Hai mit phing phan biét cing vuOng géc v6i mot mat phing tha ba thi
song song véi nhau.

(B) Néu hai mit phing vuéng géc v6i nhau thi moi dudng théng thudc mit
phing ndy s& vuéng géc véi mat phing kia.

(C) Hai mat phéng (&) va () vuéng géc véi nhau va cit nhau theo giao tuyén d.
Vé6i mbi di€m A thudc (@) va mdi diém B thudc (H) thi ta c6 duong thing
AB vuodng gbc véi d.

(D) Néu hai miat phing (@) va (£ déu vudng géc v6i mat phing (3) thi giao
tuyén d cla (@) va (£) néu cé s& vubng géc véi ().

6. Tim ménh d€ sai trong c4c ménh dé sau day :

(A) Hai dudng thing a va b trong khong gian c6 c4c vecto chi phuong l4n lugt
la @ va V. Diéu kién cdn va du d€ a va b chéo nhau 1a a va b khong c6 diém
chung va hai vecto i@, ¥ khong ciing phuong ;

(B) Cho a, b la hai dudng thédng chéo nhau v vuéng géc véi nhau. Pudng

vuong géc chung cia a va b nim trong mat phing chifa dudng nay va vuéng
géc v6i dudng kia ; )

(C) Khong thé c6 mot hinh chép ts gidc S.ABCD nao ¢6 hai mat bén (SAB) va
(SCD) cung vudng goc v6i mat phang day ;
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(D) Cho &, v 12 hai vecto chi phuong cia hai dudng thing cét nhau ndm trong
mat phang (@) va 7 1a vecto chi phuong clia dudng thing A. Diéu kién cdn
vaididdAL(lan.i =0van.v =0.

7. Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé ndo I ding ?

(A) Mot dudng thang cét hai dudng thing cho trudc thi ca ba dudng thing d6
cuing ndm trong mot mat phang.

(B) Mot dudng thing cét hai dudng thing cét nhau cho trudc thi cé ba dudng
thang d6 ciing nim trong mot mat phing.

(C) Ba duong thang cit nhau timg d6i mét thi cing ndm trong mot mat phéng.

(D) Ba dudng thing cat nhau timg d6i mot va khong ndm trong mot mat phing
thi déng quy.

8. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé€ nao 1a ding ?
(A) Hai dudng thdng phan biét cling vuéng géc v6i mot mat phing thi song song.
(B) Hai mat phdng phan biét cing vuéng géc v6i mot miat phing thi song song.

(C) Hai dudng thang phan biét cing vuéng géc v6i mot dudong théng thi
song song.

(D) Hai dudng thing khong cét nhau va khoéng song song thi chéo nhau.

9. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao 1a diing ?

(A) Hai dudng thang phan biét cling song song v6i mot mat phing thi song
song v@i nhau.

(B) Hai mit phang phan biét cing vuéng géc v6i mot mat phing thi cit nhau.

(C) Hai dudng théng phan biét cing vuéng géc véi mot dudng thing thi
vuong goc vdi nhau.

(D) Mot mit phéng (@) va mét dudng thing a khéng thudc (@) cling vuéng géc
v6i dudng thang b thi (@) song song Vvéi a.
10. Tim ménh dé ding trong cdc ménh dé sau day.

(A) Doan vuéng géc chung cla hai dudng thing chéo nhau 13 doan ngén nhat
trong céc doan thdng néi hai di€ém b4t ki 14n lu'ort ndm trén hai dudng thing
dy va nguoc lai.

(B) Qua mot diém cho tru6c c6 duy nhat mét mat phéng vuéng géc véi mot
mit phang cho trudc.

(C) Qua mot diém cho trudc c6 duy nhét mot dudng thdng vuéng géc véi mot
dudng thang cho truéce.
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(D) Cho ba dudng thing a, b, ¢ chéo nhau timg d6i mot. Khi d6 ba dudng
théng ndy sé nim trong ba mit phing song song véi nhau timg doéi mot.

11. Khoang céch giita hai canh d6i clia mot tit dién déu canh a bing két qua nao
trong céc két qua sau day ?

A) 3—“ : ®B) "f
© % (D) a+2.

BAI TAP ON TAP CUOI NAM

1. Trong mat phéng toa d6 Oxy, cho cdc di€ém A(1 ; 1), B(O ; 3), C(2 ; 4). X4c
dinh anh cua tam gidc ABC qua cdc phép bién hinh sau :

a) Phép tinh ti€n theo vecto v =(2; 1) ;

b) Phép d6i xing qua truc Ox ; .

c¢) Phép d6i ximg quatam I(2; 1) ;

d) Phép quay tam O géc 90° ; -

e) Phép d6ng dang c6 dugc bing cédch thuc hién lién ti€p phép d6i xing qua
truc Oy va phép vi tu tam O ti s6 k = 2.

2. Cho tam gidc ABC ndi ti€p dudng tron tam O. Goi G va H tu'cmg ing la trong
tAm va truc tim cta tam gidc, cic diém A’, B’, C’ 14n lugt 12 trung diém cla cic
canh BC, CA, AB.

a) Tim phép vi tu F bién A, B, C twong ing thanh A’, B, C".

b) Chitng minh ring O, G, H thang hang.

¢) Tim &nh cia O qua phép vi tu F. |

‘d) Goi A”, B”, C” l4n lugt 13 trung diém ctia céc doan théng AH, BH, CH ;
A, B}, C| theo th ty 12 giao diém thit hai cia cdc tia AH, BH, CH Vi

dudng tron (0) ; Aj, Bj, C; tuong tmg 12 chan céc dudng cao di qua A, B, C.
2 9 " . 1
Tim anh cua 4, B, C, A, B, C| qua phép vi tir tam H ti s6 5
e¢) Ching minh chin diém A", B, C’, A", B”, C", AI, BI, C; cung thugc mot

dudng tron (dudng trdn ndy goi 1a dudng tron O-le ciia tam gidc ABC).
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3. Cho hinh chép S.ABCD c6 ddy ABCD 13 hinh thang v6i AB 1a ddy 16n. Goi M
1a trung diém cua doan AB, E 13 giao diém cia hai canh bén cua hinh thang
ABCD va G 1a trong tam cua tam gidc ECD.

a) Chimg minh ring b6n diém S, E, M, G cling thu6c mot mat phang (o) va
mat phing nly cit ca hai mat phing (SAC) va (SBD) theo ciing mot giao
tuyén d. '

b) X4c dinh giao tuyén clia hai mat phang (SAD) va (SBC).
¢) L4y mot diém K trén doan SE va goi C'=SC N KB, D' =SD NKA.
Chitng minh ring giao diém ctia AC’ vd BD’ thu6c dudng thing 4 néi trén.

4. Cho hinh lang try tit gidc ABCD.AB'C'D’ ¢6 E, F, M va N ln luot 1A trung
diém ctia AC, BD, AC’ va BD'". Ching minh MN = EF.

5. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C'D’ ¢6 E vA F 14n lugt 13 trung diém cla céc
canh AB va DD’, Hiy x4c dinh céc thiét dién clia hinh 14p phuong cét bdi cdc
mat p_hellng (EFB), (EFC), (EFC’) va (EFK) v6i K 12 trung diém cta canh B'C".

6. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bing a. '

a) Hay xdc dinh dudng vuéng géc chung clia hai dudng thiang chéo nhau BD’
va B'C.

b) Tinh khoang c4ch ctia hai dudng thang BD’ va B'C.
7. Cho hinh thang ABCD vubng tai A va B, ¢c6 AD = 2a, AB = BC = a. Trén tia Ax
" vuong géc v6i mat phéng (ABCD) 14y mot diém S. Goi C’, D’ 14n luot 12 hinh
chi€u vuodng géc ctia A trén SC va SD. Ching minh ring :
a) SBC =SCD =90°.
b) AD’, AC’ va AB clng nim trén mot mat phing.

¢) Ching minh ridng dudng thing C'D’ lu6n luén di qua mot diém c6 dinh khi
Sdi dOng trén tia Ax.
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HUGNG DAN GIAI VA PAP SO

CHUONG I

§2.

§3.

Déyring M’ =T;(M) & MM’ =7.

La tam gidc GB'C’ sao cho c4¢ i gidc
ABB'G va ACC'G la céc hinh binh hanh.

Dung D sao cho AD =GA .
) T;(A)=2;7), T;B)=(-2;3);
b)C=T_5(4) =(4;3);

¢)d’c6 phuong trinh x — 2y + 8§ =0,
C6 vo s6.

A(1;2),BG;-1)

_ Dudng thing A’B’ c6 phuong trinh 12

x+2y-7=0.
x+y-2=0.

3.. CicchtV, |, E, T, A, M, W, O déu c6

§4.

§6.

truc d6i ximg.
A’(1;=3), d’ c6 phuong trinh
x=2y-3=0,

Hinh binh hanh vA hinh luc gidc déu 1A
nhimg hinh c6 tam d6i xdng.

Dudng thing, hinh gém hai dudng thing
song song, ... 1a nhitng hinh c6 v6 s6 tam
déi ximg. ‘

Goi E 12 diém d6i xing véi C qua tam D.
b) Dudng thing CD.

B(0 ; 2). Anh ctia d 12 dudng thing c6
phuong trinh x—y+2=0. .

a) Chig minh OA.0A’ =0 vA 0A = OA"
b) A1 (2;-3), B(5:-4, C;(3;-1).

Thuc hién lién ti€p phép ddi ximg qua EH
va phép tinh tién theo vecto EO..
St dung tinh ch4t cha phép ddi hinh.

LA tam gi4c n6i trung diém cha cc canh

 HA, HB, HC.

St dung cdch xdc dinh tAm vij tu clia hai
duong tron.

Ding dinh nghia phép vi tu.

Thuc hién lién ti€p céc phép bi€n hinh
theo dinh nghia.

Thue hién lién ti€p phép d6i xing tam / va
phép vi tu tdm A, ti s6 2 dé€ bién hinh
thang JLKI thanh hinh thang IHDC.

Phuong trinh ciané 12 x> + (y - 2)* = 8.

Thuc hién lién ti€p phép d6i xing qua
dudng phan gi4c clia géc B va phép vi tu

tam B, ti s6 £
AH

BAI TAP ON TAP CHUONG |

a) Tam gidc BCO ;
b) Tam gidc COD ;
¢) Tam gidc EOD.

Goi A’ vA d’ theo thit tu 12 anh cla A va d
qua céc phép bién hinh trén.

: a)A'(l ; 3), d’ ¢6 phuong trinh :

x+y-6=0.

b) A(1; 2), d’ c6 phuong trinh :
x-y-1=0.

¢)A’(1;-2), d’' c6 phuong trinh :
3x+y-1=0.

d)A(-2; -1), d’ c6 phuong trinh :
x-3y-1=0.
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3. a)(x-3)P+(+2)%=9;
B - 12+ @+ 1)*=9;
Q) (x-3P%+(y-27%=9;
H+3*+y-27=09.

4. Dung dinh nghia cia phép tinh ti€n va
phép d6i ximg truc.

5. Tam gidc BCD. _
. (=3 +(y-9)2=36.
7. N chay trén dudmg tron (O') la anh cla
(0) qua phép tinh tién theo AB .

CHUONG II

1. a)E,F e (ABC) = EF C (ABC);

{1 € BC
b) = I e (BCD).
BC c(BCD)

Tuong tu/ € (DEF).

2. {MEd = Me .

dc (B
3. Goil=d|ndy. Chimgminh/ € ds.

4. - Chimg minh BGp cit AG 4 tai diém G véi

%_ = 3. Lap luan twong ty CG(, DGy

A
cing cit AG4 14n lugt tai cdc diém
G,G'v6i 94 _3 GA _3
' GG, GGy,
Tir d6 suy ra diéu c4n ching minh.

5. 2)GoiE=AB N CD.
Ta ¢6 ME = (MAB) ~ (SCD),
N=SD n ME.
b) Goi /=AM ~ BN. Chiing minh / € SO.

6. a)Goi E=CD n NP,
Ching minh E = CD n (MNP).
b) (MNP) ~ (ACD) = ME.
7. a) (IBC) N (KAD)=IK.
b)Goi E=BI N MD, F =CI n DN.
Tac6 (IBC) n (DMN) = EF.
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10.

§2.

a) (PMN) ~ (BCD)=EN.
b) Goi Q =EN n BC.
Tac6 Q =BC N (PMN).

a) Goi M =AE n DC.
Tacé6 M =DC n (C'AE).
b) Goi F = MC’ ~ SD. Thiét dién 1a tt
gidc AEC'F. -
a)Goi N=SM n CD.
Tacé6 N=CD n (SBM).
b) Goi O = AC " BN.
Ta ¢6 (SAC) N (SBM) = SO0.
¢)Goil =50 n BM.
TacdI=BM n (SAC). :
d)GoiR=AB n CD,P=MR N SC.
Tac6 P=SC n (ABM) ;
=(SCD) N (AMB)

Ap dung dinh 1i vé giao tuyén cua ba
mit phing.

a) Khi PR // AC, qua Q v& dudng thing
song song véi AC cit AD tai S.

b) Khi PRcit ACtail tac6S=1Q n AD.

a)A’=BN N AG.

b) Chimg minh B, M’, A’ 1A diém chung
cia hai mat phing (ABN) va (BCD). Dé
chimg minh BM' = M’'A" = A'N ding tinh
chét dudng trung binh trong hai tam gidc
NMM'’ va BAA'.

¢) Tac6GA’ = %MM’, MM’ = %AA' suy
ra két qua.

a) Ching minh OO’ // DF va OO’ // CE.

b) Goi / 13 trung di€m cla AB. Chiing
minh MN // DE. _

a) Giao tuyén clia (@) v6i cdc mit cia tir
dién 1a céc canh clia tif gidc MNPQ ¢6
MN // PQ [/ AC vaMQ /I NP // BD.,

b) Hinh binh hanh.

(@) cét (SAB), (ABCD) theo céc giao tuyén

song song v6i AB va (@) cit (SBC) theo
giao tuy€n song song v6i SC.



Dung tinh ch4t “mo6t mat phang cét hai
mat phang song song theo hai giao tuyén
song song”.

a) Ching minh gléc AA'M'M 1a hinh

binh hanh.

b) Goil =AM’ N A'M.
Tac6I=A'M n (AB'C’).
c)Goi O =AB’' n AB.

Tacé OC’=(AB'C’) n (BA'C).

" d)G=0C’" N AM".

a) Diing tinh chét "néu mot mat phing
chifa hai dudng thing a, b cit nhau va a,
b cling song song v&i mot mit phang thi
hai mat phang d6 song song".

b) Goi O 13 tam cfia hinh binh hanh
ABCD, Gl = AC’ n A’O. Ching minh

AG _
A0

= 5 Tuong tu cho Gy.

¢) Gy, G5 14n lugt 12 trung diém ciia AG,
va C'Gy.

d) Thiét dien 1a hinh binh hanh AA'C'C.
Ung dung dinh If Ta-lét.

BAI TAP ON TAP CHUONG Il

a)GoiG=AC n BD ; H=AE n BF,
Ta c6 GH = (AEC) n (BFD).
Goil=AD n BC; K=AF N BE.

Ta c6 IK = (BCE) n (ADF).

b) Goi N = AM N IK.

Tacé6 N =AM n (BCE).

¢) Néu cit nhau thi hai hinh thang d3 cho

‘cing nim trong mot mét phéng. Vo 1.

a)Goi E=AB N NP,F=AD N NP,
R=SB N ME,Q=5SD n MF.

" Thi€t dién 12 ngii gisc MQPNR.

Goi H = NP N AC,
/=50 N MH.Tac61=S0 N (MNP).
a) Goi E=AD N BC.

Ta ¢6 (SAD) N (SBC) = SE.

§1.

b) Goi F=SE N MN, P =SD N AF.
TacéP=SD N (AMN).

~¢) Tt gide AMNP.

a) Chii § Ax // Dt va AB /| CD.

b) 1/ la dudng trung binh cua hinh thang
AA’C'Cnenl] /] AA".

¢)DD'=a+c-b.

CHUONG III

a) Céc vectd ciing phuong véi /A :

IA’, KB, KB, LC, LC’, MD, MD
b) Cé4c vecto cling huéng véi IA :

KB, LC, MD.
¢) Céc vecto nguge hudng véi IA :

IA, KB, LC’, MD'.

_ — —  — — —

b) BD-D'D-BD' =BD+DD’+D'B
=BB.

c)r+_A;+—_B. C_'

=AC+CD +D'B +BA

=AA=0

Goi O 1a tam cua hinh binh hanh ABCD.
Tacé: ' ‘

SA+SC=250|
3’§+.§5=2S_0.}
= SA+SC = SB+SD
2) W—WJBHTN}
MN = MB +BC +CN
= 2MN = AD + BC

:W=%(E+BTC.)
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b) MN =MA+AC+CN 8. BC=AC-AB = AC-(AA +AB)

MN = MB+BD +DN =C-a-b

— 2MN = AC+ BD BC = AC’- AB = (AA"+ AC)- AB
:W:%(A_C‘.+B_D.). =G+Z-b.

—_ = = = = — 9. MN =MS+SC+CN 1

5. a) AE=(AB+AC)+ AD=AG+ AD, . M

v6i G 12 dinh thit tw cda hinh binh hanh MN =MA+AB+ BN

ABGC vi AG = AB+ AC. = 2MN =2MA +2AB+2BN (2)

Vay AE =AG +AD, v6iE 1a dinh th Cong (1) v6i (2) ta dugc

cua hinh binh hanh AGED. ' 3MN = MS +2MA +SC +2AB + CN + 2BN
———— \——

Do d6 AE 1a dudng chéo cha hinh hOp 0 0

c6 ba canh la AB, AC, AD. — =

b) AF = (AB+AC)—AD = AG - AD = MN=_SC+ZAB

=DG. Vay ba vecta MN, SC, AB déng phéng.

Vay F 1a dinh thif tu ctia hinh binh hanh

ADGF. 10. Tacé KI // EF // AB.

6. DA=DGC +GA FG//BC\E.AC;.CLABC).
ﬁ=ﬁ?‘+@. . Do d6 ba vecto AC, KI, FG d6ng phang vi
— — — chiing ¢6 gid cing song song v6i mp ().
DC=DG+GC Mt phéng ndy song song v6i mp (ABC).
= DA+ DB+ DC =3DG §2.

vi GA+GB+GC =0 1. a) (AB, EG)=45° ; b) (AF,EG)=60°;

7. a)Tacé IM+IN =0 ¢) (AB,DH) = 90°.

ma 2IM =IA+IC , 2IN =1B+1D 2. 3 3BCD=A4B.(AD-AC)

suy ra JA+IB+IC+ID=0 R:D_B'—A_C'(E—E)

b) Véi diém P bat Ki trong khong gian AD.BC = AD.(AC — AB)

tacé:

. JA-PA-Pi.1B=PB_PI = AB.CD+AC.DB+AD.BC =0
—_ = = = — — b) ABCD=0 AC.DB=
IC=PC-PI,ID=PD-PI AB.CD=0, AC.DB=0

Vayﬂ B+IC+1ID = = AD.BC=0 = AD 1 BC.

=PA+PB+PC+PD— 4P] 3. a) a va b n6i chung khéng song song.

Ma ﬁ+1—1§+E+I_D.=6 b) a va ¢ néi chung khong vuéng géc.

L 4. 2 AB.CC = AB.(AC - A0)
nén Pl =—( PA+PB+PC+PD) e e
4 = AB.AC’-AB.AC=0
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VayAB 1 CC".

pyMN=pPg =8

cc’

va MQ=NP= 7 ViAB L CC’'ma

MN /| AB, MQ // CC’ néen MN 1 MQ..

Vay hinh binh hanh MNPQ 12 hinh
chif nhat. . .

SA.BC = SA.(SC - SB)
=SASC-SASB=0
= SA L BC.

Tuong tetac6SB L AC,SC L AB.
AB.OO’ = AB.(AO’ - A0)

= AB.AO'~AB.A0 =0
= AB 1 00
T gidc CDD’C’ ]a hinh binh hanh c¢6
CC’1 ABnénCC’ L CD.
Do d6 tt gidc CDD’C’ 12 hinh chit nhat.

Tac6 Sppgc = %AB.AC.sin A

=%AB.AC\/1—0052 A.

AB.AC

Vi cosA = ———— nén
|aBl.|ac]
oo AL |AB_AC —(AB.AC)?
A5 ac

Do d6é Sypc =5 AB .AC -(AB.AC)”

'a) AB.CD = AB.(AD- AC)
= AB.AD- AB.AC =0
= AB 1 CD.
b) Ta tinh dugc

MN =-;—(H)‘+B_C‘)

3.

—_—

AB.MN =

_— —2

1 _
S(ABAD+ ABAC-4B")=

1
= E(ABZ cos60° + AB? cos 60° ~ ABZ)
=0

Vay ABMN =0, dod6 MN L AB.

Tuong tu ta chimg minh dugc MN L CD
bang céch tinh

CDMN——(AD AC).(AD+ AC - AB)

=0.
a) Diing ; b) Sai ;
c) Sai; d) Sai.
a) BC 1 AIl -
= BC L (ADI)
BC 1 DI

b) BC L (ADI)= BC L AH
malD 1 AHnén AH 1 (BCD).

a) SO L AC
SO 1L BD
b) AC L BD
AC 150

BD 1 AC
BD 1 SO

} = S0 1 (ABCD)
}=> AC L (SBD)
} = BD 1 (SAC).

a) BC LOH
BC 1L0OA

= BC L AH.
Tuong tu ta chimg minh dugc CA 1L BH
va AB L CH, nén H 12 truc tam cua tam
gidc ABC.
b) Goi K 1A giao diém cla AH va BC. Ta
c6 OH 1a dudng cao cha tam gidc vudng
AOK nén
1 1 1
AP
OH? 0A® OK
Trong tam gidc vuong OBC v6i dudng cao
OKtacétd:
11 1

ok? 0B* oC?

} = BC 1 (AOH)

M

@
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T (1) va(2)tacé:
L 1
OH? 04® 0B* oc?
5. a) SOLAC
SO L BD

AB 1 SH
AB 1 SO

6. 'a) BD L AC
BD L SA
= BD 1 SC. .
b) BD 1 (SAC) ma IK // BD nén
IK 1 (SAC).

} = SO 1 (ABCD).
} = AB 1 (SOH).

} = BD 1 (SAC)

7. a) BC L AB
BC 1 SA

= AM L BC,maAM L1 SBnén
AM 1 (SBC).
b) Ching minh $B 1 (AMN)
‘ = SB 1L AN.

8. a) Gia sl c6 hai dudng xién SM va SN

bing nhau. Khi d6 ta c6 hai tam giéc
vudng SHM va SHN bing nhau.
Dod6:SM=SN & HM=HN.
b) Gia sur ¢6 hai dudng xién : SA > SB.
Trén tia HA ta 14y diém B’ sao cho
HB’ = HB, khi 46 SB’ = SB va SA > SB’".
Dung dinh li Py-ta-go, xét hai tam
gidc vuong SHA va SHB' ta suy ra diéu
cin ching minh.

} = BC 1 (SAB)

§4.

1. a)bing; b) Sai.

2. CD=26(cm).

3. a) Chimg minh BC 1 (ABD), suy ra

ABD 1a g6c gifta hai mat phing (ABC)
va (DBC).

b) Chimg minh BC L (ABD).

c) Chimg minh DB 1 AHvaDB 1 HK.
Trong mat phang (BCD) chitng minh
HK /I BC.

4. Xét hai truong hop (@) cat (B) va (@) I/ (D).
Néu (@) cit (f) giao tuyén A duge xic
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10.

11.

dinh duy nhat. Qua M ¢6 mot va chi mot
mat phing (P) vuéng géc véi A.
Néu (@) // (f) thi ta c6 v6 s6 mat phang (P).

. a) Ching minh AB’ L (BCD'A").

b) Ching minh (ACC'A") 1a mit phing
trung tryc cta doan BD va (ABC’D’) 1a mit
phang trung tryc cta doan A'D. Hai mat
phéng nay cling vuong g6c véi mat phing
(BDA") nén c6 giao tuyén AC’ vudbng géc
véi (BDA").

a) Ching minh AC" 1 (SBD) va suy ra
(ABCD) L (SBD).

b) Chimg minh OS = OB = OD va suy ra
tam gidc SBD vudng tai S.

a) Chimg minh AD 1 (ABB'A").

b) AC" = Va? +b% +c2.

D6 dai dudng chéo clia hinh lap phuong
canh a bing a3. ‘

Ching minh BC L (SAH) va suy ra BC L SA.
Tuong ty, chimg minh AC L SB.

a2

SO0= —
a) >

b) Chiing minh SC L (BDM)
= (SAC) L (BDM).

¢) Chimg minh OM = % v c6 MC = %

ma OMC =90° nén MOC = 45°. .
a) BD 1 AC
BD LSC
= (SBD) L (SAC).

b) Hai tam giac vuong SCA va IKA déng

dang nen 7K = SCAL _ 4,

SA 2

} = BD 1 (SAC)

¢) BKD=90° ilK=ID=IB= g

SA L (BDK) va BKD =90°,
suyra (SAB) L (SAD).

a) Sai ;
d) Sai;

b) Ding ;
e) Sai .

¢) Ping ;



a) Cdn ching minh SA L BC

vaBC L1 (SAH) = BC L SE.

(V6i E = AH ~ BC)

Vay AH, SK, BC d6ng quy.

b) Cin chimg minh BH L (SAC) va suy
raSC 1 (BKH),

SC L(BKH)= SC L HK

BC L(SAE)= BC L HK}

= HK L (SBC).

¢) AE 1a dudng vubng géc chung cla
SA va BC.

Khoang c4ch d ti c4c diém B, C, D, A’,
B’, D' dén dudng chéo AC’ déu bing
nhau vi chiing déu 13 d¢ dai dudng cao
ctia cdc tam gidc vubng bing nhau.
AABC'=AAAC'= ...

a6

Ta tinh dugc d = 5

a) K& BH L AC tai H, tac6 BH L (ACCA),
ta tinh duoc

_ab

v a* +b*

b) Khoang cach giita BB’ va AC’ chinh 1a
Khodng céch BH = —22

\/a2 + b2

a) Chimg minh B’D vuong géc véi hai
dudng thing cét nhau clia (BA'C").

b) Goi / va H 14n lugt 13 trong tdm cua
AACD’ va ABA'C’ thi IH 1a khoang c4ch
gitta hai mat phing song song (BA'C") va
(ACD"),

BH =

3 3
¢) Goi d 12 khoang céach gilta hai dudng
théng chéo nhau BC'va CD’, d = %
V& qua trung diém K cla canh CD
dudng thing song song véi AB sao cho

ABB’A’ la hinh binh hanh vé6i K 1a
trung diém clia A'B’".

Chimg minh hai tam gi4c vuéng BCB’ va
ADA’ bing nhau. Tir d6 suy ra BC = AD.
Ching minh tuong tuta c6 AC = BD.

Khoéng c4ch tir dinh S t6i mat ddy (ABC)
bing d6 dai dudng cao SH cla hinh chép
tam gidc déu. Ta tinh dugc :

SH = JSA% - AH? =a.

Goi I va K 14n luot 12 trung diém chia c4c canh
ABvaCD. Vi IC=IDnénlIK L CD.
Tuong tyr ching minh dugc IK 1 AB.-
Vay /K 1a dudng vuong gdc chung clia AB

va CD.
Do d6 IK = #

BAI TAP ON TAP CHUONG il

a) biing ; b) Pung ;
c) Sai ; d) Sai ;
e) Sai.

. a)bing; b) Sai ;
€) Sai; d) Sai.

a) Ap dung dinh 1f ba dudng vuéng géc ta
ching minh dugc b6n mat bén cla hinh
chép 1a nhitng tam gidc vuong.

b) Ching minh BD 1 SC va suy ra
B'D' L SC. Vi BD va B'D’ cing nim
trong mit phing (SBD) nén BD // B'D'.

Ta ching minh AB" L (SBC)

= AB’ 1 SB.

a) Ching minh

BC L (SOF)= (SBC) L (SOF) ;
b) d(O, (SBC)) = OH = 3?(1 ;
d(A, (SBC)) = d(, (SBC)) = IK

3a,

=20H =
4

a) Ta ching minh BA L (ADC) = tam
gidc BAD vuong tai A.

Ding dinh 1i ba dudng vubng géc ta ching
minh BDC 12 tam gidc vuodng tai D.
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b) Ching minh tam gidc AKD can tai K
vasuyraK/ L AD.

Ching minh tam gidc /BC cén tai / va
suyral/K L BC.

Do d6 IK 1a doan vudng géc ciua AD va
BC.

BC' LBC '
6. a) C, - L= BC’ L(A'B'CD)
BC' L A'B
b) Doan vuéng géc chung cia AB’ va
BC'1aKI = %
7. a)d(S, (ABCD)) = SH = “‘{51—5_,
SC= a7
2

b) ViSH L (ABCD) v6i H € AC nén
(SAC) 1 (ABCD).

¢) Vi SB* + BC® =SC*nen SB L BC.
SH

d) tan =—=\/§.

) tang 7,

BAI TAP ON TAP CUGI NAM

1. Goi tam gidc A'B'C’ 1a anh cua tam gidc’

ABC qua cé4c phép bién hinh trén, khi 46
a)A'3;2),B(2:;4),C@4;5);
b)A'(l;-1),B(0;-3),C(2;-4);
A (3; 1),B(4;-1),C(2;-2);
d)A'(-1;1),B(-3;0),C(-4;2);
€)A'(2;-2),B(0;-6),C'(4;-8).

2. a)Flaphépvitytam G, ti s6 —%-
b) Dé y ring O 12 tryc tam clia tam gidc

ABC”

¢) F(0) = 0; 1atrung diém cia OH.
d)Anhciaa, B, C, A, B, C, quaphép

vi ty tam H ti s6 % tuong u’ng lé A", B”,
c”, A] B
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e) Ching minh A", B”, C", A, B}, C
cing thugc dudng tron (O)). Sau d6

ching minh A’, B’, C’ ciing thuc dudng

tron  (0). Ching han, chimg minh
0,A =0\A’.

a) Goi (@) = (ES, EM), () cit (SAC) va
(SBD) theo giao tuyén 13 dudng thing SO
v6i 0 = AC N BD.

b) SE = (SAD) N (SBC).

¢) Goi O’.= AC’ n BD’. Ching minh
0’ € SO =(SAC) N (SBD).

Chimg minh ti¢ gidc MNFE 12 hinh binh
hanh.

Goi & 14 hinh 1ap phuong.

- (EFB) n & = ABIF véi FI || AB.

- (EFC) n & = ECFH v6i CF |/ EH.

—(EFCY N = EMC'FL v6i EM || FC'
VAFL /| C'M.

— Thiét dién tao bdi (EFK) vé hinh l4p
phuong 12 hinh luc gidc déu.

a) Goi I 1a tam hinh vuéng BCC'B’. V&
IK 1 BD’tai K. IK 1a dudng vubng géc
chung cta BD’ va B'C.

a6

b)Kl-—

a) Str dung dinh }i ba dudng vuéng géc.

b) Ching minh AD’, AC' vd AB cing
vudng gbc véi SD.
¢)C’D’luobndiqualvéil=AB n CD.
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