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L(‘)I NOI PAU

@%&im phuc vu cho viéc gidng day va hoc tdp mon Hinh hoc 12 theo
chuong trinh Gido duc Trung hoc phd thong ciia B Gido duc va
Dao tao via méi ban hanh va déng thoi chudn bi cho ki thi t6t
nghiép THPT va thi vao Dai hoc, nhém tdc gid SGK chiing t6i bién
soan cuén “BAI TAP HINH HQC 12" theo chuong trinh Chudn.
Sdch duoc viét theo ngi dung ciia ting chuong trong SGK véi hé
théng cdc bai tdp da dang, phong phi. Noi dung sdch gom ba
chuong sau ddy

Chuong I : Khoi da dién
Chuwong II : Mat n6n, mat tru, mat cau

- Chuong III : Phuong phap toa do trong khong gian.

Trong méi chuong, ndi dung cdc bai tdp duoc sdp xép theo ting
xodn (§) véi cdu tric nhie sau :

A. Cdc kién thitc can nhd : Phdn nay néu tém tdt nhimg kién thirc
co bdn ma moi hoc sinh cdn phdi ndm duoc trudc khi lam todn, tao
diéu kién thudn lgi cho hoc sinh tra citu, cing c6, hé théng lai
nhitng ngi dung da hoc trong SGK.

B. Cac dang todn co bdn : Phdn nay néu cdc dang todn co bdn va
thuong gdp, gitip cho hoc sinh tdp lam quen véi viéc sdp xép hé
thong lai cdc bai todn da lam, ndm dugc cdc phuong phdp chii yéu,
quan trong thuong duoc ding dé gidi cdc bai todn thuéc dang dd
néu. Sau khi néu phuong phdp gidi ciia méi dang todn, sdch bai tdp
cO néu mot s6 vi du minh hoa, nham cing cé' va rén luyén ki ndang
gidi todn, cung cd cdc khdi niém, tdp vdan dung cdc dinh i, tdp ldp
ludgn mot cdch ré rang va chinh xdc. Thong qua cdc vi du nay, hoc
sinh s€ ty rit ra nhiing kinh nghiém bé ich trong viéc lam todn, rén




luyén duoc phuong phdp tu hoc, trdnh dugc nhitng nhdm ldn khong
ddng cé, tao duogc niém tin va dé dang tiép cdn vdi cdc bai todn moi
fuong tu. :

C. Céu héi va bai tdp : Gom dé bai tdp theo ting chuong va cé huong
ddn, dap s6' va Ioi gidi. Hoc sinh c6 thé thit sic ciia minh khi ty gidi
cdc dé bai tdp dé va néu khong gidi duoc, hodc mudn ddnh gid lai két
qud dd lam, thi c6 thé xem thém phdn 161 gidi hodc ddp dn.

Cudi méi chuong cé cdc bai tdp on tdp cua chuong do, kém theo
hudng ddn gidi va ddp so, dong thoi cé6 mot s6 cdu hdi trdc nghiém
ciing véi ddp dn, nham givip cho hoc sinh tdp lam quen voi dang bai
tdp nay.

Chiing toi rdt mong nhdn dwoc nhiing y kién gép y cia dong ddo

ban doc dé noi dung cudn sach “BAI TAP HINH HQC 12" dugc
hoan thién hon trong nhitng ldn tdi bdn sdp tdi.

CAC TAC GIA




G"WN“ ~ KHOI DA DIEN

§1. KHAI NIEM VE KHOI PA DIEN

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I- KHAI NIEM VE HINH PA DIEN

Hinh da dién (goi tat 12 da dién) 1a hinh dugc tao bdi mot s6 hitu han cic da
gidc thoa man hai tinh chat :

a) Hai da gisc phan biét chi c6 thé hoac khong c6 diém chung, hoac 6 mot
dinh chung, hoic ¢ mot canh chung.

b) Mbi canh clia da gidc nao cling 1a canh chung ctia diing hai da giéc.

MB&i da gidc nhu the goi 13 mot mdt cla hinh da dién. Céc dinh, canh cuia cdc da
gidc dy theo thit tu dugc go: 1a cdc dinh, canh clia hinh da dién.

II- KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

Khéi da dién 1a phdn khong gian duge gidi hah bdi mot hinh da dién, ké ca
hinh da dién d¢.

Nhiing diém khong thuoc khéi da dien dugc goi la diém ngoai cha khéi da
dién. Nhitng diém thuoc khéi da dién nhung khong thudc hinh da dién Ung
v6i khéi da dién ay duoc goi 1a diém trong cla khdi da dién. Tap hgp cic
diém trong duoc goi 1a mién trong, tap hop cdc diém ngoai duge goi 1a mién
ngodi cia khéi da dién.

Méi khéi da dién dugc xdc dinh boi hinh da dién tng véi né. Ta ciing goi
dinh, canh, mit, diém trong, diém ngoai... cha mot khéi da dién theo thi ty 1a
dinh, canh, mat, diém trong, diém ngoai... cta hinh da dién tuong tGng.
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III- HAI PA DIEN BANG NHAU

1. Phép doi hinh trong khong gian

Phép bién hinh trong khong gian duoc goi 1a phép doi hinh néu né bao toan
khoéang cich giita hai diém tuy y.

2. Mot 56 phép doi hinh thuong gdp - -

a) Phép tinh tién theo vecto Vv 1a phép :
bién hinh bién méi diém M thanh diém M’ M ' M’
sao cho MM’ =7V (h.1.1).

Hinh 1.1

b) Phép doi ximg qua mdt phdng (P) 1a
phép bién hinh bi€n mébi diém thuoc (P)
thanh chinh né, bi€én méi diém M khoéng
thudc (P) thanh diém M’ sao cho (P) 13 mat
phéng trung truc cha MM’ (h.1.2).

Néu phép d6i xing qua mat phing (P) bién
hinh (H) thanh chinh né thi (P) duoc goi 1a
mdit phdng doi ximg cta (H).

~
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¢) Phép ddi xiing tém O 13 phép bien hinh Hinh 1.2

bién diém O thanh chinh né, bién méi M
diém M khéac O thanh diém M’ sao cho O

1a trung di€ém cta MM’ (h.1.3).

Néu phép d6i xding tam O bién hinh (H) 0
thanh chinh né thi O duoc goi la tdm doi
ximg clua (H)

M Hinh 1.3

d) Phép doi xtmg qua duomg thing A (hay
phép doi xiing qua truc A) 1a phép bién
hinh bién moi diém thudc A thanh chinh
ngd, bién mbi diém M khong thudc A thanh

diém M’ sao cho A 1 dudng trung truc clia - 7%
MM’ (1.1.4). N&u phép d6i ximg qua dudng 0

thang ADbién hinh (H) thanh chinh né thi
A dugc goi la truc doi ximg cha (H).

Hinh 1.4




IV-

3. Nhdn xét

e Thuc hién lién ti€p cdc phép doi hinh s& dugc mot phép doi hinh.
e Phép doi hinh bién da dién (H) thanh da dién (H’) va bién dinh, canh, mat
cta (H) thanh dinh, canh, mat tuong tng cua (H').
Hai da dién dwoc goi 1a bing nhau néu ¢6 mot phép doi hinh bién da dién
nay thanh da dién kia. '

2" 2 d N
PHAN CHIA VA LAP GHEP CAC KHOI PA DIEN
Néu khéi da dién (H) 12 hop cla hai kh6i da dién (H,), (H,) sao cho (H;) va
(H,) khong c6 chung diém trong thi ta néi c6 thé chia dugc khéi da dién (H)
thanh hai kh6i da dién (H,) va (H,), hay c6 thé 14p ghép dugc hai khéi da dién
(H,) v (H,) v6i nhau dé dugc kh6i da dién (H).

B. CAC DANG TOAN CO BAN
Van dé1

Chitng minh m6t 86 tinh chat lién quan dén che dinh, cic canh, céc mit cla
mét khoi da dién

1. Phuong phdp gidi

Slr dung tinh ch4t a) va b) trong dinh nghia hinh da dién.

2.Vidu
W dy 1. Chitng minh ring mot khéi da dién bét ki c6 it nhit bon mat.

2

Giai
. \
Goi M, 1a mot mat cta khdéi da dién (H). Vi M 1a mot da gidc nén n6 ¢ it nhat
ba canh ¢y, ¢,, ¢3. Tir d6 ¢6 mot mat M, c6 chung canh ¢y v6i My va M, # M.

Goi M 1a mat ¢6 chung canh ¢, v6i Myva- M3 # M,.Vi c¢| thuoc M, va khong
thuéc M; nén M; khdc M,. Goi M, # M, 1a mat c6 chung canh c; voi M. Li
luan tuong ty nhu trén ta thdy M, khong chita ¢, va ¢, nén n6 khéc v6i hai mat
phzing M,, M5. Vay khoi da dién (H) c6 it nhdt bon mat.




Wdu 2. Cho (H) 1a da dién ma c4c mat clia né 12 nhitng da gidc cé p canh.
Chiing minh rang néu s6 mat ctia (H) 12 18 thi p phai 12 s6 chén.

Gidi
Goi m 1a s6 cdc mat ca mot khéi da dién (H). Vi méi mit ctia (H) ¢6 p canh
nén m mat c6 pm canh. Nhung do méi canh 1a canh chung ctia diing hai da

gidc nén s cdc canh cla (H) bing ¢ = —Pzﬁ . Vi m 1€ nén p phai 12 s6 chén.

@ Van di 2

Ching minh hai da dién béng nhau

1. Phuong phdp gidi

Chi ra mot phép ddi hinh cu thé di duoc x4c dinh bién da dién nay thanh da
dién kia.

2.Vidu

Cho lang tru ABCDEF A'B'C'D'E'F’ ¢6 day 1a nhitg luc gidc déu. Goi I 1a
trung diém clia doan théng noi hai tam cia ddy. Goi (a) 1a mat phing di qua /
va ct tat ca canh bén cta lang tru. Ching minh rang (&) chia lang tru thanh
hai da dién bang nhau.

Gidi
Gia si mp («) cét AA’, BB', CC’, DD’,
EE’, FF’ 1an luot tai J, K, L, M, N, P
(h.1.5). D& thdy I ciing 1a trung diém
cua JM, KN va LP. Phép d6i xing tam [ -
bién cdc diém A, B, C,D,E, F, J, K, L,
M, N, P lan lugt thanh cic diém D',
E F,AB,C "M,N,P,J,K,L.Dodé
hai da dién ABCDEF.JKLMNP va
D’E'F'A'B'C’ MNPJKL bing nhau vi ¢6
phép doi hinh 1a phép d6i xung tam /
bién da dién nay thanh da dién kia.

Hinh 1.5




@ Van dE 3

1.1.

1.2.

Phan chia hogic ip ghép cac khdi da dién

1. Phuong phdp gidi

Chon mat phéng thich hop dé phan chia khéi da dién. Trong nhiéu trudng
hop, d€ ching minh ring c6 thé Idp ghép cdc khsi da dién (Hy), (Hy),..., (H,)
thanh khéi da dién (H) ta chimg minh riing c6 thé chia dugc khéi da dién (H)
thanh cédc khéi da dién (H,), (H,)...., (H,).

2.Vidu

Cho hinh chép t gidc F.ABCD c6 ddy 1a hinh Vu()ng. Canh bén FC vuong
goc v6i ddy va c6 do dai bang AB. Chiing minh ring c6 thé ding ba hinh chép
bang hinh chép trén dé ghép lai thanh mot hinh 14p phuong.

gfii
Tir hinh chép trén ta dung hinh lap phuong H
HEFG.ABCD (h.1.6). Ta thdy hai hinh |
ch6p F.ABCD va F.ABEH d6i xing véi | \
nhau qua mit phing (ABF), hai hinh chép gl 7
f
|
|

F.ABCD va F.AHGD d6i xing v6i nhau
qua mat phéng (ADF). Do d6 ba hinh chép
F.ABCD, F.ABEH va F AHGD bing nhau. A }'//

Nhu vay c6 thé chia dugc hinh lap phuong /
HEFG.ABCD thanh ba hinh chép bing /
hinh chép F.ABCD. Tix d6°suy ra c6 thé B C
ghép ba hinh chép bing hinh chép
F.ABCD dé thanh mot hinh lap phuong.

Hinh 1.6

C. CAU HOI VA BAI TAP

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D". Chiing minh rang hai t¢ dién A’ABD va
CC’D'B’ bang nhau. :

Cho lang tru ABC.A'B'C’. Goi E, F, G lan luot 1a trung diém clia AA’, BB,
CC". Chiing minh rang c4c lang try ABC.EFG va EFG.A'B'C’ bing nhau,



1.3.
1.4.
1.5.

1.6.

1.7.

1.8.

Chia hinh chép it gidc déu thanh tdm hinh chép bing nhau.
Chia mot khai t dién déu thanh bon khéi tif dién bing nhau.

Chitng minh rang véi méi s6 nguyén k£ > 3 luon ton tai mot hinh da dién c6
2k canh.

Ching minh rang véi mdi s6 nguyén k > 4 luon ton tai mot hinh da dién c6
2k + 1 canh.

Ching minh rang khong t6n tai mot hinh da dién cé

a) S6 mit 16n hon hodc bing s6 canh ;

b) S6 dinh 16n hon hodc bang s& canh.

Chitng minh ring mdi hinh da dién c6 it nhét 4 dinh.

§2. KHOI PA DIEN LOI VA KHOI PA DIEN PEU

A. CAC KIEN THUC CAN NHG

I- KHOI PA DIEN LOI

Khéi da dien (H) dugc goi 1a khéi da dién 16i néu doan thang néi hai diém bat
ki clia () luon thuée (H). Khi d6 cac da dien xc dinh (H) duoc goi 1 cdc da
dién loi. '

Ngudi ta ching minh dugc raing mot khéi da dién 1a 16i khi va chi khi mién trong
ctia 6 luon nim vé mot phia doi véi méi miat phéng chita mot mat clia nd.

11- KHOI PA DIEN PEU
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1. PDinh nghia

Mot khoi da dién 161 dugc goi 1a khoi da dién déu loai {p ; q} ﬁé’u :
a) MAi mat ciia n6 1a mot da gidc déu p canh ;

b) Méi dinh cla né 1a dinh chung cla ciﬁng g mat.

Tir dinh nghia trén ta thdy cdc-mat clia khéi da dién déu 1a nhiing da gidc déu
bang nhau.




2. Dinh li

C6 nam loai khoi da dién déu. D6 1a cdc khéi da dién déu loai {3 ; 3}, loai
{43}, loai {3;4},loai {5; 3}, valoai {3:5]}.

Tuy theo s6 mat cua chiing, nam loai kh6i da dién déu ké trén theo thy tu
duge goi la cac khoi tir dién déu, kh6i lap phuong, khéi bit dién déu (hay
khdi tdm mat déu), kh6i mudi hai mat déu va khéi hai muoi mit déu.

B. CAC DANG TOAN CO BAN

L viaer

Chiing minh mét &6 tinh chét clia khéi da dién déu

1. Phuong phdp gidi
Sit dung dinh nghia khéi da dién déu.

2.Vidu

Cho kh6i ‘bat dien déu ABCDEF
(h.1.7). Chéing minh ring :

a) Céc diém A, B, C, D cing thuoc
mot mat phang ; cic diém E, C, F, A
cung thuoc mot mat phang va cdc
diém E, D, F, B ciing thuéc mot mat
phing ;

b) Ching minh ring ba mat phing
(ABCD), (ECFA) va (EDFB) doi
mot vudng goc véi nhau.

Hinh 1.7

Gidi
a) VIAE=AF =BE=BF =CE=CF=DE =DFnénA,B,C,D thudc mat
phéng trung truc cua EF. Tuong tu cdc diém E, C, F, A thuoc mat phéng
trung tryc cha BD ; E, D, F, B thuoc mat phang trung truc cia AC.

b) Mit phang (ECFA) chta EF va EF L (ABCD) (’Vi (ABCD) 1a mat phang
trung truc chia EF nén EF 1 (ABCD)). Do d6 (ECFA) L (ABCD). Tuong tu,
ta chimg minh dugc (ABCD) L (EDFB) va (EDFB) 1 (ECFA).
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E Van di 2

12

Xéc dinh mét khéi da dién déu

1. Phuong phdp gidi
St dung dinh nghia khéi da dién déu.

2. Vidu

Chitng minh rdng tdm cdc mat cia
mot hinh bét dién déu 1a cac dinh
ctia moét hinh 1ap phuong.

Gidi

Ta c6 khoi bat dién déu ABCDEF
(h.1.8) canh bang a. Vi A, B, C, D
cdch déu EF nén cic diém d6 thudc
mat phing (P) 13 mat phing trung
truc ctia EF. Gia sit EF cat (P) tai
0. Khi d6 hinh thoi ABCD noi tiép
dudng tron tam O trong mit phéng
(P) nén ABCD 1a hinh vuong.
Tuong ty ta ching minh duogc
ECFA, EBFD la cic hinh vuong. Tu
d6 suy ra ba dudng théng EF, AC va
BD d6i mot vuoéng gbéc véi nhau va
cét nhau tai O.

GoiG,H,1,J,G’, H', I', J' 1an lugt 1a tam ctia cic mat EAB, EBC, ECD, EDA,
FAB, FBC, FCD, FDA. Goi M va N 14n luot 12 trung diém cua AB va BC. Khi
d6 ViGH // MN va MN // AC nén GH // AC. Ta con c6

GH = -2—MN,MN= lAC = ﬁa.
3 2 2

Hinh 1.8

Do d6 GH = \/—f—a. Tuong tu, ta ching minh dugc cic doan thang G'H’, 1J,

I'J' song song vdi AC va bang \—/3—%(1, cic doan thang IH, JG, J'G’, I'H’ song




song v6i BD va bing {%a, cdc doan thang GG', HH', II', JJ' song song véi
EF va bang gcz.

Vi ba dudng thang EF, AC va BD d6i mot vuéng géc v6i nhau nén céc doan
théng GG’, GH, GJ d6i mot vuong géc véi nhau. Tir d6 suy ra GHH'G', HII'H',

JT, JGGJ', GHIJ, GH'T'J’ 1a céc hinh vuong c6 canh bang nhau Do dé
GHLJ. G’H I'J’ 12 hinh lap phuong.

C. CAU HOI VA BAI TAP

1.9. Tinh s6 canh cta hinh muoi hai
mit déu (loai {5 ;3}).

1.10. Tinh s6 canh cta hinh hai ‘muoi
mat déu (loai {3 ;5}).

1.11. Cho mot khéi bat dién déu. Hay
chi ra m6t mat phing d6i xing, ke
moét tdm do6i xing va mot truc doi
xung cua no.

1.12. Cho khéi bat dién déu ABCDEF
(h.1.9). Goi O 1a giao diém ctia AC
va BD, M va N theo thit tu 1a trung

L Fom——————=

- diém cha AB va AE. Tinh dién tich F
thiét dién tao bdi khoi bat dien d6 1o
v6i mit phang (OMN). '

1.13. Cho khéi bat dién déu ABCDEF canh bing a, trong d6 E, F 14 hai dinh
khong ciing nam trén moét canh (h.1.9). Goi A’, B, C', D', A”, B”, C"”, D" lan
luot 1a trung diém cla cic canh FA, EB, EC, ED, FA, FB, FC, FD. Ching
minh rang A'B'C'D’ A”B”"C”D"” 1a mot hinh hop chit nhat va tinh ba kich
thude cua hinh hop chit nhat d6 theo a.

o
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§3. KHAI NIEM VE THE TICH CUA KHOI PA DIEN
A. CAC KIEN THUC CAN NHG

o Thé tich V ciia khéi chép cé dién tich ddy B va chiéu cao h laV = %Bh.
e Thé'tich V ciia khoéi ldng tru cé dién tich ddy B va chiéu cao h la V= Bh.
o Thé'tich ciia khoi hop bdng tich cua dién tich ddy va chiéu cao cia né.
o Thé tich ciia khoi hop chit nhdt bdng tich ba kich thude ciia né.
Chi y. i) Ti s6 thé tich clia hai khéi da dién déng dang béng 14p phuong ti s6
déng dang. - .
ii) Trong mot s6 bai todn ta thudng sir dung két qua sau :
Cho khé6i chép S.ABC. Trén céc doan thang SA, SB, SC 14n luot 14y

ba diém A", B, C" khdc véi . Khi d6 ~SABC. 54 5B 5C
Veapc SA SB SC

B. CAC DANG TOAN CO BAN
Van di 1

14

Tinh thé tich clia mot khéi da dién

1. Phuong phdp gidi
a) Chia kh6i da dién da cho thanh cdc khéi lang tru hodc céc khoi chép don gian hon.

b) Ghép thém vao khoi da dién da cho cédc khdi da dién quen biét dé duoc
mot khoi da dién don gian hon.

¢) Tim ti s6 thé tich giita kh6i da dién da cho vdi m()t khoi da dién da biét thé tich.
2. Vidu

Cho kh6i hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’' c6 AB =a, BC =b, AA"=c. Goi E va
F 14n luot 12 trung diém cta B'C’ va C'D’. Mt phéng (AEF) chia khéi hop d6

‘thanh hai khéi da dién (H) va (H’), trong d6 (H) 1a khoi da dién chita dinh A"

Tim thé tich cta (H) va (H").




gia’i
Gia st dudng thang EF cit dudng thing
A'B’ tai I va cét dudng thing A'D’ tai J-
Al cit BB’ tai L, AJ cit DD’ tai M
(h.1.10).

Goi (K) 1a tit dién AA'LJ.

Khi dé Viy) =Vik)~Vip1E =V ir -

VIiEB'=EC'vaB1//CF

1
‘B ‘D’ Hinh 1.10
nénB'I=CT=A—2Bi-.Tu0‘ngtu,D'J=é-ill. "

Tir d6 theo dinh If Ta-lét ta c6 =2 =18 _ 1 MD _JD _1
' A3 AA JA 3
1({1 a b ¢ abc abc
Dodd V; pg ==| — —- = |- = =——: Tuong tu, Vy; npr = —
. L.BEI 3‘(2 2 2) 3° 72 S YMDFI =5
Vi V(K)—_—l.(_l_.y_.?’_b ‘C=3abc,nén V(H)=3abc__2abc=25abc
30272 2 8 8 1 7
. 47abe
v Ve =23

@ Van di 2

Dung cach tinh the tich d€ gidi mot s bai ton hinh hoc

1. Phuong phdp gidi

a) Tinh cdc dai lugng hinh hoc ctia khoi da dién theo thé tich ctia khéi da dién ay.
b) Dung hai cich d€ tinh thé tich cta cling mot khéi da dién réi so sénh
ching véi nhau dé riit ra dai lugng hinh hoc cin tim.

2.Vidu

Y dy 1. Cho hinh chép tam gidc S.ABC c6 ddy 1a tam gidc vuong & B. Canh
SA vuodng goc véi ddy. Biét ring AB = a, SA = b.

Hay tinh khodng céch tir A d&n mat phing (SBC).
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Gidi
Theo dinh 1i ba dudng vuong géc, BC vuong goc
vGi hinh chi€éu AB cla duong xién SB nén BC
vuodng géc voi SB.
Goi h 12 khoang cdch tir A dén mit phéng (SBC),
V 1a thé tich hinh chép S.ABC thi b

V= %SA.AB.BC = —é—h.SB.BC.

S

A
Tir d6 suy ra h = SA.AB.BC _ SA.AB
SB.BC SB Hinh 1.11
ab

= ———— (h.1.11).
Va® +b?
W dy 2. Cho tit dién ABCD va M 12 mot diém trong cta ti& dién d6. Goi hy, hg,
he, hp 18n lugt 1a khoang céch tir A, B, C, D dén cdc mat déi dién va my, mg,
m¢, mp 14n luot 1a khodng cich tit M dén cidc mat (BCD), (CDA), (DAB),

~ (ABC). Ching minh ring ’ZA + 'ZB JMc b g

4 hp hp

Gidi
Goi thé tich cdc khoi t¢ dién
ABCD, MBCD, MCDA, MDAB,
MABC theo thit tw 1a V, V4, Vp,
Ve, Vp (h1.12),tacod:

Vo ohy hy C Hinh 1.12

Tuong ty, Vg =BV, Vo =€V, v, =22V,
hg he hp

ha hg hc  hp

m m m m
ALZB L "CL D o,
hy hg he  hp

Tu d6 suy ra




L vivaes

Tim ti 86 thé tich clia hai khéi da dién

1. Phuong phdp gidi

a) Tinh thé tich clia ting kh6i da dién.

Vsapc _SA' SB' SC°.
Vo age SA SB SC

b) Sir dung chii ¥ ii) v6i cong thic

2. Vidu

- Cho hinh chép uf gidc déu S.ABCD. Mit phéng (P) qua A va vuong géc véi SC
cat SB, SC, SD 14n luot tai B, C', D", Biét ring AB = a, il; = %
a) Tinh ti so thé tich cla hai khéi chép S.AB'C'D'va S.ABCD.
b) Tinh thé tich clia khéi chép S.AB'C'D".

Gidi

a) Goi SH 1a duong cao cua hinh chép
tir gidc déu S.ABCD, SH cat (P) tai H’
(h.1.13). Khi d6 H la giao cua AC va BD.
Vi BD 1 (SAC) nén BD L SC. Do d6
BD [/ (P). Tix d6 suy ra (P) cét (SDB) theo
giao tuyé€n B'D’ song song v6i BD. Do d6
SD = SH = SB =%,H'B'=H'D' va
SO SH SB 3 |

DB’ L AC'. Gia st dudng thing qua H
song song vGi AC’ cét SC tai E. Khi dé

EC'=EC, 2 =2.
SE 3
| fodésuyraﬂg=l=gg
3 SE
Do d6 SC'=2EC'=CC.
Taco: oagD 2 2_4 Vspepr (221 2
Vsapp 373 9 Vspep 332 9

2A-BT HINH HQC 12-C ' 17




1.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

18

Tud6suyra Vs apc'p’ = Vs.app +Vs.pcp = [5 + 5) —S—Z‘C— = EVS.ABCD-
Vay 1s48CD _ L
Vs.apcp 3

b) Theo chiing minh trén ta c6 AC’ vira 1a dudng cao vira 1a trung tuyén cua
ASAC nén AS = AC. Do d6 ASAC déu. Tix d6 suy ra

Bac-Loz-Lo,

SH = —AC -—a

1\/— \/— 3
VS.ABCD"ET“ r
6 3
Tt d6 suy ra VSABCD =—§a

C. CAU HOI VA BAI TAP

Cho khoi chép tam gidc déu S.ABC c¢6 déy 1a tam gidc déu canh bang a, céc
canh bén tao véi ddy mot géc 60° . Hay tinh thé tich clia khéi chép do6.

Cho khoi chép S.ABC c6 ddy 1a tam giac can, AB = AC = 5a, BC = 6a va cac
miit bén tao véi ddy mot géc 60° . Hay tinh thé tich ctia kh6i chép dé.

Cho hinh chép tam gidc S.ABC cé ddy la tam gidc vuong & B. Canh SA
vuong géc véi ddy. Tir A ké cac doan thang AD vuéng géc véi SB va AE
vuong goc véi SC. Biét rang AB=a, BC = b, SA = c.

a) Hay tinh thé tich khéi chép S.ADE.

b) Tinh khoang céch tit E dén mat phing (SAB).

Chitng minh ring t6ng cdc khodng cdch tir mot diém trong bat ki clia mot t
dién déu dén cdc mat cha né 1a mot s6 khong déi.

Cho hinh hdp chit nhat ABCD.AB'C'D' c6 AB = a, BC = 2a, AA' = a. Ldy
diém M trén canh AD sao cho AM =3 MD. '

a) Tinh thé tich khéi chép M. AB'C.

b) Tinh khoéang cdch tit M dén mat phing (AB'C).

2B-BT HINH HQC 12-C




1.19.

1.20.

1.21.

1.22.

1.23.

1.24.

1.25.
1.26.

1.27.

1.28.

Cho hinh h¢p chit nhat ABCD.A'‘B'C'D’ ¢6 AB=a, BC = b, AA' = c. Goi M
va N theo thit ty 12 trung diém cta A'B'va B'C".

~ Tinh ti s¢ giita thé tich kh6i chép D’.DMN va thé tich khOl hop chir nhat

ABCD.ABCD".
Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’c6 AB=a, BC =b, AA’=c. Goi E va

F 1an lugt 12 nhitng diém thudc cic canh BB’ vi DD’ sao cho BE = %EB',

DF =—;—FD' Mat phéng (AEF) chia khéi hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’

thanh hai khoi da dién (H) va (H'). Goi (H ') la khoi da dién chita dinh A’
Hay tinh thé tich chia (H) va ti s6 thé tich chia (H) va (H’).

Cho hinh hOp ABCD.A'B'C'D’. Goi E va F 1an luot 13 trung diém clia B'C’ va
C'D’. Mat phang (AEF) chia hinh hop d6 thanh hai hinh da dién (H) va (H"),
trong d6 (H) la hinh da dién chita dinh A". Tinh ti s6 giita thé tich hinh da
dién (H) va thé tich hinh da dién (H"),

BAI TAP ON TAP CHUONG I

Hinh dugc tao thanh tir hinh lap phuong ABCD.A'B'C’D’ khi ta bd di céc
diém trong ctia mat (ABCD) c6 phai la mot hinh da dién khong ?

Ching minh ring mbi dinh ciia mot hinh da dién Ia dinh chung cia it nhat
ba canh.

Chitng minh rang méi hinh da dién c6 it nh4t 6 canh.
Chiing minh rang khong t6n tai hinh da dién c6 7 canh.

Cho hai doan thang AB va CD chéo nhau, AC 1a dudng vuong géc chung ctia
ching. Biét ring AC = h, AB = a, CD = b va géc giita hai dudng thing AB va

CD bing 60°. Hay tinh thé tich ctia wt diéen ABCD.
Tinh thé tich khéi lang tru c6 chiéu cao bang /, ddy 1a ngil gidc déu noi tiép
trong mot duong tron ban kinh 7.
Cho ut dién #*u ABCD. Goi (H) 1a hinh bét dién déu c6 céc dinh 13 trung
V
(H)

diém cdc canh clia tt dién déu d6. Tinh 6 s6 .
| Vasen

19




1.29.

1.30.

1.31.

1.32.

1.33.

1.34.

20

Cho lang tru dimg ABC.A’B'C’ c6 déy la tam gidc déu canh bang a. Goi M,

N va E theo tht tu 12 trung diém ctia BC, CC’ va C’A’. Dudng théng EN cit

dudng thing AC tai F, duong thing MN cit dudng thing B'C’ tai L. Dudng

thdng FM kéo dai cit AB tai I, dudng thang LE kéo dai cat A'B"tai J .

a) Chimg minh réng cdc hinh da dién IBM.JB'L va A’EJ AFI 1a nhitng hinh
chép cut.

b) Tinh thé tich hinh chép F.AIJA'.

¢) Chimg minh ring mat phing (MNE) chia kh6i lang try di cho thanh hai
khai da dién c6 thé tich bang nhau.

CAU HOI TRAC NGHIEM

Hay chon cum tit (hodc tir) cho du6i day dé€ sau khi dién n6 vao chd tréng
ménh dé sau trd thanh ménh dé ding :

"S& canh cia mot hinh da dién luén ................ s6 mat cta hinh da dién ay."
(A) bang ; (C) nhé hon ;
(B) nhé hon hoidc bang ; (D) 16n hon.

Hay chon cum tir (hodc tir) cho dudi day d€ sau khi dién né vao chd trong
ménh dé sau trd thanh ménh dé ding :

"S6 canh cia mot hinh da dién luon ............. s dinh cta hinh da dién ay."
(A) bang ; (C) nho hon ;
(B) 16n hon ; (D) nho6 hon hodc béang.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Hinh lap phuong 1a da dién 16i.

(B) Tt dién 1a da dién 16i.

(C) Hinh hop 12 da dién 16i. .

(D) Hinh tao bdi hai t dién déu ghép v6i nhau 12 mot hinh da dién 16i.

Cho mot hinh da dién. Tim khing dinh sai trong cdc khang dinh sau :
(A) Méi dinh 1a dinh chung cua it nhat ba canh ;

(B) Méi dinh 12 dinh chung cta it nhat ba mat ;

(C) Méi canh la canh chung ctia it nhit ba mat ;

(D) Méi mit ¢6 it nhat ba canh.

C6 thé chia mot hinh 14p phuong thanh bao nhiéu t&t dién béng nhau ?
(A) Hai ; (B) Voso; (C) Bon ; (D) Sau.




1.35. S6 canh ctia mot hinh bat dién déu Ia :

(A) tdm ; (C) muoi hai ;
(B) muoi ; ‘ (D) muoi sdu.
1.36. S6 dinh ctia mot hinh bét dién déu 1a
(A) sdu ; (C) muoi ;
(B) tdm ; (D) muoi hai.
1.37. S6 dinh ciia hinh mudi hai mat déu Ia :
(A) mudi hai ; (C) hai muoi ;
(B) mudi sau ; (D) ba muoi.
1.38. S6 canh ciia hinh mudi hai mit déu 1a :
(A) muoi hai ; : (C) hai muoi ;
(B) muoi sdu ; (D) ba muoi.
1.39. S6 dinh cta hinh hai muoi mit déu 14 :
(A) muoi hai ; (C) hai muoi ;
(B) mudi sau ; : (D) ba muoi.
1.40. Cho (H) 1a kh6i lang tru ding tam gidc déu cé tit ca cic canh bang a.
Thé tich cha (H) bing :
E SN 24 A3
(A) —; :
2 3
1.41. Cho (H) 1a kh6i chép tit gide déu c6 tét ca cdc canh bing a.
Thé tich cta (H) bing :
2 PE, o dh 23
(A) — :
3 4 - 2

1.42. Cho tit dién ABCD. G()i B’va C’14n lugt 1a trung diém ctia AB va AC. Khi d6
ti s6 thé tich clia khéi tt dién AB’C’D va khéi tit dien ABCD biéng :

' 1 1 1 1
A) —; B) —; O —; D) —
(A) > (B) 2 © 5 (D) 3
1.43. Cho hinh lang tru ngii gidc ABCDE.A'B'C'D'E'. Goi A”, B”, C”, D", E” lan
luot 1a trung di€m cha cdc canh AA’, BB, CC’, DD’, EE". Ti s6 thé tich giita
kh6i lang tru ABCDE.A"B"C”"D"E" va khé6i lang tru ABCDE.A'B'C'D'E' bing :
1 1 1 1
A) = B) —; O - D) —.
( )2 ( )4 © 2 (D) 10
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1.44. Cho hinh chép it gidc S.ABCD c6 thé tich bang V. Ldy diém A’ trén canh SA

sao cho SA’ = %SA. Mit phing qua A’ va song song véi ddy clia hinh chép

cét c4c canh SB, SC, SD lan lugt tai B’, C' D’. Khi d6 thé tich hinh chép
S.A'B'C'D' bing : ; .
vV 1% % Vv
A) — ; : B) — ; ) —; D) —.
(A) 3 (B) 5 ( )_27 ( )81

L4

HUGNG DAN GIAI VA PAP SO

§1. KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

1.1.
1.2.
1.3.

14.

1.5.
1.6.

)

1.8.

22

Diing phép d6i xiing qua tAm cla hinh hop.

Diing phép tinh ti¢n theo vecto AE bién lang try ABC.EFG thanh lang tru EFGA'B'C".

Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD. Hai dudng chéo AC, BD vi hai dudng thing néi
trung diém c4c cdp canh d6i dién cha hinh vuéng ABCD chia hinh vuéng ABCD thanh
tdm tam gi4c biing nhau. Xem mdi tam gidc d6 1a ddy clha mot hinh chép dinh S ta s&
duge tdm hinh chép bing nhau.

Cho tif dién déu ABCD. Goi G 1a giao diém ciia cic dudng théng ndi dinh véi trong tam
ctia mit d6i dién. Khi d6 dé thdy cdc tf dién GABC, GBCD, GCDA, GDAB béang nhau.

Hinh chép c6 déy 1a da gidc k canh.

L&y mot hinh chép S-Al---Ak—l c6 ddy 12 da gidc k~1 canh. Ghép thém vao mat SA,_;A;

vA vé phia ngoai clia hinh chép d6 hinh chép B.SA;_;A; ta s& dugc mot hinh da dién c6
2k + 1 canh.

a) Goi s6 mit va s6 canh ctia mot hinh da dién theo thit ty 1a m va c. Do m6i mat ¢6 {t nhat
ba canh v mdi canh 12 canh chung ctia diing hai mit nén 2¢ = 3m. Te dé suyrac > m.

b) Goi s6 dinh vi s6 canh cia mot hinh da dién theo thit tu 14 d va ¢. Do méi dinh 14 dinh
chung caa it nh4t ba canh va qua hai dinh c6 ding mot canh nén 2¢ > 3d. Tir d6 suy ra
c>d. :

Goi M/ 12 m0t mat cha hinh da dién (H). Goi A, B, C la ba dinh lién ti€p cia M. Khi d6

AB, BC 1a hai canh ctia (H). Goi M; 1a mat khdc v6i M va c6 chung canh AB vé6i M.

Khi d6 M, con c6 {t nhat mot dinh D khéc v6i A va B. Néu D = C thi M va M, ¢6 hai

canh chung AB va BC, diéu ndy vo li. Vay D phai khéc C. Do d6 (H) c6 it nhét b6n dinh
A,B,C,D.




1.13. Ta ¢6 tit gidc ABCD 1a hinh vudng
¢6 canh bing a (h.1.16).
Do d6 tt gidc A'B'C'D’ 1a hinh

vubng ¢6 canh bang % va

(A'B'C'D") /| (A"B"C"D"). Ngoai ra
ta c6 AA” /I EF nén
AA" L (A"B"C"D"). Tuong tu
B'B",,C'C"”, D'D” ciing song song
véi EF. T d6 suy ra
AB'C'D’A”B"C”D” 1a mét hinh
hop chit nhat. ,
2

ViEF =2 anenA’A” = —a.

Vy hinh hop d6 c6 ba kich thude 1a :

Hinh 1.16
J2

va —a.
2

3

N
SRR

§3. KHAI NIEM VE THE TicH cUA KHOI DA DIEN

1.14.Ké SH L (ABC). Dudng thing AH cét BC tai [.
Do S.ABC 1a hinh chép tam gidc déu nén H 12

trong tm ctia AABC.
Dod6 Al = —\/:3—a,AH= %.£a=-\—/——3—a,
2 32 3

SAH =60° (h.1.17).
SH = AH. tan 60° =-—\é—3—-a. 3=a.

Thé tich kh6i chép S.ABC 1a :

113 | Hinh 1.17

1.15.Ké SH L (ABC) va HA', HB’, HC’ 14n lugt vudng géc véi BC, CA, AB. Theo dinh 1i ba
dudng vubng géc tacé SA” L BC,SB’ L CA,SC’ L AB (h.1.18).

Tix d6 suy ra SA'H = SB'H = SC’H = 60° . Do d6 céc tam gidc vuong SHA’, SHB', SHC'
biing nhau. Tir 46 suy ra HA" = HB’ = HC". Vay H 1a tam dudng trdn noi ti€p tam gidc
ABC. Do tam gidc ABC can & A nén AH vira 1a dudng phan gidc, vira 1a dudng cao, vira 1a
dudng trung tuyén. Tir d6 suy ra A, H, A’ thing hang va A’ 1a trung diém ctia BC.
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Do dé AA2 = AB? — BA? =2542 — 942 = 1642,
Vay AA' = 4a.

Goi p 12 nira chu vi clia tam gidc ABC,
r1a ban kinh dudng tron néi ti€p cta né.

Khi d6

Sapc = %6a.4a =12a? = pr=8ar.

Tirdé suyrar = %a.

33

Do d6 SH = HA"tan 60° = 3“«/5——51
‘/_ Hinh 1.18
Thé tich kh6i chép 12 V = -;—-12a2 -3T3a = 64343

BC L '
1.16. a) Ta c6 = BC 1 (SAB).
BC L AB

ViAD c (SAB)nén AD 1L BC.

Mat khac AD 1 SBnén AD L (SBC).

Tx d6 suyra AD 1 SC.

SC L AE

SC LAD

hay SE L (ADE) (h.1.19).

Trong tam gidc vuéng SABtacé :

AB.SA __ ac
SB a2 +c2

Tuong tu, trong tam gidc vudng SAC ta c6 :

SAAC  cVa? +b? Hinh 1.19
sC Ja 0242

Do AD 1 (SBC)nén AD 1 DE. Tir d6 suy ra

2 2 2.2 . 2
DE = [——AEZ AD? \/ (a + b*) a‘c” _ fond /)

2 2 2
a?+b?+c? a’+c \/(a2+b2+c2)(a2+c2)

2¢,.2 2 2
SE =/SA? - AE? =\/c2- cla b)) ____¢

2
a?+b*+c? g2 12 42

}:>SC.L(ADE):>SC.LDE

SAAB=AD.SB = AD =

AE =

25




1.17.

1.18.
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b) Goi 4 12 khoang céch tir M dén mat A

ac c?b c?

\/a2 +¢? \/(a2 +b% +c?)(a? +c?) \/a2 +b%+¢2

| =

abc®

- 6(a? + b2 +c2)a? +c?)

b) Goi d 12 khodng céch tir E dén mat phéng (SAB).

2.2 2
Tacé SD=vSA2 -AD? = |2 --%¢ _ ¢
a? +c? Va? +c?

11 1 ¢? ac 1 ac
% =V =—.—SDADd=— =— d.
S.ADE ~ "ESAD T35 6 Va2 s+ a2 12 62 +C2
S bc?
K&t hop véi két qua trong cau a) tasuy ra d = EETIRCE
ac+b-+c

Ta c6 tit dién déu ABCD, M 1a mot diém trong ciia né. Goi V Ia thé tich, S 12 di¢n tich
mdi mat clia tit dién déu ABCD, hy, hp, k¢ » hp 14n luet 1a khoang cdch t M dén céc mat
(BCD), (CDA), (DAB), (ABC).

KhidétacéV = VMBCD + VMCDA + VMDAB + VMABC = %S(hA + hB + hC + hD) .

Tﬁdésuyra hA+hB+hC+hD= iSY‘

a) Thé tich kh6i chép M.AB’C bing thé tich
kh6i chép B'AMC (h.1.20). Ta cé

3 31
Sayc= -5, =31, 202 =32

e D C

1

!

I

|

1

1)

phing (AB'C).

3 . )N ’
].S _h:a—_ I,/ 1‘-\ C
4 .

Khid6 V ABC

M.ABC = 3

Vi AC 22 B’C2 = Sa2 nén tam gidc ACB’ can . \
tai C. Do d6 dudng trung tuyén CI clia tam A B’
gidc ACB’ ciing 12 dudng cao. Hinh 1.20




2
2 2
Tacé: CI* = CA® - AP” = 54° - (&] =529 %

2 2 2
3a 1 3a 3a? a 3d2 a
Dod6Cl="= =S, . =—=-af2=" Tdésuyrah=3%-.2% -2
V2 AB'C o 2 Y 42 2
1.19. Thé tich kh6i chép D’DMN bing thé tich A ? B
kh6i chép D.D'MN. , :
|
Ta 6 Spwn = Sawen— Spam+ Spen+ Seuw) !
1
: Dz —C
=ab (g_b__*_gl_?_ .@)_;a_b. AN :
8 4 8. .
| 3ab _ab A\
Thé tich khoi chop D'DMN = —.222. o = 32¢ 7T
3 8 8 J )
Tit d6 suy ra ti s6 giita thé tich kh6i chép \
D'DMN va thé tich kh6i hop chit nhat D’ . c’
ABCD A'B'C’D’ bing % (h.1.21). ‘ Hinh 1.21

1.20. Gia st (AEF) cét CC' tai I (h.1.22). Khi d6 ta c6

AE /| FI, AF /] EI nén t¢ gidc AEIF 1 hinh binh A D
hanh. Trén canh CC’ 1y di€m J sao cho

CJ = DF. Vi CJ song song va bang DF nén JF /
song song va bing CD. Do 46 tir gidc CDFJ 1a Bl
hinh chit nhat. Tir d6 suy ra FJ song song va bing
AB. Do d6 AF song song va bing BJ. Vi AF ciing
song song va bing EI nén BJ song song va bing

EI. Tt d6 suyralf = EB=DF =JC = 53"-

1{c+2c be
Tacod S == —— |p==—,
BCIE 2[ 3 j )
' ¢ _lfex2) _ac Hinh 1.22
peiF ~ 5| T3 ) :
1 bc 1 ac abc
nén Vi, =V, saie tVancir= 35ty
Vi thé tich kh6i hop chit nhat ABCD.A'B'C’'D’ bing abc nén V( )= —i—abc .

vV
Tir d6 suy ra w1
(HY) 2
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1.21. Gia st dudng thing EF cit dudng thing A'B’ tai I va cét dudng thing A'D’ tai J. Al cit
BB’ tai L, AJ cit DD’ tai M. Goi Vpola thé tich khéi ti dién AA’LJ. V 14 thé tich kh6i hop
ABCD.A'B'C'D’ (h.1.23).
VIiEB'=EC'vaBT//CFnénIB =FC'= —4-22

B 1

w3

Dé y ring BE // AT, BLL /| A'A.
IL_IE_IB 1 ’

T el

IA I IA 3

Do d6

/A X
Tirdésuyra: M:(}-) =—1—_

T IAX 3 27
1
Dodé Vv, ., =—V.
. 1.ELB 27 0 Hinh 1.23
L
Twong tw V, \ o =EV°'

Goi AB = a, BC = b, dudng cao ha tir A xuéng (A'B'C’'D") 1a h thi

. TS 1{1 3a 3b . —= 3v
V= VABCD.A'B'C'D' =hab.smBAD, VO =§(—2-7751nBAD]h = ?
y \Z
Vay v, =V0__2_'V0=§V0=£.ﬂ=zs_v, Vo -_-ﬂv, _(’Q=E.
(H) 27 27 27 8 72 H) 72 Viary 47

BAI TAP ON TAP CHUONG |

1.22. Khong phai. Vi trong hinh d6 c6 canh (ching han AB) khong phai I canh chung clia
diing hai da gidc. .

1.23. L4y m¢t dinh B tuy ¥ cia hinh da dién (). Goi M; 1a m6t mit cia hinh da dién (H)
chita B. Goi A, B, C 1a ba dinh lién ti€p cua M;. Khi d6 AB, BC 12 hai canh clia (H).
Goi M, 12 mit khéc v6éi M va c6 chung canh AB v6i M;. Khi d6 M, cdn c6 it nhat mot
dinh D sao cho A, B, D 1a ba dinh khéc nhau lién ti€p ciia M,. NéuD = C thi M| va M,
c6 hai canh chung AB va BC, diéu ndy vo 1i. Vay D phai khdc C. Do d6 qua dinh B ¢4 it
nh4t ba canh BA, BC va BD.

1.24. Goi M 12 mot mat clia hinh da dién (H). Khi d6 M c6 it nhét ba canh lién ti€p cq, c,,
c3. Goi M, 1a mat khdc M, va c6 chung canh ¢y véi M. Nhu th€ M, con c6 t nhét hai
canh cy, c5 khdc cq nita. Vi M, va M, di c¢6 mét canh chung c; thi canh chung d6 phai
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duy nhét nén ¢y, 05 phai khic ¢y, c3. Nhu vay ¢y, ¢, c3, ¢4, c5 khic nhau. Goi M3 1a mat
khac M; va c6 chung canh ¢, v6i M. Khi d6 M3 c6 it nhdt hai canh cg va ¢y (khic ;)
nita. Do ¢, 1a canh chung duy nhit clia Mll va M3 nén cg khic v6i ¢ va c3. Tuong ty, c;
ciing khéc véi ¢ va c3. ‘

Néu cg khéc v6i ¢4 va c5 thi (H) c6 1t nhédt 6 canh 12 ¢, ¢y, ¢3, ¢4, 5, Cg.

Néu cg = ¢4 thi vi M, va M3 chi c6 thé c6 nhiéu nh4t mot canh chung nén ¢, phai khéc
c4 va c5 . Khi d6 (H) ¢6 it nhét 6 canh 14 ¢, ¢y, ¢3, ¢4, ¢35, 7.

Néu cg = c4 thili luan twong tu nhu trén (H) cling c6 it nhat 6 canh.
Tir d6 suy ra diéu phai chiing minh. '

1.25. Gia su tOn tai hinh da dién‘(H) c6 7 canh. Khi d6 (H) khong c6 mit nao c6 s6 canh 16n
hon hoic bing 4. That vay, gia sit (H) ¢6 mit S ¢6 s6 canh 16n hon hodc bing 4. Do méi
dinh cua § 1a dinh chung ciia it nh4t ba canh nén tai méi dinh cta né cé thém it nh4t mot
canh di qua. Vay s6 canh cia (H) 16n hon hoac bang 8. Diéu nay trdi v6i gia thiét. Vay
céc mat cta (H) 1a nhitng tam gidc. Goi ¢, m 14n lugt 1 s6 canh, s6 mat cia (H). Do méi
canh 12 canh chung cta ding hai mat nén ta cé 3m = 2¢ = 14. Diéu nay vo li vi m 1a s6
nguyén duong.

1.26. Dung BE song song va bing DC, DF
song song va bing BA. Khi d6
ABE.FDC 13 mot lang try ding (h.1.24).

3

Tacé: SABE =%ab.sin60° =abT,

143 3
VC.ABE =§Tabh = Eabh .
TudésuyraV, o =V, pp =€abh.

Hinh 1.24

1.27. Chia d4dy cua lang tru da cho thanh nam tam gidc can c6 chung dinh O 12 tam dudng tron
ngoai ti€p ddy. Khi d6 dién tich ddy bang %rz sin72°. Do d6 thé tich lang tru d6 bing

Ehrz sin72°.
2

1.28. Goi canh cla tif dién déu ABCD 1a a thi canh cta hinh bt dién déu (H) 1a % . Khi d6

3 %
v =a3‘/§V 1(£Jﬁ=a3£-.mdésuyra—ﬂ=

1
ABCD = 137 D) T 3( 2 ' sep 2
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1.29. a) Goi S 1a giao cha hai dudng thing MN vaBB'. Khidé S, I, J 1a diém chung cua ca hai
mat phang (MNE) va (ABB’A’) nén chiing thing hang. Do d6 ba dudng thang BB', MN va
1J d6ng quy. Da dién IBM.JB'L c6 hai mat (IBM) va (JB'L) song song, cic canh BB’, MN
va IJ déng quy nén né 1a mot hinh chép cut. Tuong ty, da dién A'EJ.AFI ciing Ia mot
hinh chép cut (h.1.25). :

b) Hai tam gidc NCF vA NC'’E ¢6 C =C’ =90°,

— ——————— A
NC =NC’, CNF =C'NE nén chiing bing nhau.
DodSCF=CE= 2. \

2 N
Tuwong ty, CL=CM = % . Tix 46 suy ra tam gidc MCF
can & C. Ngoai ra ta con c6 CMF = BMI =30° - A
— —_ J

va TBM = 60° nén MIB=90°,IB = 5?:%
vaiM = %BM = {:—)’-a . Hinh 1.25

ViFI 1 AB,FI 1L AA'nén FI L (AIJA"). Ta c6 dién tich hinh thang vuong AA'JI bing

1[§g al,_ab
4 4) 2

Goi K 1a trung diém cha MF thi do tam gidc MCF can & C nén CK L MF. Tix d6 suy ra
hai tam gia’lc vuong CMK va BMI bang nhau.

33 ab 3\/_ \/_
Do d6 MF = MK = MI. Tt d6 suy ra FI = Ta Vay Y Ve aun = 5(2) 2 8
33

c)Liluannhﬁ'écéub)tacéC’L:CM= %,LJ 1L ABvalLl= Ta

Gid sir mat phing (MNE) chia khéi lang tru da cho thanh hai khéi da dién (H) va (H",
trong d6 (H) la khéi da dién chita dinh A, (H’) 12 khéi da dién chéa dinh B.

Tathdy Vi =Vigy s ~Vnecr s Vi =Viwe.ar ~Vnrem -
Vi AIBM = AJA’E, AJB'L = AIAF, BB'= A’A nén VIBMJBL ViNE.1aF -

Ngoa1 ra hai hinh chép N.EC’L va N.FCM c6 dudng cao bang nhau va ¢6 ddy la nhitng
tam gidc bang nhau nén chiing c6 thé tich bing nhau

Tir d6 suy ra V(H) = V(H’)

CAU HOI TRAC NGHIEM

1.30(D) 1.32(D) 1.34(B) 1.36(A) 1.38(D) 1.40(C) 1.42(B) 1.44(C).
131 (B) 133(C) 135(C) 137(C) 1.39(A) 141(B) 1.43(A)
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cﬂm G " MAT NON, MAT TRU, MAT CAU

§1. KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

»

I- SUTAO THANH MAT TRON XOAY

Trong khong gian cho mat phing (P) chita dudng thing A va chita dudng € .
Khi quay mat phing (P) xung quanh A mot géc 360° thi dudng & tao nén

mot mat tron xoay. Mat tron xoay d6 nhan A 1am truc, dudng € dugc goi la
duong sinh.

H- TINH CHAT CUA MAT TRON XOAY

— Néu céat mat tron xoay bdi mot mat phing vuOng g0c v6i truc A ta dugc
giao tuyé€n 12 mot dudng tron ¢ tam trén A.

— Mbi diém M trén mat tron xoay déu nim trén mot dudng tron thudc mat
tron xoay va dudng tron nay cé tam thuoc truc tron xoay A.

III- MAT NON TRON XOAY

1. Dinh nghia. Trong mat phéng (P) cho hai dudng thing A va d cit nhau tai

O tao thanh géc & véi 0° <@ <90°. Mat tron xoay sinh ra béi dudng thing
d khi quay mit phéng (P) xung quanh A sao cho géc o khong d6i goi 1a mdr
non tron xoay dinh O. Ngudi ta thudng goi tit mit nén tron xoay 1a mat nén.
Pudng thang A goi 1a truc, dudng théng d goi 1a duong sinh, g6c 2 goi la
gbc & dinh clia mdt nén tron xoay.
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2. Tinh chdt

a)Néu cit mat nén tron xoay dinh O bdi mat phing di qua dinh O ta c6 céc

truong hop sau day :

— Mat phing cit mit nén theo hai dudng sinh ;

— Mat phang tiép xic v6i mat nén theo mot dudng sinh. Trong trudng hop nay
nguoi ta goi mat phang d6 1a tiép dién ciia mat nén ;

— Mt phing chi c6 mot diém O chung duy nhat v6i mit nén, ngodi ra khong
c6 mot diém chung nao khic.

b) Néu cit mat nén tron xoay dinh O bdi mat phiang (P) khong di qua dinh O

ta ¢6 cac truong hop sau day :

~ Néu mat phang (P) cit moi dudng sinh clia mat nén, ta dugc giao tuyén Ia
mot dudng elip hodc 1a mot dudng tron (khi mét phing (P) vuong géc véi
truc A clia mat nén) ; _

— Néu mat phang (P) song song véi chi mot dudng sinh ciia mét nén, ta duge
giao tuyén 1a mot dudng parabol ;

— Néu mat phang (P) song song v4i hai dudng sinh clia mat nén, ta dugc giao
tuyén 1a hai nhanh ctia m¢t dudng hypebol.

3. Hinh nén tron xoay va khdi non tron xoay

Cho tam gidc OIM vuong tai I. Khi quay tam gidc d6 xung quanh canh géc
vuéng OI thi dudng gdp khic OMI tao thanh mot hinh goi 1a hinh nén tron
xoay (hay hinh nén). Hinh tron tam I ban kinh IM goi la mdr day, diém O goi
1a dinh, 30 dai OI goi la chiéu cao va 46 dai OM goi 1a duong sinh cua hinh
nén do.

Khoi nén tron xoay (hay khoi nén) 1a phin khong gian dugc giéi han boi mot
hinh nén tron xoay ké ca hinh nén dé.

4. Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay

Goi S, la dién tich xung quanh cta hinh nén c6 bdn kinh dudng tron day
bing r va ¢6 do dai dudng sinh bang /.

Ta c6 cong thic : S, = 77l




IV-

3A-BT HINH HOC 12-C

Dién tich toan phan clia hinh nén tron xoay bang dién tich xung quanh clia
hinh nén céng dién tich ddy cta hinh nén.

5. Thé tich khéi non tron xoay
Goi V 1a thé tich clia kh6i nén tron xoay cé chiéu cao h va c6 dién tich ddy 1a B.

Ta c6 cong thitrc V = —;—Bh . Néu ban kinh ddy bang rtacé V = éﬂ'rZh .

MAT TRU TRON XOAY

1. Pinh nghia. Trong mat phéng (P) cho hai dudng thing A va [ song song
v6i nhau, cdch nhau mot khoéng béng r. Khi quay miat phiang (P) xung quanh
truc A thi dudng thang [ sinh ra mot mat tron xoay goi 14 mdt tru tron xoay va
dugc goi tit 1a mdt tru. Puong thang A goi 13 truc clia mat try, dudng théng /
goi 12 duomg sinh ciia mat tru va 12 ban kinh clia mat try dé.

2. Tinh chdt

a) Néu cat mat try trdn xoay (c6 ban kinh ddy bing r) bdi mot mat phang (P)
vudng goéc vai truc A thi ta dugc mot dudng tron ¢ tdm trén A va cd ban kinh
bang r, r ciing chinh 1a ban kinh cta miit tru d6.

b) Néu cit mat tru tron xoay (c6 ban kinh ddy bang r) bdi mot mat phang ()
khong vuong géc véi truc A nhung cét tat ca cac dudong sinh ta dugc giao
2r

tuyén 1a dudng elip ¢6 truc nhd bang 2r va truc 16n bang trong d6 ¢ la

sing
géc giita truc A va mat phing (@) (0° <@ <90°).

¢) Néu M 1a mot diém bat ki ndm trén mat tru tron xoay c6 truc 1a A va cé
bén kinh 7 thi dudng thing /' di qua M va song song v6i A s& nim trén mat tru

~d6 va nhu vay /' 1a mét dudng sinh clia mét tru da cho.

d) Cho mat phing (%) song song véi truc A clia mat tru tron xoay va cach A
mot khodng bing h. Néu & < r thi mat phing (« ) cit mat tru theo hai dudng

sinh, néu 4 = r thi mét phang () ti€p xic véi mat tru theo mot dudng sinh,
con néu 4 > r thi mat phang (&) khong cit mat tru.
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3. Hinh tru tron xoay va khdi tru tron xoay

Cho hinh chit nhat ABCD. Khi quay hinh chit nhat d6 xung quanh duong
thang chita mot canh, vi du canh AB, thi duong gap khic ADCB tao thanh mot
hinh goi 12 hinh tru tron xoay (hay hinh tru).

Khi quay quanh AB, hai canh AD va BC s& tao ra hai hinh tron bang nhau goi
1a hai ddy clia hinh try, con canh CD 1a duong sinh tao ra mdt xung quanh cua
hinh try. Khodng cdch AB giita hai mat phang song song chita hai ddy 1 chiéu
cao cua hinh. tru.

Khoi tru tron xoay 1a phan khong gian duac gi6i han bdi mot hinh tru tron
xoay ké ca hinh tru d6. Khéi tru tron xoay con dugc goi tat 1a khoi tru. Ta goi
mdt ddy, chiéu cao, duong sinh cha mot khéi tru theo thit ty 12 mat ddy, chiéu
cao, dudng sinh cia hinh tru twong tng lam gi6i han cho khéi tru dé.

4. Dién tich xung quanh ciia hinh tru

Néu goi S, 1a dién tich xung quanh ciia hinh try c6 bén kinh ddy béng r va cé
duong sinh bang /ta c6 cong thic :

Syqg =2mrl
Dién tich toan phan clia hinh tru trdn xoay bing dién tich xung quanh cia

hinh tru d6 cong véi dién tich hai ddy cta hinh tru.

5. Thé'tich khdi tru

Goi V 1a thé tich khéi try tron xoay c6 chiéu cao A va cé dién tich ddy 14 B. Ta
¢6 cong thitc V = Bh. Néu ban kinh ddy béng r ta c6

V=ﬂ'r2h.

B. CAC DANG TOAN CO BAN
Van dé 1
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Ching minh ducng thgng d ludn furz thude mét mdt non hay mét try tron

- xoay x4c dinh

3B-BT HINH HQC 12-C




1. Phuong phdp gidi
Can khai th4c cdc tinh chét ctia dudng thing d qua cic gia thiét clia bai todn dé
dua vé két luan d c6 thé thudc mat nén tron xoay hodc thude mat tru tron xoay.
2.Vidu .
W du 1. Cho hai diém A, B ¢6 dinh. Mot duong thang d di dong luon luon di
qua A va cdch B mot doan khong déi a = —4—2‘1 Chitng minh ring d luén luon
nim trén mot mét nén tron xoay.
Gidi

Ta’ hdy xét mot vi tri tuy y cha duong
thing d di qua diém A. Trong mit phang

(d,AB)ké BH 1 dtai H va goi o= HAB.
Tacé sina=§—H=i=l:>a=30°.

Vay « khéng ddi, suy ra d nim trén mit
n6n dinh A, nhan AB lam truc va c6 géc &

dinh bing 2= 60° (h.2.1).

Hinh 2.1

W dy 2. Trong mit phing (P) cho dudng
tron tAm O, ban kinh r = 6 cm. Qua diém
M b4t ki ndm trén dudng tron, ta ké dudng
thdng m vuodng géc vé6i (P). Ching minh
ring dudng thang m nim trén mot mat tru
tron xoay xac dinh.

. Gids ”
Goi A 1a dudng théng vubng géc véi mat »
phing (P) tai O. Vi m L1 (P) nén | —
m // A. Dudng thing m lu6n ludn céch ™0
dudng thing A c6 dinh mot khoang
OM = 6 cm. Vay dudng thing m nim trén P L
mat tru tron xoay nhan A lam truc va cé
badn kinh = 6 cm (h.2.2).

=,

Hinh 2.2
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0., T TN A o 2 v W . -
Cidi cac bai toan tim thi€t dién cla mét mdt phang véi khoi non. Tinh dién
tich xung quanh ctia hinh nén va the tich clia khéi nén.

1. Phuong phdp gidi

Sir dung gia thiét va céc tinh cht clia thiét dién tao bdi mat phéng véi hinh
nén (khéi nén) dé tinh dién tich thiét dién, dién tich xung quanh, thé tich cha
khdi nén,Sau khi x4c dinh dugc céc yéu t6 ¢ lién quan dén thi€t dién, dién
tich xung quanh hodc thé tich clia kh6i nén, cdn khéo 1o sit dung céc cong
thic tinh dién tich trong hinh hoc phéng va tim d¢ dai céc doan thing dua vao
cac hé thic luong trong tam giac.

2. Vidu

W du 1. Cho khéi nén tron xoay c6 dudng cao h =20 cm, ban kinh day
r =25 cm. Mot mat phang (P) di qua dinh clia kh6i n6n va c6 khoang cach
dén tam O cua day 12 12 cm. Hay xéc dinh thiét dién cta (P) v6i khoi nén va
tinh dién tich thiét dién d6.

Gidi
Goi S 1a dinh cta kh&i nén. Mit phing
(P) di qua dinh S cdt kh6i nén theo hai
duong sinh bang nhau 13 SA = SB nén ta
c6 thiét dién 1a tam gidc can SAB (h.2.3).

Goi I 1a trung diém ctia doan AB, ta c6
Ol L AB. Tu tam O cla ddy ta ké
OH 1 SItai H,tac6 OH 1L (SAB)vado
dé theo gia thiét ta c6 OH = 12 cm. Xét
tam gidc vuong SOI ta c6 : ‘
1 1 1 1 1
o’ oH? 0s* 122 20°

= 0l =15 (cm).

Mait khéc, xét tam gidc vuong SOI ta con ¢ : OS.0I = SI.OH.

Hinh 2.3




0S.0r _ 2(;.215 =25 (cm).

Do d6 SI =

Goi S; 1a dién tich thi€t dién SAB. Tac6 : S, = %AB.SI, trong d6 AB = 2Al.
Vi AI? = A% - 01 * = 25% — 15% = 207 nén Al = 20 cm va AB = 40 cm.
Vay thiét dien SAB c6 dien tich 1a : S, = %-40.25 =500 (cm?).
14 du 2. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D' canh a. Ha”l'y tinh dién tich xung
quanh va thé tich clia kh6i nén c6 dinh 13 tim O ciia hinh vuéng ABCD va
day 1a hinh tron ndi ti€p hinh vuong AB'C'D".
Gidi
Kh6i nén c6 chiéu cao bing a va c¢6 ban kinh ddy r = % (h.2.4).

Do d6 dién tich xung quanh ctia kh6i nén duge tinh theo cong thiic :

2
Syg= 7ritrong d6 [ = a2+(%J =—q%_5—.

a a5 ma*\5

VWS = T T

Thé tich clia kh6i nén dugc tinh theo cong thic :

2
1 (a
=—Bh=-nr*h=-n| 2| a D a C
3 \2)
a/
3 : AR
Viay: V=—nra VAR
A T 7 : A} B
AN
AR
i / | \
' ! *
A ’ \
a AD ! \ ,
/il,/’:::""g_"":\&{" C
t ),
/’/\\ ' L 7
A’ B’
Hinh 2.4
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Cho céc yéu t6 d€ xéc dinh mit try tron xoay hotdic khéi tru tron xoay
hodc hinh try tron xoay. Gidi céc bai toan tim thi€t dién cla mot mét
phéng v&i khéi try, tinh dién tich xung quanh clia hinh try va tinh th tich
ctia khéi tru. ‘

1. Phuong phdp gidi

Stt dung gia thiét va c4c tinh chét ciia thiét dién tao béi mit phing véi hinh tru
(kh6i tru) d€ tinh dién tich clia thiét dién, dién tich xung quanh, thé tich cla
khi tru.

2.Vidu
W dy 1. Mot khdi tru c6 chi€u cao bang 20 cm va ¢6 ban kinh ddy bing 10 cm.
Nguoi ta ké hai ban kinh OA va O'B’14n luot ndm trén hai ddy sao cho ching
hop v6i nhau mot gée bing 30°. Cit khéi try béi mot mit phing chita dudng
thing AB' va song song véi truc clia kh6i tru d6. Hay tinh dién tich cia
thiét dién.

2

Giai
T mot ddy cua kh6i tru ta vé€ hai ban kinh OA, OB

sao cho AOB =30°. Goi A’, O, B’ lin lirqt 14 hinh
chi€u vudng géc cia A, O, B trén mit ddy con lai. Ta

/’_0\
¢6 OA va O'B’ tao v6i nhau mot géc 30°. Thiét dien 1a i
hinh chit nhat ABB’A’ ¢6 : | |

AB? = 0A% + OB* - 20A.0B cos 30°

o2 23 o = _ ////MI“\\
=27 -2t == V3)=1002-3). \é&
AL
Vay AB = 10y2—-+/3 cm.

Hinh 2.5
Mat khéc ta c6 AA’ = BB’ = 00’ = 20 cm (h.2.5). "

Do d6 thiét dién 12 hinh chit nhat ABB’A’ ¢6 dién tich 1a :
S= ABx BB’ =102 -+/3 x20 = 200y2 =3 (cm?).




2.1.

94 du 2. Mot kh6i tru c6 ban kinh ddy bang r va c6 thi€t dién qua tryc 1a mot
hinh vuéng.

a) Tinh dién tich xung quanh cta kh6i try do.

b) Tinh thé tich cha hinh lang tru ti gidc déu noi- ti€p trong hinh tru da cho
(hinh lang try niy c6 ddy 1a hinh vuong ndi ti€p trong dudng tron day cua
hinh tru). '

¢) Goi V 12 thé tich hinh lang tru déu n¢i tiép trong hinh tru va V' Ia thé tich
kh6i tru. Hay tinh ti s6 %
, _ B

bing 2r. Do d6 dién tich xung quanh cla khdi V]""”/
vuoéng ABCD noi ti€p trong dudng tron day. o’ %/ZQ

a) V1 thiét dién qua truc hinh tru la mot hinh // W
trudéa:S,, =2xri=47r (h2.6).

b) Goi ABCD.A'B'C'D' 12 lang try tit gidc déu

Do dé AB = r+/2 va ta tinh dugc thé tich cha D ¢
hinh lang try t& gidc déu noi ti€p trong hinh tru Hinh 2.6

vuong nén dudng sinh / bing dudng cao h va
noi ti€p trong hinh try di_ cho. Ta c6 hinh
i chold: V = S,popAA'= (rN2 )2 2r = 477,

¢) Goi V' Ia thé tich kh6i tru c6 ban kinh dédy béng r va c6 chiéu cao bang 2r.

V4 2

Tacé V' = Bh=nr?.2r=27r> . Vay :

v’ - 27Zr3 T

C. CAU HOI VA BAI TAP

Mot hinh nén tron xoay c6 dinh 1a D, O la tam cta dudng tron ddy, dudng
sinh bing  va c6 géc giita dudng sinh va mat phang ddy bang o
a) Tinh dién tich xung quanh cia hinh nén va thé tich kh6i nén dugc tao nén.

b) Goi [ la m(}t‘diém tréen dudng cao DO cia hinh nén sao cho g—é— =k

(0 < k < ). Tinh dién tich thiét dién qua / va vuong goc v6i truc cua hinh nén.

39




2.2.

2.3.

24.

2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

40

M6t hinh nén tron xoay c6 thiét dién qua truc 1a mot tam gidc vuodng can c6

canh bing a.

a) Tinh dién tich toan phan va thé tich ctia hinh nén dé. -

b) Mot mit phang di qua dinh tao v6i miat phiang ddy mot géc 60°. Tinh
dién tich thiét dién dugc tao nén.

Cho S.ABC 1a hinh chép tam gidc déu c6 cdc canh bén bang a va c6 géc giita

cdc mit bén va mit phéng ddy 1a . Hinh nén dinh S c¢6 dudng tron ddy noi

ti€p tam gidc déu ABC goi 12 hinh nén noi ti€p hinh chép da cho. Hay tinh

dién tich xung quanh cuta hinh nén nay theo a va ¢.

Cho hinh chép tt gidc déu S.ABCD c6 chiéu cao SO = h va géc SAB=a
(ar>45°). Tinh dién tich xung quanh ctia hinh nén dinh S va cé dudng tron
ddy ngoai ti€p hinh vuéng ABCD ctia hinh chép.

Chitng minh rang trong mot khéi nén tron xoay, géc & dinh 14 géc 16n nhit
trong s6 cac géc dugc tao nén boi hai duong sinh clia khéi nén do.

Cho khéi nén ¢6 ban kinh ddy r = 12 cm va c6 géc & dinh 12 o= 120°. Hay
tinh dién tich cta thi€t dién di qua hai duong sinh vuong géc véi nhau.

Cho mit phéng (P). Goi A 12 mot diém nim trén (P) va B 1a mot diém nam
ngoai (P) sao cho hinh chi€u H cla B trén (P) khong tring véi A. Mot diém

M chay trén mit phing (P) sao cho géc ABM = BMH . Ching minh ring
diém M lu6n luén ndm trén mot mét tru tron xoay cé truc 13 AB.

Cho mit tru tron xoay (<) va mot diém S c6 dinh nim ngoai (7). Mot
dudng théng d thay d6i luon ludn di qua S cit () tai A va B. Chitng minh
ring trung diém I clia doan thing AB luén lu6n nim trén mot mit tru X4c
dinh.

Mot khéi tru c6 ban kinh ddy bing r va chiéu cao bing /3 .

Goi A va B 12 hai diém trén hai dudng tron ddy sao cho géc duoc tao thanh
giita duong thing AB va truc clia kh6i tru béing 30°.

a) Tinh dién tich cua thiét dién qua AB v& song song véi truc cia khéi tru.

b) Tinh géc giita hai ban kinh ddy qua A va B.

¢) Xéc dinh va tinh d6 dai doan vuong géc chung clia AB va truc cua khéi tru.




2.10. Mot hinh tru ¢6 cdc ddy 12 hai hinh tron tam O va O’ ban kinh r va ¢6 dudng
cao h =rv2. Goi A 1a mot diém trén dudng tron tam O va B 13 mot diém
trén duong tron tam O'sao cho OA vuong géc véi O'B.
a) Chimg minh ring cdc mit bén cta tt dién OABO' 13 nhiing tam gidc
vuong. Tinh thé tich clia t¢ dién nay. '
b) Goi (@) 1a mat phing qua AB va song song v6i OO". Tinh khoang cach
gifta truc OO’ va mat phing ().

¢) Ching minh rang (@) ti€p xic v6i mét try truc OO’ c6 ban kinh bing r_{g

doc theo mot duong sinh.

2.11. Mot hinh try c6 ban kinh ddy bang 50 cm va ¢6 chiéu cao & = 50 cm.

a) Tinh dién tich xung quanh ctia hinh tru va thé tich clia khéi tru dugc tao nén.
b) Mot doan thing c6 chiéu dai 100 cm va c6 hai ddu mit ndm trén hai
dudng tron ddy. Tinh khoang céch tir doan thing dé dén truc hinh tru.

2.12. Hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 SA = SB = SC = a va c6 géc giita mat bén
va mat phéng ddy bang ¢. Tinh dién tich xung quanh cia hinh tru ¢6 duong
tron ddy 1a dudng tron noi ti€p tam gidc ddy cla hinh chép va ¢6 chiéu cao
bang chiéu cao ctia hinh chép. Cic mit bén SAB, SBC, SCA cit hinh tru theo
nhimg giao tuyén nhu thé€ nao ?

§2. MAT CAU

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I- MAT CAU VA CAC KHAI NIEM CO LIEN QUAN PEN MAT CAU

1. Tap hop t4t ca cdc diém M trong khong gian cich mot diém O c¢6 dinh mot
khoang khong déi bing r (r > 0) dugc goi la mdt cdu tdm O bdn kink r va
thuong duge ki hiéu 1a S(O ; r). :

Cho mit cdu tam O bén kinh r va M 12 mot diém b4t ki trong khong gian.
~ Néu OM = r thi ta néi diém M nim trén mat ciu SO ; r).
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— Néu OM < r thi ta néi diém M nim trong mat ciu S(O ; r).
— Néu OM > r thi ta néi diém M nim ngoai mat cau S(O ; r). -

2. Mat cdu 12 mot mat tron xoay duge tao nén boi mot nira dudng tron quay
quanh truc 12 dudng kinh AB ciia nira dudng tron d6. Giao tuyén ctia mit ciu
v6i cdc nira mat phang c6 bo 13 truc clia mat cdu duoc goi 1a duong kinh tuyén
clia mat cdu. Giao tuyén (néu c6) clia mat cdu véi cdc mat phiang vubng géc
véi truc goi 12 vi tuyén clia mit cdu.

II- GIAO CUA MAT CAU VA MAT PHANG .

III-
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Cho mat c4u S(O ; r) v mat phing (P). H 1 hinh chi€u vuéng gé- cia O lén
mit phing (P). Khi d6 OH = h 1a khoang céch tir tam O ctia mat c4u t6i mat
phéng (P). Ta c6 céc trudng hop : ’

1. Néu h > r : miat phing (P) khong cit mat cdu ;
2. Néu & = r : mat phang (P) tiép xic v6i mat cdu tai diém H. Tac6 OH L (P);
3. Néu & < r : mat phang (P) cit mat cdu theo dudng tron c6 ban kinh

r=rr-n?.

Dic biét khi & = 0 mat phing (P) cét mat cdu theo mot dudng tron 16n c6 ban
kinhr'=r.

GIAO CUA MAT CAU VOI PUONG THANG, TIEP TUYEN CUA
MAT CAU

Cho mit cdu S(O ; r) va dudng thang A.

1. Trudng hop A di qua tAm O clia mit cdu thi A cit mat cdu tai hai diém
A,Bv6i AB =2r.

2. Trudng hop A khong di qua tdm O cia mat cdu, ta goi d 1a khoang cdch tir
tam O dén duong thing A, khi d6 :

a) Néu d < r, dudng thing A cét mat cdu tai hai diém M, N ;
b) Néu d = r, dudng thing A ti€p xic v6i mat cdu tai mot diém H

(H goi 1a ti€p diém va dudng thing A duoc goi 13 tiép tuyén cha mat cé;iu) ;
¢) Néu d > r, dudng thing A khong cit mit ciu.




15> Chii y. ® Qua mot diém A b4t ki trén mat cdu SO ; r) ¢6 vo s6 ti€p tuyén cta
mit cdu d6. T4t ca cdc ti€p tuyén nay déu vubng géc véi ban kinh
OA clia mit cdu va déu ndm trong mat phéng ti€p xtic véi mat clu
S(O ; r) tai A. Mit phang tiép xdc nay vuong géc véi dudng thing
OA tai A.

e Qua mot diém M nidm ngoai mat cdu S(O ; r) c¢6 vo s6 tiép tuyén véi
mat cdu d6. Khi d6 d¢ dai cdc doan théng ké tit M dén cic tiép di€m
déu bang nhau. T4t ca c4c ti€p tuyén nly tao nén mot mit nén tron
xoay c6 dinh 1a M va c6 dudng trdon ddy nim trén mit ciu.

IV- CONG THUC TINH DIEN TiCH MAT CAU VA THE TiCH KHOI CAU

Goi S la dién tich mat cdu bén kinh 7, ta ¢6 cong thitc : S = 47r?
0 Chil y. ® Ta c6 dién tich dudng tron 16n clia mat cdu ban kinh r 1a s = zr2. Do
d6 ta cin luu ¥ ring S = 4s = 471 .
e Ngudi ta chimg minh dugc cong thitc tinh thé tich V cla kh6i cdu

ban kinh r 13 ; v=f3fm3.
B. CAC DANG TOAN CO BAN

L vouaer

Xac dinh tAm va ban kinh clia mit cAu thod mén mot 6 diéu kién cho trude

1. Phuwong phdp gidi

Mudn x4c dinh tam va ban kinh ciia mat cdu chiing ta cin dira vao cdc ménh
dé sau day :

a) Tap hop tat ca nhitng di€m M trong khong gian cdch diém O c6 dinh mot
khoang bang r cho trudc 12 mit cu tim O ban kinh r ;

b) Tap hop tat ca nhimg diém M nhin doan thing AB c6 dinh du6i mot g6c
vuong 1a mat cu dudng kinh AB ;

c) Tap hop t4t ca nhimg diém M sao cho téng binh phuong cic khoang céch
tit M t6i hai diém A, B c6 dinh bing mot hing s6 4 1a mat ciu c6 tam Ia

trung diém O ctia doan AB va ban kinh r = -;-\/ 2k* — AB? ;
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d) Mat cdu la mat tron xoay dugc tao nén bdi mot nira dudng tron quay quanh
- truc 1a dudng kinh AB clia nira duong tron dé.
2.Vidu

%4 du 1. Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D' canh a. Hiy x4c dinh tam va
béan kinh ciia mit cdu trong c4c truong hop sau day :
a) Di qua 8 dinh cla hinh lap phuong ;
b) Tiép xtuic vGi 12 canh cua hinh 1ap phuong ;
¢) Tiép xiic v4i 6 mat bén cua hinh 1ap phuong.
Gidi
a) Goi O 1a trung diém cla dudng chéo
AC’. Ta ¢6 O cich déu 8 dinh cua hinh

N ) D

1ap phuong. Vay mat cdu di qua 8 dinh 7 ¢
clia hinh 1ap phuong canh a c¢6 tam O A !
1a trung di€ém cla dudng chéo AC’ va ~~_ | 1 |B

a3 RNy
c6 ban kinh r = — (h.2.7). . ebmTAS

| 2 2D H-"" 0 T
b) Goi H 1a trung diém ctia.canh AA’. /l,):’L""""“":: C’
Ta c6 OH = %Ac=§- Vay mat A B
Hinh 2.7

cdu tiép xidc vdi 12 canh cia hinh lap
phuong 12 mat cdu cé tam O 1a trung
diém cha dudng chéo AC’ va ban kinh
r'=0OH= %@—

¢) Goi I 1a tam cuta hinh vuéng ABCD. Ta c6 Ol = %- Vay mat can tiép xic

v6i 6 mat bén cla hinh l4p phuwong 13 mat cdu cé tim O 1a trung diém cha
dudng chéo AC’ va ¢6 ban kinh r” bing khoang cich tir O t6i 6 mat bén cia

hinh 14p phuong. Tacé r” = —g—-

9% du 2. Chimg t6 riing c6 vo s6 mat cdu di qua hai diém c6 dinh A, B cho
tru6e. Tim tap hgp tAm cdc mat cau dé.




— Néu d < r, mit phing (P) cit mit cdu theo mot dudng tron c¢é ban kinh -

r'=r-d?. Dic biét néu d = 0 mit phing (P) cit mat cdu theo mot duong
tron 16n.

2.Vidu

Y du 1. Cho hai dudng tron ndm trén hai mat phing khéc nhau va cé chung mot
day cung AB. Ching minh ring c6 mot mat cdu di qua c4 hai dudng tron 4y.

Gidi
Goi O, va O, 1a cic tam cla hai
dudng tron c6 chung day cung la AB
va goi d,, d, 1a cdc dudng thing lin
luot qua O, O, va l4n lugt vudng géc
v6i cdc mat phang chia cic duong
tron doé.

Ta biét ring d; chita tam céc mat cdu
di qua dudng tron thit nhét, d, chia
tdm céc mit cdu di qua dudng tron thit
hai. Ta chi cdn ching minh d, va d, Hinh 2.10
c4t nhau tai mot diém O nao d6 dé suy
ra mit cdu tdm O béan kinh OA 13 mat

céu di qua ca hai dudng tron cho trudc
(h.2.10).

That vay, goi I 1a trung di€m ciia day cung AB thi O] va O,I déu vuong géc
v6i AB. Vi hai dudng tron nam trong hai mat phing khic nhau nén ta c6 AB
vuong géc v6i mat phng (10,0,). Mit khic d; va d, déu vudng géc véi AB
nén d va d, déu nam trong mat phing (/0,0,). Trong mét phing (10,0,), d,
va d, ldn lugt vuodng géc vdi hai dudng thing giao nhau O va O,I nén d; va
d, cdt nhau tai mot diém O. Ta c6 mét cdu tam O 1a mit cdu cin tim.

V¥ dy 2. Cho mot dudng théng a c6 dinh va mot diém M c6 dinh nim ngoai
dudng thing a. Ching minh ring v6i mdi diém O thay déi trén duong
thang a c6 mot mat cdu tam O ban kinh » = OM luén Iuon di qua mot duodng
tron ¢ dinh.
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Gidi
Goi (%) 1a mat cdu c6 tam O thuoc dudng
thdng c6 dinh a va di qua di€m M c6 dinh
khong thudc a. Goi (&) 12 mat phing di qua
diém M va vuong géc véi dudng thing a tai
diém O, thi O; c6 dinh va doan O;M khoéng
d6i. Khi d6 mat phing (@) cit mat cdu (%)
theo dudng tron tim O; ban kinh O M.
Dudng tron giao tuyén thu duoc 1a ¢6 dinh vi
¢6 tam O, c6 dinh, ban kinh r; = O, M khong
d6i va ndm trong mat phing (&) c6 dinh. Vay
v6i méi diém O thay déi trén duong thing a Hinh 2.11
c6 dinh, ¢c6 mot mat cdu tam O ban kinh OM
luén luén di qua mot dudng trdn ¢d dinh nim
trong mit phang (&) di qua M va vudng géc
v6i a. Dudng tron nay 1a giao tuyén clia miit
phing (@) v6i mat cdu tam O ban kinh OM
(h.2.11).

W du 3. Cho duong thing d khOng cét mat
cdu SO ; r).

Goi (@) 1a mit phang di qua tam O cta mat
cdu va vuong géc véi dudng thing d. Xic
dinh giao tuyén cla (@) v6i mat ciu cho
truéc va ching minh ring ¢6 hai mat phing
di qua d va tiép xidc véi mit cau. Hinh 2.12

Gidi
Goi (¢) la mat phang di qua tam O cia mat cdu va vudng géc véi dudng

théng d tai /. Mat phing (&) cit mat cdu theo dudng tron I6n tm O ¢6 bén
kinh r va tdt nhién dudng tron nay thuoc (@) (h.2.12).

Trong mat phéng (@) goi IH va IK 1a hai tiép tuyén cua dudng tron 16n d6
cung di qua di€m I. Khi d6 mat phing (d, H) va mat phing (d, K) 13 hai mat
phéng di qua d va tiép xtic véi mat cAu. That vay tacé OK L dvi OK thudc
(a) mit khic OK L IK, do d6 OK vuong géc v6i mit phing (d, K) nén mat
phang (d, K) tiép xiic véi mat cdu. Tuong tu ta chu‘ng minh mit phang (d, H)
ti€p xdc véi mat ciu. Nhu vay ta c6 hai mat phang di qua d tiép xiic v6i mat
cau S(O ; r) cho trudc.
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Xét vi trf tuong déi clia mét mit cu va mot ducsng thang

1. Phuong phdp gia’i
* Xét khoéﬁg cdch d tir tam O cha mat cAu dén duong thang cho trudc :
a) Néu d < r, duong thing cit mat cdu tai hai diém ;
b) Néu d = r, dudng thing ti€p xidc vi mit cdu ;
¢) Néu d > r dudng thang khong cit mat cau.
* C6 thé sir dung cdc kién thic vé lqlé thic luong trong tam gidc va hé thic
lwong trong dudng tron trong mat phing dé giai toan.
2.Vidu
V¥ du 1. Cho mat ciu S(O ; r) va mot diém A bi€t OA = 2r. Qua A ké mot tiép
tuyén v6i mat cdu tai B va ké mot cat tuyén cit mit cdu tai C va D. Cho biét
CD=r3.
a) Tinh d6 dai doan AB.
b) Tinh khoang cich tir O dén dudng thing CD.
Gidi
a) Ta c6 AB la ti€p tuyén ctia mat cau tai B nén AB 1 OB (h.2.13).

Do d6 AB = JOA2 ~OB2 =42 =% =13 .

b) Goi H 1a hinh chi€u vuong géc

cuta0OlénCD.Tac6:0C=0D=r

nén tam giac OCD cantai O va H la

trung diém cta doan CD, nghia la
CD r\/_

HC = - =——— . Vay khoang cach
tr O dén CD la do dai doan OH véi

OH =\OC? - HC? =

Hinh 2.13




W du 2. Cho mat ciu S(O ; r) ti€p xic v6i mat phang (P) tai 1. Goi M 1a mot
di€m ndm trén mat cdu nhung khong phai 1a diém d6i ximg véi I qua tam O.
T M ta ké hai ti€p tuyén cha mat cdu vuong géc v6i nhau 14n luot cit mat
phéng (P) tai A va B. Chiing minh réing : AB® = AI® + IB.
Gidi

Vi mit phéng (P) ti€p xic v6i
mat cdu tai / nén Al va BI 1a
hai ti€p tuyén ctia mit c4u tai /.
Mat khiac MA va MB 1a hai tiép
tuyén clia mat cdu tai M. Nhu
vy tr mot diém A ngodi mit
céu ta c6 hai tiép tuyén AM va
Al nén AM = Al Li lyan tuong
ty ta c6 BM = BI. Ta c6 hai tam
gidc ABM va ABI bing nhau
theo truong hop (c. c. ¢) nén

AMB = AIB = 90° (h.2.14).

Hinh 2.14

Do d6 AB* = AI* + IB” (dinh 1f Py-ta-go).

Vi dy 3. Cho mit phéng (&) va hai diém A, B nim vé& mot phia cla (@) sao cho
dudng thing AB cit (&) tai 1. Tim tap hop cic tiép diém ciia mat cdu di qua
A, B va ti€p xiic v6i maf phang ().

Hinh 2.15

Gia sir mat clu tam O di qua A, B va tiép xtic v6i mit phing (&) tai M. Mt
phéng (ABM) cit mat cdu d6 theo dudng tron di qua A, B va tiép xiic véi
duodng thﬁng IM tai M (h.2.15).
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Do d6 diém M nim trén dudng tron tam / ban kinh ' = VIAIB va duodng tron
nay nim trong mat phing ().

~ Nguoc lai, 14y diém M bat ki nim trén dudng tron d6. Ta goi O 13 giao diém

cia dudng thing A vuong géc v6i mat phing () tai M va mat phing trung
trirc ciia doan AB. Do d6 mit cdu tam O ban kinh OM di qua B va tiép xic voi
mit phing (@) tai M. ViIA.IB = IM? nén mat cdu dé ciing di qua A.

Vin dE 4
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Mt cu ngoai ti€p hinh chdp va hinh ling tru

1. Phuong phdp giai

Mu6n ching minh mat cdu ngoai ti€p mot hinh chép hoac mot hinh ling tru
ta cn chimg minh mat cdu d6 di qua tdt ca cdc dinh ciia hinh chép hodc ciia
hinh lang try. Sau d6 cdn x4c dinh tam va bén kinh clia mat cdu ngoai tiép.
Chu ¥ rang diéu kién cin va di dé mot hinh chép c6 mat cdu ngoai tiép la ddy
ctia hinh ch6p d6 c6 dudng tron ngoai tiép ; diéu kién cén va di dé mot hinh
lang tru ¢ mat cdu ngoai ti€p 1a hinh lang tru d6 phai Ia mot hinh lang tru
ding va c6 ddy 1a mot da gidc c6 dudng tron ngoai tiép.

2. Vidu

Y dy 1. Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 canh ddy bing a va mbi canh
bén déu bang b. Hay xdc dinh tam va bén kinh cia mit cdu ngoai ti€p hinh
chép dé.
Gidi

Vi §.ABC la hinh chép déu nén tam O cia
mat ciu ngoai ti€p hinh chép dé nam trén
duong cao SH trong d6 H 1a trong tam
cua tam gidc déu ABC (h.2.16).

Goi I 1a trung diém cia canh SA. Ta c6
OI 1 SA. Khi d6 hai tam gidc vuong SIO
va SHA d6ng dang. Tir d6 ta suy ra :
SO_SI_ s
SA SH 2SH

Hinh 2.16
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sA?

Dod6SO = 22 =,
2SH
2 2 2
Ma SH? = SAZ — AH? = b2 - 2aV3 nenSH = |22 —% 1 [32_2
32 3

SA2 b2 J3b?
Vay r= —_—= 3 - =

2H 2 [32 2 of3p2_ g2

J§ _

V4 du 2. Ba doan théng SA, SB, SC d6i mot vudng géc véi nhau tao thanh mat

tr dién SABC v6i SA = a, SB = b, SC = c. Xac dinh tim va ban kinh mat ciu
ngoai ti€p tir dién d6.

Gidi
Cdch 1. Goi M la trung di€m clia doan AB.
Ta c6 M 1a tam cla dudng tron ‘ngoai
ti€p tam gidc vuong SAB. Tad M ké
Mx // SC. Mat phing trung truc cla
doan SC cét Mx tai O.

Tacé OA=0B=0C =0S.

Nhu vay O la tAm mat ciu ngoai tiép ti
dien SABC (h.2.17). : Hinh 2.17

2 2
Ta c6 r* = 08* = SM* + MO _A% %—:% (SA? + SB? + SC?)

(iAB® = SA® + SBY).
Vay r = %\/az +b% +c2.

Cach 2. Tt ba canh SA, SB, SC ta dung dugc hinh hop chit nhat nhan SA, SB, SC
1a ba canh xuét phét tir dinh S. Khi d6 tam ctia hinh hop chif nhat 13 tam ca

mat cdu phai tim va ban kinh mit cdu bing % dudng chéo hinh hop chit nhat

d6. Tasuy rar = %\/SAz +SB? +5C? =%\/a2 +b% +c2,
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94 du 3. Cho hinh lang try tam gisc déu ABC.A'B'C’ ¢6 9 canh déu bang a. Xic
dinh tam va bén kinh ctia mat cdu ngoai tiép hinh lang try d cho. Tinh dién
tich cha mit cdu ngoai ti€p d6 va tinh thé tich khéi cdu duge tao nén bdi mat
cdu ngoai ti€p do.
Gidi

Goi I va I’ 14n lugt 1a trong tAm cua hai tam gidc ddy lang tru (h.2.18). Nhu
vay I va I’ d6ng thdi ciling 12 tam cia hai dudng tron ngoai ti€p cc tam gidc
&y va nim trong hai mit phing cing vuong géc véi dudng thang II'. Ta suy ra
trung di€m O cha doan II’ chinh la tam cha mdt cdu ngoai ti€p di qua 6 dinh
cta lang tru di cho.

Mat cAu niy c6 bén kinh = OA = OB = OC = OA’= OB’ = OC".

' 2 2 2
Tacé: 0A2= AP +10%= &+ 2279
3 4 1
a\ﬁ_ax/ﬁ_l.

Vayr=0A= =~

23 6

Tur d6 ta tinh dugc dién tich cliia mat ciu
ngoai tiép lang tru 1a :

2
a\/ﬁJ __77za2.
6

S = dnr? =4ﬂ'(
3

Hinh 2.18

3 T3
,Vay;v-_-l_zlﬂ’_.
54

Goi V 1a thé tich khé6i cdu.

Taco: V=i7rr3=i7r ay21
3 3 6

C. CAU HOI VA BAI TAP

2.13. Trong mit phing (&) cho hinh vuéng ABCD c6 canh béing a. Trén dui)‘ng‘
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thing Ax vuong géc véi (@) ta 14y mot diém S tuy ¥, dung mat phing (f) di

qua A va vuong géc v6i dudng thing SC. Mit phing (B) cit SB, SC, SD lan

luot tai B', C', D"

a) Chimg minh ring c4c diém A, B, C, D, B', C', D' lu6n lu6n thugc mét mat
cdu c6 dinh.

b) Tinh dién tich ctia mat cdu d6 va tinh thé tich kh6i cdu dugc tao thanh.




2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

Hinh chép tam gidc S.ABC c6 SA = SB = SC = a va ¢6 chiéu cao bang h. Xic
dinh tam va ban kinh ciia mat cdu ngoai ti€p hinh chép. Tinh dién tich cua
mit cdu dé.

Cho hai dudng thing chéo nhau A va A’ c6 AA' 1a doan vudbng géc chung,
trong d6 A € A va A' € A’ Goi (@) 1a mit phing chita AA’ v vuéng géc
v6i A’ va cho biét AA' = a. M6t duong thang thay d6i Iuon luén song song
v6i mat phing (&) 14n luot cit A va A’ tai M va M'. Hinh chiéu vudng géc
ciia M trén mat phing (@) 1a M.
a) Xdc dinh tam O va ban kinh r ctia mat cdu di qua 5 diém A, A", M, M', M.
Tinh dién tich cia mat cdu tim O néi trén theo a, x = AM'va géc ¢= (A, A).
b) Chitng minh ring khi x thay déi mat cdu tim O luon ludn chita mot dudng
tron cd dinh.

Cho tit dién SABC c6 canh SA vudng géc véi mat phang (ABC) va c6 SA = a,
AB = b, AC = c. X4c dinh tam va bdn kinh hinh cdu ngoa1 ti€p t dién trong
cic truong hgp sau :

a) BAC =90° ;

b) BAC=60° vab=c; | -

¢) BAC=120° vab=c.

Cho mit cdu tam O bédn kinh r. Goi (@) 1a mat phéng cdch taim O mot
khoang & (0 < h < r) va cat mit cdu theo dudng tron (€). Puong thing d di
qua mot diém A c6 dinh trén (€) \.fé vudng goéc véi mat phang (@) cat mat
cdu tai mot diém B. Goi CD 1a mot dudng kinh di dong cha (€).

a) Chiing minh c4c téng AD* + BC? va AC? + BD? ¢6 gi4 tri khong déi.

b) Véi vi tri nao caa CD thi dién tich tam gidc BCD 16n nhat ?

c¢) Tim tap hgp cdc diém H, hinh chi€u vuong géc clia B trén CD khi CD
chuyén dong trén duong tron (€).

Hinh chép S.ABC 1a hinh chép tam gidc déu, c6 canh déy bang a va canh

bén bing a2 . Mot mit cdu di qua dinh A va ti€p xidc véi hai canh SB, SC

tai trung diém ctia méi canh.

a) Chitng minh rdng mit cdu d6 di qua trung diém ctia AB va AC.

b) Goi giao diém thit hai clia mit cdu vé6i duong thing SA 1a D. Tinh do dai
ctia AD va SD.
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2.19.

2.20.

2.21.

2.22.

2.23

2.24,

2.25.
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3 \ ” , N . a2 ’ P . 9 . ”,
Chitng minh rang néu c6 mot mat cu tiép xic v6i 6 canh clia mot hinh ti
dién thi hinh tif dién d6 c6 téng cdc cdp canh déi dién bing nhau.

Hinh t dién déu ABCD c6 canh bang a va c6 dudng cao AH. Goi O 1a trung
diém clha AH. X4c dinh tam va ban kinh clia mat ciu ngoai ti€p ti dién
OBCD.

Hinh chép S.ABCD c6 SA = a 1a chiéu cao ctia hinh cﬁép va diy ABCD la
hinh thang vuéng tai A va B ¢6 AB = BC = a va AD = 2a. Goi E 14 trung diém
clia canh AD. X4c dinh tam va bén kinh mat c4u ngoai ti€p hinh chép S.CDE.
Cho hinh c4u tam O ban kinh r. L&y mot diém A trén mat ciu va goi (@) 1a
mat phing di qua A sao cho géc giita OA va (@) bing 30°.

a) Tinh dién tich cua thiét dién tao bdi (&) va hinh cau.

b) Pudng thang A di qua A vuéng géc v6i mat phing (@) cét mit cu tai B.
Tinh d¢ dai doan AB.

Cho hinh cdu dudng kinh AA'= 2r. Goi H 1a mot diém trén doan AA’ sao cho
AH = % Mat phing (@) qua H vi vuéng géc v6i AA’ cét hinh ciu theo
dudmg tron (€). ‘

a) Tinh dién tich ctia hinh tron (€).

b) Goi BCD 1a tam gidc déu noi ti€p trong (‘€ ), hdy tinh thé tich hinh chop
A.BCD va hinh chép A'BCD.

BAI TAP ON TAP CHUGNG II

Cho tit dién ABCD ¢6 AD 1 (ABC) va BD 1 BC. Khi quay tat ca céc canh
clia tit dién d6 quanh canh AB c6 nhimg hinh nén nao dugc tao thanh ? Hay
ké tén cé4c hinh nén dé.

Cho lang try tam gidc déu ABC.A'B'C’ c6 canh ddy béng a va ¢6 dudng cao h.
a) Mot hinh try c6 cdc dudng tron ddy ti€p xic v6i cdc canh clia tam gidc

ddy dugc goi 1a hinh tru néi ti€p trong lang tru. Hay tinh dién tich xung
quanh cta hinh tru ndi ti€p dé.

b) Goi I 1a trung diém ciia canh BC. Duong thang A cét hinh tru ndi ti€p n6i

trén theo mot doan thang Tinh do dai doan thang dé.




2.26.

2.27.

2.28.

2.29.

2.30.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a.

a) Tinh dién tich xung quanh cla hinh tru c6 dudng tron hai déay ngoai tiép
céc hinh vuong ABCD va A'B'C'D".

b) Tinh dién tich mat cdu di qua t4t ca c4c dinh cia hinh 1ap phuong.

¢) Tinh dién tich xung quanh cta hinh nén tron xoay nhan dudng thing AC’
lam truc va sinh ra bdi canh AB. |

Cho hinh chép S.ABC va biét ring c6 mot mat ciu ti€p xdc véi tt ca cac

canh bén clia hinh chép dong thoi ti€p xiic vé6i ba canh cha ddy tai trung

diém ctia méi canh d4y. Chimg minh hinh chép d6 1a hinh chép déu.

Hinh try trdn xoay c6 ban kinh ddy bang r, c6 chiéu cao bing 2r va c6 truc

12 00", _

a) Chimg minh ring mit cdu dudng kinh 0O’ ti€p xiic véi hai mat ddy cla
hinh try va ti€p xic véi t4t c4 cdc dudng sinh chia mat tru.

b) Cat hinh tru béi mot mat phing song song v&i truc OO’ va cdch truc mot

khong bing % Tinh dién tich thiét dién thu duoc.

¢) Thi€t dién néi trén cit mit cdu dudng kinh OO’ theo thiét dién 1a mot
dudng tron. Tinh ban kinh cia dudng tron d6.

Trong mat phing (@), cho tam gidc ABC vuong tai A ¢6 canh AC = a va ¢6
canh huyén BC = 2a. Ciing trong mit phing (@) d6 cho nira duodng tron
dudng kinh AB cét canh BC tai M.

a) Chimg minh ring khi quay mat phéng (o) xung quanh truc AB ¢6 moOt mit
noén trdn xoay va mot mat cdu duoc tao thanh. Hay x4c dinh cdc mit tron
xoay dé.

b) Chitng minh ring giao tuyén ctia hai mit tron xoay d6 1a mot duong tron.
Hay x4c dinh bén kinh cla dudng tron dé.

¢) So sénh dién tich toan phén ctia hinh nén va dién tich cia mat cdu néi tren.

Cho hai dudng thing A va A’ chéo nhau nhan AA’ lam doan vuong géc chung,
trong d6 A thudc A va A thuge A”. Goi (P) 1a mat phing qua A vuéng géc véi A’
va d 1a hinh chi€u vuéng géc clia A trén mat phing (P). Dt AA’ = a, géc nhon
gilfa A va d 1a . Mat phéng (Q) song song véi mit phing (P) cit A va A'l4n
luot tai M va M'. Goi M| 1a hinh chiéu vuéng géc clia M trén mat phang (P).

a) Ching minh S di€m A, A, M, M', M, ciing nim trén mat cau (S). X4c dinh

tam O cua (S). Tinh ban kinh cta (S) theo a, a va khodng cich x giira hai
mat phéng (P) va (Q).
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2.32.

2.33.

2.34.
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b) Khi x thay d6i, tam O clia mat cdu (S) di dong trén dudng nio ? Ching
minh rang khi (Q) thay d6i mit cdu (S) luon luon di qua mét dudng tron
¢0 dinh.

Cho tam gi4c vuong can ABC c6 canh huyén AB = 2q. Trén duong thang d di
qua A va vubng géc véi mit phing (ABC), ldy mot diém S khéac A, ta dugc ti
dién SABC.

a) Xac dinh tam mat cdu ngoai ti€p t dién SABC.

b) Tinh ban kinh clia mat cu ngoai ti€p tt dién SABC trong truong hgp mat
phéng (SBC) tao véi mit phing (ABC) mot géc bing 30°.

Cho dudng tron tim O béan kinh r’. Xét hinh chép S.ABCD c6 SA vuodng goc

v6i mat phing ddy, S va A c6 dinh, SA = h cho truéc va c6 ddy ABCD 1a mot

tir gidc tuy ¥ noi ti€p dudng tron da cho, trong d6 cac duong chéo AC va BD
lu6n luén vudng géc véi nhau. -

a) Tinh ban kinh r cia mat c4u di qua nam dinh cta hinh chép.
b) Hoi ddy ABCD 1a hinh gi dé thé tich hinh chép dat gia tri 16n nhat ?

CAU HOI TRAC NGHIEM

Cho hinh lap phuong cé canh bang a va mot hinh tru c6 hai day 1a hai hinh
tron noi ti€p hai mit d6i dién cia hinh lap phuong. Goi S, 1a dién tich 6 mat
cua hinh lap phuong, S, 1a dién tich xung quanh cta hinh tru. Hay tinh ti s6
5 va chon mot trong cac két qua sau :
1

(A) Ti s6 d6 bing %; ' ' (C) Ti s6 d6 bang 32’-;
(B) Ti s6 d6 bang —;— ; (D) Ti s6 d6 bang 7.

Mot hinh ti dién déu canh a ¢6 mot dinh trang v6i dinh cia hinh nén tron
xoay con ba dinh cdn lai cba tif dién nam trén dudng tron ddy cba hinh nén.
Dién tich xung quanh ctia hinh nén tron xoay la mot trong cac két qua sau :

2
(A) %mﬂﬁ , © 3‘5 :
B) 7#a*V2; | (D) %ﬂazx/g.




2.35.

Tim khing dinh sai trong cdc khing dinh sau day :

(A) C6 mot mat cdu di qua céc dinh clia mot hinh ttt dién bat ki ;

(B) C6 mot mit cdu di qua cdc dinh cia mot hinh lang tru cé diy l1a mot ny
giac 16i ;

(C) C6 moOt mat cdu di qua cdc dinh ciia mot hinh hop chit nhat ;

(D) C6 mot mit cdu di qua cdc dinh ctia mot hinh chép déu.

2.36. Cho ba diém A, B, C ciing thuc mot mat céu va biét ring ACB =90°. Trong

2.37.

2.38.

2.39.

2.40.

céc khing dinh sau khing dinh nao diing ?

(A) AB 1a mot dudng kinh chia mat cdu di cho ;

(B) Lu6n luén c6 mot dudng tron thudc mat cAu ngoai ti€p tam gidc ABC ;
(C) ABC 1a moét tam gidc vuong can tai C ;

(D) AB la duong kinh cta rhot dudng tron 16n trén mat cdu di cho.

Cho tir dién ABCD c6AD L (ABC) va BD 1 BC. Khi quay tit dién d6 xung
quanh truc 1a canh AB, c¢6 bao nhiéu hinh nén dugc tao thanh ?

(A) mot ; : (O ba;

(B) hai ; (D) bon.

Cic hinh chép sau day luén ¢6 cac dinh ndm trén mot mat cdu :
(A) hinh chép tam giéc; (C) hinh chép tif giac ;
(B) hinh chép déu ngii giic ; (D) hinh chép déu n-gidc.

Trong c4c khing dinh néu trén khing dinh nao sai ?

Cho tif dién déu ABCD. Khi quay t&-dién d6 xung quanh truc 1a AB c6 bao
nhiéu hinh nén khac nhau dugc tao thanh ?

(A) mot ; - (O)ba;

(B) hai ; (D) khong c6 hinh nén nao.

Trong mot chiéc hop hinh tru, ngudi ta bd vao ddy ba qua banh tennis, bi€t
ring ddy clia hinh try bang hinh trdn 16n trén qua banh va chiéu cao cia hinh
tru bing ba 14n dudng kinh qua banh. Goi S; 12 tdng dién tich cia ba qua
banh, S, 14 dién tich xung quanh ctia hinh tru. Ti s6 dién tich i;i la:

2
(A) 1 ©2
(B)5 (D) Ti s6 d6 1a mot s6 khac.
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HUONG DAN GIAI VA DAP SO

§1. KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

2.1.

2.2,

58

a) Goi r 12 ban kinh ctia dudng tron day.
Ta c6 OA = r = Icosar (v6i O 1a tam cla dudng tron
ddy va A 12 mot diém trén dudmg tron d6) (h.2.19).

Tasuyra: S, =nrl= zl? cosa.

Khéi nén cé chiéu cao h = DO = Isinc. Do d6 thé
tich V cua kh6i n6én dugc tinh theo cong thitc

v=lpn=tm2n.
373

Vay: V= 122 cost ar.tsiner = L2 cos? asina.
3 3 Hinh 2.19
b) Thiét dién qua / va vudng géc véi truc hinh nén 1a
mot hinh tron bén kinh r véi == 2L — ¢
r DO

Goi s 12 dién tich cha thiét dien va S 1a dién tich cta
day hinh nén ta ¢ : §=k2 o s=k2S, trong d6
S=nrt =gl cos? .

Vay dién tich cua thi€t dién di qua diém / vi vuong
g6c¢ véi tryc hinh nén 1a : s = k28 = k2712 cos? .

a) Thiét dién qua tri;c cua hinh nén 1a tam gidc vuong
cén canh g nén hinh nén c6 dudng sinh / = q, c6 ban

av2
2

kinh ddy r = %, va ¢6 chiéu cao h = r =

Hinh 2.20
(h.2.20). .
‘ 2
Goi S, 12 dién tich xung quanh clia hinh nén, ta c6 : S, =mrl=x a;/i a="2 Zﬁ .

. 2
Goi S 1a dién tich ddy ca hinh nén, tacé S = 7r2 = 71'32—~

A 9 ~ 2 ~ N v 1 )
Vay dién tich toan phin clia hinh nén da chola qu +8= %naz 2+ %ﬂaz = Eﬂaz ~2+1).

) 2
Hinh nén ¢6 thé tich 12 : V=lBh=—1—ﬂ aV2 .“—‘/—Z=ina3ﬁ.
3 3 2 2 12




b) Xét mat phang (DAM) di qua dinh D tao v6i mat phing ddy mot géc 60°, cit dudng
tron ddy tai hai di€ém A va M. T tam O clia dudng tron ddy ta vé OH L AM, do vay H 1a
trung diém cia doan AM. Tac6 AM 1 (DOH)vi AM 1 OH va AM 1 DO.

DO DO a2 B _aV2

Vay DHO =60° va sin 60° = —— hay DH = - =
Y pH Y sin60° 2 2 3

Goi S,,, y 12 dién tich thi€t dién cén tim, tacé : § Apay =AH.DH

20> 4 a

5

ma AH® = DA’ = DH® = ? ~S = sy T A =

vay S, . =AHDH= .22 2 N2,

ADAM NG 3

2.3. Goi I 1a trung diém ciia canh BC va O 1a tam

. cua tam gidc déu ABC (h.2.21). Theo gia

thiét ta c6 SA = SB=SC = a va SI0 = . Dit
Ol=r,SO=h,tac6é AO =2r va

h=rtano 2 2 . 2
(ViSA"=50" + AO").
Dodé a? =r2 tan? ar+4r2 = r2(tan ar +4) .
a

Vtan? ¢ +4 .

Hinh nén noi ti€p c6é dudng sinh 1a :

Viyr=
Hinh 2.21

[=8I= 1= g

COS o5 a\/tan2 a+4

Dién tich xung quanh cta hinh nén noi ti€p hinh chép S.ABC 1a :

a a

Syy=ml=rn

\/tan2 a+4 cosa'\/tan2 a+4
2

a

hay S, = .
Y oxq cosa(tan? a + 4)

24. Goi r la ban kinh ddy cha hinh nén ta cé
OA=r,SO=hVvaSA=SB=SC=SD=1[)a
duong sinh ciia hinh nén (h.2.22). Goi I 1a
trung diém ctia doan AB, ta c6 :

{ P=r2+r2 (D

S

. S
n
[N}
I
[

~
s

~ \
7z

~
’

| up—

91\
FAEN A}

7’

-

SA? = SO? + 0A2 | DS
12
Al = SA.cosa - =lcosa (2)

Hinh 2.22
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2.5.

2.6.

27.

Q2)=>r= J—Z—lcosa.

(W)= P=h2+2cos?a = h’= 2(1-2cos?a@) = I =

h
Dl ==
V1-2cos? &
Dod6r= \/Elcosa=m—-
, V1-2cos?
S =mi=r V2hcosa h _ﬂﬁhzcosa
o = .

Xét hai dudng sinh SA, SB tuy ¢ ctia hinh nén. Vé
dudng kinh AC cla dudng tron ddy. Ta c6 géc ASC
1a géc & dinh cta hinh nén. Hai tam gidc ASC va
ASB c6 hai c3p canh bing nhau vi ching clng 12
duong sinh ctia hinh nén.

" Ta c6 canh AC > AB nén ASC = ASB. D6 I diéu

can chimg minh (h.2.23).

Theo gia thiét ta c6 géc & dinh ctia hinh nén 1a
ASB = =120° . Goi O 12 tam cita dudng tron dy.

Ta c6 : ASO =60°, va sin 60° = %‘-:-;- v6i I Ia

do6 dai dudng sinh ctia hinh nén.

r 12 24
Vdyl= ——=—=—-
i sin 60° _«/_5 NZ)
2

Khi c6 hai dudng sinh vuobng géc v6i nhau ta c6
tam gidc vuodng c6 dién tich Ia %12. Do d6 dién

tich clia thiét dién 1a : § = %12 =—.—=906(cm")
(h.2.24).

'\/1-2cos2 a J1-2cos2a 1-2cos’a

h2
1-2cos?

A B
Hinh 2.23

M

whe - ———-—

S

A}

Hinh 2.24

Gia sir ta c6 diém M thuoc mat phing (P) thod mian cdc diéu kién cha gia thiét da cho.
Goi / 1a hinh chi€u vuong géc cia M trén AB. Hai tam gidc vuong BIM va MHB bang
nhau vi c6 canh huyén chung va mot cip géc nhon bing nhau. Do d6 MI = BH khong
ddi. Vay diém M 1u6n lu6n nim trén mét tru truc AB va c6 ban kinh bing BH (h.2.25).




Hinh 2.25

2.8. Goi (P) 1a mat phang di qua S va vuéng
géc v6i truc chia mat tru (). Ma

phing (P) cit () theo mot dudng tron
tam O (h.2.26). Ta hiy xét mot vi tri
ctia dudng thing d. Goi A, B 1a giao
diém cha d v6i () va I 1a trung diém
ctia doan AB. Chiéu A, B, I theo phuong
vuong géc véi mat phirig (P) ta dugc
cdc diém theo thit tr 1a A’, B, I’ thing
hang véi S, trong d6 A’, B’ ndm trén
dudng tron tAm O trong mit phéng (P)
va I’ 12 trung diém ctia doan A'B’. Do d6
diém I’ lu6n lu6n nim trén dudng tron
dudng kinh SO trong mat phing (P) va
dudng thing II’ vuéng géc véi (P). Ta
suy ra dudng thing /I’ nim trén mat try

(7”) chita dudng tron dudng kinh SO
nidm trong (P) va c6 truc song song v6i
truc clia mat try (7). T4t nhién, diém /

Hinh 2.26

chi nim trong phdn mat tru (J) .
thu6c mién trong ctia mat tru (F).
2.9. a) Tir A v B dung c4c dudng sinh AA’ va BB’ ta c6 thiét dién qua AB va song song Vvdi truc
12 hinh chit nhat AA’BB’. Géc giita AB va truc chinh 12 géc ABB’. Do d6 ABB"=30°.
'Vay AB’'=BB'tan30° = r3-—L=r.

V3

Do d6 dién tich tit giéc AABB'12 S, ..., =AB'. BB’ = r.rf3=r2\3.
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2.10.

noH=12

2.11.
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b) Géc giita hai ban kinh ddy OA va O'B1a AOB’ hoic
A'O'B (h.2.27). '

Vi AB’=rnén AOB’ 1a tam gidc déu, do d6 AOB"=60° .,

c) Mat phing (ABB’) chita AB va song song véi truc
OO’ cia hinh tru. Goi H 13 trung diém cta AB’. Ta c6
OH 1 (ABB’). Duong thing qua H song song véi 00’
cit AB tai I. Dung IK // HO cit OO’ tai K. Ta ching
minh dugc /K 13 doan vudng géc chung clia AB va 00’

r3

Tac6lK=HO = -

a) Vi truc 00’ vudng géc véi cac ddy nén 00’ L OA
va 00’ L O'B. Vay cic tam gidc AOO’ va BO'O vuong
tai O va 0’ (h.2.28). ‘

Theo gia thiét ta ¢6 AO 1 OB, ma AO 1 OO’ nén
AO 1 (OO'B). Do 46 AO 1 OB, nén tam gidac AOB
vuong tai O. Tuong ty, ta chimg minh dugc tam gidc
AO’B vuong tai O'. Thé tich hinh chép OABO’ 1a

1 .
V = ESAOO’B'AO

V2

hay v=_looosao=1 2, 2-Y2p,
32 6 6

b) Ta c6 (@) 1a (ABB’). Vi OO’ // (&), nén khoang cach .

giita OO" va (@) bang khoang cich tir O dén (). Dung
OH 1 AB’tac6 OH . (). Vay khoang cdch c4n tim

2
¢) Dudng trdn tam O c6 ban kinh bing % tigp xtic

véi AB’ tai H 12 trung diém ctia AB". Do d6 mat phing

(@) song song véi truc OO’ chita tiép tuyén cha dudng

tron ddy, nén (@) ti€p xdc véi mat tru doc theo mot

duong sinh, véi mat tru ¢ truc OO’ va c6 ban kinh ddy
.2

bang ——-
g 2

a) Ta c6 cong thitc qu =2xrlvéir=50cm,/=50cm.
Do 6 S, = 27 .50.50 = 7 .5000 (cm’)
va V=mrth =125 0007 (cm?).

Hinh 2.28

Hinh 2.29




b) Gia sir doan thang AB c6 diém miit A nim trén dudng tron ddy tam O va diém miit B
nam trén dudng tron ddy tam O’. Theo gia thiét ta c6 AB = 100 cm. Gia sir IK 12 doan
vuodng géce chung cta truc OO’ va doan AB véi I thuoc OO0’ va K thuéc AB. Chicu vuong
géc doan AB xuéng mit phing ddy chia dudng tron tam O, ta c6 A’, H, B l4n luot 1a
hinh chiéu ctia A, K, B (h.2.29).

ViKl L OO’nén IK song song v6i mit phang (O'BA"), do d6 O'H // IK va O'H = IK. Ta
suyraO'H L ABvaO'H L AA. VayO'H 1 A'B.

Xét tam gidc vuong AA'Btac6A'B = \/ AB? - \/ 1002 — 502 =50+/3 .

Vay IK = O'H = VO'A™ - A'H? = f L 55[ _Joh—— =25 (cm).

2.12, Theo gla thi€t ta c6 tam gidc ddy ABC 1a tam gidc déu (h.2.30).
Goi I 1a trung diém cla canh BC va O 1a tam clia tam gidc déu ABC. Theo gia thiét ta c6
SA=a. DatOl=r,SO=h,tacé AO =2rva SA=c.

h=rtano

Do d6
{ﬁ=w+w2
Vaya? =rtan? a+4r2 =r?(tan ¢ +4).

Vih= atanx

a
Vtan? o + 4 tanZ o + 4
Goi qu la dién tich xung quaﬁh cla /‘\ ’
hinh tru ta c6 -cong thic Sxg = 271l lg\\
trong d6 W

Tasuyrar=

re a ail=h= atano
Vtan? o + 4 VianZa+4-
2
a‘tana
Vay S, = 27—
tanca +4

Cic mat bén SAB, SBC, SCA 1a nhimg
phin ciia ba mat phing khong song song
v6i tryc va cling khong vudng goéc véi
truc nén chiing cdt mat xung quanh clia
hinh try theo nhing cung elip. Cic cung Hinh 2.30
ndy c6 hinh chi€u vuong géc trén mit

phéng (ABC) tao nén dudng tron ddy

cua hinh tru.
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§2. MAT CAU

BC 1 AB '
2.13. a) Ta ¢6 = BC 1 (SAB) = BC L AB'.
BC L SA

Ta lai c6 AB" L SC nén suy ra AB’ | (SBC).
Do d6 AB’ L BC.
Chitng minh twong ty ta c6 AD" L D'C (h.2.31).
Vay ABC=ABC=ACC
=AD'C = ADC =90° .
Tit 46 suy ra 7 diém A, B, C, D, B, C', D’
cing ndm trén mat cdu dudng kinh 12 AC.
AC _a\2 Hinh 2.31

b) Goi r 1a ban kinh mit cdu, tacé r =

. )
Vay S= 4nr? =4rx {#) = 27a>

3
s 4 3 4 [av2| 1 4
vaVv 37rr 3”’[ > J 3ﬂa V2.
2.14. Gia sif ta ¢c6 mat cdu tam [ di qua céc dinh
S, A, B, C cha hinh chép. Mt phang (ABC)
cit mat cdu ngoai ti€p hinh chép theo giao
tuyén 1a dudng tron tam O ngoai tiép tam
gidc ABC. Vi SA = SB = SC nén ta c6
SO 1 (ABC) va OS 1a truc cia dudng tron
tam O. Do d6 SO 1 AO. Trong tam giic
SAQ, dudng trung tryc caa doan SA cit SO
tai / va ta dugc hai tam gidc vuong déng
dang 13 SIM va SAO, véi M 12 trung diém
ctia canh SA (h.2.32).

Hinh 2.32

Do d6 dién tich cia mat cdu ngoai ti€p hinh chép S.ABC di cho 1a :

2
S=dnr? =4r a =7r£li-
2h

h




2.15.

2.16.

a) Theo gia thié€t ta c6 : K
AM'M =A'AM = A'MlM =90° (h.2.33), J
M

Do d6 5 diém A, A’, M, M’, M cung 0
thudc mat cdu (S) tam O, véi O 1a trung T--=== 5
/M A —————————————

diém ca A’M va c6 ban kinh r =

]
1
I
Mt khic ta c6 AM* = AA% + AM?, C) ’ v
MM, ‘ /
trong d6 cosp=——,

AM
Hinh 2.33
MM1 x
nén AM = ——== .
cos@ cos@

2 2 w2 2
L, X , a“cos“ @+ x 1
Dodé AM*= a2+ s— ,suyraA'M = 2¢ = a? cos? g+ x?
cos? ¢ cos? @ cos @

Mit c4u tam O c6 ban kinh r = aM__1 Ja?cos? g+ x2 .

2 _2cos(0

Dién tich clia mat cdu tam O : § = 47zr? = 1(2r)? = m(A'M?) = 7{(12 + xz ] .

: cos* @
b) Goi I 1a trung diém cta doan AA”. Ta ¢6 IO // A nén tam O di dong trén dudng thing
d c6 dinh di qua / va song song v6i A . Mit céu tam O di qua hai diém c6 dinh A, A, c6
tam di dong trén duong trung tryc d c6 dinh cla doan AA’. Vay mit cdu tdm O luodn ludn
chita dudng tron c6 dinh tam / c6 dudng kinh AA’ ndm trong mat phang chita AA’ va
vudng goc véi d.

a) BAC =90° . Goi M Ia trung diém cla
BC, ta c6 MA = MB = MC. Dung dudng
thang d vuéng géc véi mat phéng (ABC)
tai M. Mat phang trung truc ctia doan SA
citdtai O.

Tacé OS=0A=0B=0C

vart=0A%=om?+ MA*

-(8] (8] -3

Do d6 ta c6 hinh ciu tam O ngoai tiép tit

dienvacor= %\/a2 +b% +¢? (h.2.34).

Hinh 2.34
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b) BAC =60° va b = ¢, khi 46 ABC 12 tam giéc déu canh b. Goi / 1 trong tam cla tam
gidc déu nén  dbng thdi ciing 12 tam cla dudng trdn ngoai tiép tam gidc déu ABC. Dung
d 1a dudmg thing vudng géc v6i mat phing (ABC) tai I. Mat phing trung truc ctia doan
SA citd tai O.

Tac6 OS = OA = OB = OC va r* = OA> = OI > + 1A%,
Do d6 ta c6 hinh cdu tam O ngoai tiép tit dién va c6

(h.2.35).

d

Hinh 2.35 _ Hinh 2.36

¢) BAC =120° va b = c, khi d6 ABC 1a mot tam gidc can c¢6 géc A & dinh bang 120° va
canh bén bing b. Goi M 1 trung diém ctia canh BC. Kéo dai AM moét doan MK = AM, ta
c0KA=KB=KC=AB=AC=b.

Dung dudng thing d vuong géc v6i mat phing (ABC) tai K. Mat phing trung tryc cla
doan SA cit d tai O.

2
Tacé: 0S=0A=0B=0C var® = 04> = OK* + KA® = (%) +h2,

2
Do d6 ta c6 mat cdu tam O ngoai tiép tit dién va ¢6 ban kinh r = % +b% (h.2.36).

2.17. a) Tam gific ADC vuong tai A nén AD? = DC* — AC? )
Tam gidc ABC vuong tai A nén BC> = AC* + AB” - 2)
Te(1)vA(2)tasuyra AD” +BC? =DC? + AB* = 4+* + AB® 3)

Matkhdctalaics  AC?=DC? - AD? @
va BD* = AD? + AB? (5)
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T (4) va (5)tacéd:

AC2 +BD? = DC? + AB? = 472 + AB? (6)
Tx(3)va(6)tacé:

AD? + BC? = AC? + BD? (khéng déi)

(Vi 4r% + AB? khong d6i).

b) Di¢n tich tam gidc BCD bing —;— dudng

cao BH nhan véi dudng kinh DC. Dién tich
nay 16n nhat khi BI 12 dudng cao va khi d6
Al 1 CD (h:2.37):

¢) Tac6 AH L DC. Do d6 khi CD di dong,
diém H luén Iuon nhin doan Al du6i mot géc
vuéng. Vay tap hop céc diém H 1 dudng tron Hinh 2.37
dudng kinh A/ ndm trong mat phéng (o). :

2.18. a) Gia sit mit cdu di qua dinh A clia hinh
chép va ti€p xiic véi canh SB tai By, ti€p xic
v6i canh SC tai C;. Khi d6 mat cdu cét canh
AB, AC lin luot tai cc diém C, , B,. Mit

phing (SAB) cit mat cdu d6 theo giao tuy&n la
mot dudng tron. Dudng tron nay tiép xic véi

SB tai By va di qua A va C,.
Do d6 tac6: BB? = BA.BC, trong 46

2
BB, = SB_aV2 Do d6 BB2 =2
2 2 2 Hinh 2.38
a2 612
VayT aBC2=>BC2-—2—' a= (h238)

Diéu d6 ching t6 mat cdu néi trén di qua trung diém C, clia doan AB. Li luan twong tu ta
chiing minh dugc mat cu d6 di qua trung diém B, clia AC.
b) Goi giao diém thit hai cia mat cdu v6i dudng thing SA1a D, ta c6:

2
SD.SA = SB? hay SD.av2 = [“‘/_J =“7-

\/' a2 3a;/§.

2
Dodé SD= %:a ==~ V4D =SA-SD=
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2.19. Gia sir ¢6 mot mat clu ti€p xiic v6i céc
canh AB, AC, AD, BC, CD, BD cta ti dién
ABCD 14n luot tai M, N, P, Q, R, S. Khi d6
AM, AN, AP la cdc ti€p tuyén cung phat
xuét tir A nén AM = AN = AP.

~ Lap luan tuong tu ta cling ¢6 :
BM = BQ =BS
CQ=CR=CN
DR =DS =DP.
Vay AB+CD =AM + MB + CR+RD
=AN+BS+CN+ DS
= AN + NC +BS + 5D Hinh 2.39
=AC + BD
Biéing If luan twong ty ta ching minh dugc AB + CD =AC +BD = AD + BC (h.2.39).

2.20. Goi H 14 trong tam cla tam gidc déu BCD.

Ta c6 AH? = AC* = HC? = 4% - 3“—‘/-5- _2a Vay AH_i’-‘C éOH-—[6—
3 2 3 6
a2 612 a2 a\/i

Mat khic OC® = OH* + HC? = & +%=% hayoC=0B=0D= ==

Vi BD = BC = CD = a nén cic tam giac
DOB, BOC, COD 1a nhiing tarn gidc vuéng
can tai O. Do d6 hinh chép ODBC la hinh
~ chép c6 ddy la tam gidc déu nén tam cla
mit ciu ngoai ti€p phai nam trén OH, ngoai
ra tam cfia mat c4u ngoai ti€p ndy phai nam
trén truc ctia tam gidc vuong DOB. Tur trung
diém C’ cla canh BD ta v& duong thing
song song véi OC cét duong thing OH tail. D
Ta c6 I 1a tam mdt cdu ngoai ti€p tit dién-
OBCD. Mit cdu nay c6 ban kinh la IC va

I1C* = IH* + HC? (h.2.40).

Chi § rang IH = %OH (MHC = %HC).

Hinh 2.40

Dodo:1c =449 99 yovic= a6
2% 3 4

2.21. Tam gidc CED la tam gidc vuong cn tai E nén truc chia dudng tron di qua ba diém C,E,D
12 dudng thing A di qua trung diém I ciia doan CD va song song vdi SA.
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Goi M, N l4n luot 13 trung diém cta SE va SC.
Ta c6 mat phang (ABNM) 12 mat phing trung
tryc cia doan SE. Vay tam O clia mit ciu
ngoai ti€p hinh chép S.CDE chinh 1a giao
diém ciia A va mit phing (ABNM). Goi K Ia
trung diém cta AB thi KN // AM va do d6
KN [/ (SAE). Tac6 IK // AD nén IK [/ (SAE).

Vay KN vd A déng phing va ta c6 O 1a giao

diém cén tim (h.2.41).
Chi ¥ ring OIK 1A tam gidc vuéng can, vi
OKI = MAE = 45° . Hinh 2.41
Tac6 OI = IK, trong d6 IK = 2C+AD _a+2a_3a,

2 2

2 2
Vay 0C* = 012 + IC? = 9%+-2-Z— (iCD = a2, IC = -CZB). Do d6 ban kinh mat
ol

c4u ngoai ti€p hinh chép S.CDEla:r=0C =

2

2.22. a) Goi H 13 hinh chi€u vudng géc cha tam O trén mat phing (). Theo gia thiét ta c6

NE

OAH =30°.Do d6 : HA = OA cos 30° = rT-

Vay dién tich ciia thiét dién tao bdi (@) va

2
hinh cu 13 : § = 7z HA? = 22—

b) Mit phing (ABO) qua tam O cta hinh cdu

nén cit mit cdu theo dudng tron 16n qua A va B.

Goi / 1a trung diém chia doan AB ta c6 OI L AB.

Vi AB // OH nén AIOH 12 hinh chit nhat.

Dodsar=oH=24_"T. a
2 2. Hinh 2.42

Vay AB =2Al =r (h.2.42).

Chii §. C6 thé nhan xét ring tam gidc OAB can tai O (OA = OB) va c6 géc OAB = 60°

nén OAB 1a tam gidc déu vasuyraAB=0A=0B=r.

2.23. a) Theo gia thiét ta c6 AH = -‘;—r (h.2.43).

Ta suy ra OH = % Goi r’ 12 bén kinh ciia dudng tron (‘6).
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Tacé: r2=r2—OH?*=r? -—="——.
Vay dién tich ctia hinh tron (€ ) 12 :

S=nar?= 87zr2

b) Vi BCD 1a tam gidc déu nén ta c6 :

BC=r'A3= gr (h.2.43).

Dién tich ctia tam gidc déu BCD 1a :
_BC*3 _24r2 3 223

S
4 9 4 3
2 ‘ 3
- Thé tich hinh chépA.BCD1a:V = lZL—J—E-ﬂ = §—ﬁf—
3 3 3 27
Hai hinh ch6p A.BCD va A’.BCD c6 chung mat ddy BCD nén
VA’.BCD _ HA’ - 1 _ 4\/57‘3
o=y =5Dodd Vypop =
Vigep HA 2 ‘ <27
BAI TAP ON TAP CHUONG II

2.24. T¢ dien ABCD c6 BAD=90° neén

ABD=a Ia mot géc nhon. Khi quay céc
canh cha tit dién d6 xung quanh canh AB
thi canh BD tao thanh mot hinh nén tron
xoay dinh B c6 truc 12 AB, canh AD vuéng
g6c véi AB tao thanh ddy ctia hinh nén d6.

Mit khdc theo gia thiét ta ¢6 BD 1 BC

nén'AB 1 BC. Tacé BAC = 1a mot géc

nhon. Do d6 khi quay c4c canh cua tit dién
xung quanh canh AB thi canh AC tao
thanh mot hinh nén tron xoay dinh A c6
truc 12 AB, cdn canh BC tao thanh ddy cla
hinh nén (h.2.44).

Nhu vay khi quay t4t ca cdc canh cua ti i
dién xung quanh truc AB thi cdc canh BD Hinh 2.44
v AC tao thanh hai hinh nén.
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2.25.

2.26.

a) Hinh tru noi ti€p trong lang tru c6 dudng
tron ddy ti€p xic tai trung diém cdc canh
clia tam gi4c ddy. Goi / 1a trung diém clia
canh BC, r 1a ban kinh ddy cta hinh tru n6i
ti€p trong lang try, ta c¢é :

a3

AI=———— Do dé6 r

i (h.2.45).

Ta ¢6 dién tich xung quanh cla hinh tru ni
ti€p lang tru la :

a\/— \/—ﬂ'ah
3

b) Ta c6 mat phing (AA 1) 12 mat phing qua
truc hinh tru. Mat phéng nay cdt hinh tru theo
thi€t dién 1a hinh chit nhat /IKK'T". Doan AT
cét KK’ tai M nén cét hinh tru theo doan IM.

KM _IK 2 vo2n
AN 1A 3 3

Sxq

=2mrl=

Hinh 2.45

Tacé:

4h?
9

342

_3d® +4n
9

Xét tam gidc vuong IKM tacé : IM2 = IK2 + 'KM2 =

V3a? +4h2 _

Vay IM =
ay 3

a2

a) Hinh tru ¢6 chiéu cao & = a va bin kinh ddy r = —2— (h.2.46).

Dodétacéd: qu = 27z‘rh=m12\/5 .

b) Goi I 1a tam ctia hinh 14p phuong. T4t ca
céc dinh cha hinh 1ap phuong déu c6 khoang ]

cach dén I bang # nén chiing nam trén

mdt cdu tam / ban kinh r = #- ;o \ Sse

Ta c6 dién tich mat cdu d6 12 S = 47r% = 37ma?. ! \

c) Dudng tron ddy cia hinh nén tron xoay dinh
A tao nén bdi canh AB 13 dudng tron ngoai ti€p
tam gidc déu A’BD, tam gidc ndy c6 canh bang

a\/6

a2 vacé dudng cao bang -

Hinh 2.46
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a\/6

Do d6 duodng tron ddy hinh nén ¢6 bén kinh ' = =5 Vay hinh nén tron xoay nay c6

o ,_n G

dudng sinh I = a va c6 dién tich xung quanh la qu =xril=r

3 3

2.27. Goi M, N, P 14n lugt 1a trung diém ctia céc canh
AB, BC,CAvaA’, B, C'1a c4c diém tiép xtic clia
c4c canh bén SA, SB, SC v6i mit cdu. Ta c6 AA’
va AM 12 hai ti€p tuyén nén AM = AA". VI M 1a
trung di€m ctia AB nén AM = MB.

Mat khic BM = BB’, ta suy ra AA’= BB'.

ViSA'=SB'nén SA'+ A’A=SB’+ BB
hay SA = SB.

Tuong tu, ta ching minh dugc SB = SC.
Do d6 SA =8B =SC.

Mat khiac AB = 2BM = 2BN = BC = 2CN =
= 2CP = CA. Vay AB = BC = CA vi ABC I
mot tam gidc déu. Do d6 hinh chép S.ABC c6
SA = SB = SC va ABC 13 mot tam gidc déu nén 12 Hinh 2.47
mot hinh chép déu. Ta c6 dudng cao ké tir S

¢6 chan H 1a tm dudng tron ngoai ti€p tam gidc

déu ABC (h.2.47). ‘

2.28. a) Vi cdc mat ddy cla hinh tru vudng géc véi
truc OO’ tai O va O’ nén chiing ti€p xiic v6i mat
cdu dudng kinh 0O’ (h.2.48).

Goi ' 1a trung diém clia doan OO’. Ta c6 I 1a tam
cta mat cdu. Ké IM vuong géc véi mot dudng
sinh nao d6 (M ndm trén dudng sinh) ta déu cé

IM = r 1a bén kinh clia mit try, ddng thoi diém R i
~ « N o NI . 4 ’ A SATT

M ciing thudc mat cdu. Vay mat cdu ti€p xic voi / 70 AN
! I

/ |

~
.

[}

1

tat ca cdc dudng sinh clia mat tru. i /t
1

b) Trén mit ddy tam O ta goi H 1a trung diém :
[}

1

clia ban kinh OP. Qua H ké diy cung AB L OP N N R
va nam trong ddy (O ; r). Cic dudng sinh AD va TN Bt "/,;ﬁfy
BC cung v6i cic day cung AB va DC (thuoc ddy \\Q__,,/
(O’; r)) xac dinh cho ta thiét dién cin tim 12 mot -

hinh chit nhat. Goi S 1a dién tich hinh chit nhat D

nay, ta ¢6 : Sypcp = AB.AD trong dé AD = 2r Hinh 2.48

cdn AB = 2AH. Vi H 12 trung diém cta OP nén
ta tinh dugc AB = rv/3 . Vay S,pcp = 2r2/3 .
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c) Pudng tron giao tuyén cha mat cdu dudng kinh OO’ va mat phing (ABCD) c6 ban

AB 3

kinh béng ET DPuong tron nay c6 tam 1a tAm cta hinh chit nhat ABCD va tiép

xtic v6i hai canh AD, BC cta hinh chit nhat dé.

2.29. a) Tam gidc vuong ABC c6 BC = 2a va AC = a nén ta suy ra ABC =30°. Khi quay xung

2.30.

quanh truc AB canh BC tao nén mat nén tron xoay c6 géc & dinh bing 60° va c6 dudng
tron ddy c6 ban kinh AC = a. Khi quay xung quanh truc AB nira dudng tron dudng kinh

AB tao nén mit cdu c6 tam 12 trung diém I clia doan AB va ban kinh r = %—Bi (h.2.49),

b) Khi quay xung quanh truc AB, giao diém M cla nira dudng tron dudng kinh AB va
canh BC s& tao nén giao tuyén ctia mit nén va mit cdu.

Ve MH 1L AB B
.. MH CA a 1
Tacé: —=—=—=—-
MB CB 2a 2
4 p 2 R . a a
Mat khiac tacé CA"=CM.CBnéntacé CM = 5—=E
a
3 3 I
Dod6BM=CB ~CM =2a-2=24 vaMH = ~q. ,
2 2 4 Jog =
Vay dudng tron giao tuyén c6 ban kinh r’ = %a .
A a C

c) Goi §; la dién tich toan phdn clia hinh nén va §, 1a i
dién tich mat cu. Hinh 2.49

Tacé: Sy = nrl+zr? =27a® + wa® =37a’.

2
Sy = 4nr? = 4n(IA)? = 47;[%} =37a>. Vay 1 =S,

a) Vi mit phang (P) qua A va vuong 206c voi A'nén AA’ thudc (P). Vi M thuoc A ma d 1a hinh
chiéu vuéng géc cia A trén (Pynén M| thuocd. ViMA L AA'nén M1A L AA’(h.2.50).

Mat khac M{A L M’A’ nén ta suy ra M{A L (AA'M"). Do d6 M|{A L M’A va diém A
thudc mat cau duong kinh M'M .

Taco6M'A” L (P)nén M'A’L A'M |, tasuy ra diém A’ ciing thuoc mat cdu dudng kinh M'M.
Ta c6 (Q) // (P) nén ta suy ra MM L (Q) ma MM’ thuoc (Q), dodé M\M L MM’

Nhur vay 5 diém A, A', M, M’, M, ciing thuoc mat ciu (S) c6 dudng kinh M'M 1- Tam O

clia mat c4u (S) 1a trung diém cha doan M'M .
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Hinh 2.50

Tac MM} = M'A™ + AM? = M'A + A'A? + AM? = 32 + @ + 22 cotax

AM1 AM1
ViMM{=xvacota= —=—1,

M]M X

. X . MM 1 ;
Ban kinh r clia mat cdu (S) bing > nénr= 5\/42 +x2(1+cot? ) .

b) Hinh tit gidc A’M'MM 12 hinh chit nhat nén tam O ciing 13 trung diém cia A'M. Do

d6 khi x thay d6i thi mat phing (Q) thay di va diém O luén luén thuoc dudng thng d’

di qua trung diém / clia doan AA’ va song song véi dudng thing A . Vi mit cdu tam O

lu6n luén di qua hai diém c6 dinh A, A’ nén né6 c6 tam O di dong trén dudng thang d'. Do

d6 mat cdu tam O 1uén ludn chita dudng tron tam I c6 dinh c6 duong kinh AA’ ¢6 dinh va
- nam trong mat phing c6 dinh vudng géc véi dudng thing d’.

2.31. a) Goi I 1a trung diém cla canh AB. Vi tam gidc
ABC vudbng cantai Cnéntac6 JA =IB=IC. Vay I la
tam dudng tron ngoai ti€p tam gidc ABC. Do d6 tam
mit cdu ngoai ti€p tf dién SABC phai nim trén
dudng thing d’ vuong géc véi mat phing (ABC) tai I.
Ta suy ra d' // d. Do d6 d’ cit SB tai trung diém O
clia doan SB. Ta c6 OB = OS = OA = OC va nhu vay
O la tam duong tron ngoai ti€p tr dien SABC
(h.2.51).

b) Trudng hop mat phang (SBC) tao v6i mit phing
(ABC) mot g6c 30° thi géc clia hai mat phing d6
chinh 12 géc SCA. Thuc vay vi SA L (ABC) ma
AC L CBnéntac6SC L CB.Dodé SCA =30°. Hinh 2.51
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ViAB =2aneéntac6 AC = a2 ta suy ra SA = AC.tan30° = aﬁ--‘é—gii\@—- _

‘Goi r 12 ban kinh mat cdu ngoai ti€p t dien khi SCA = 30°.

Tac6r= %‘3 = 0A = OB = OC = 0S, trong d6 SB” = SA% + AB".

2 2 o
Vay SB? = %——+4a2 ~426% hodssp=? 342-
_SB aVJ42
Tasuyrar:—-2-—=—6—~ '

2.32. a) Trong mat phing chita dudng tron tim O ngoai
tiép tir gidc ABCD ta ké dudng kinh qua O vubng
g6éc v6i day cung AC tai 1. Ta c6 IA = IC va
Ol // BD. Goi O’ 1a tam mat cAu di qua 5 dinh ctia
hinh chép ta ¢c6 O'A = OB =0C = 0D = 0.
Diém O’ phai ndm trén truc d cha dudng trdn ngoai
tiép tit gidc ABCD. Tac6d L (ABCD) tai 0. Goi
M 12 trung diém cta canh SC. Ta c6 MI // SA nén
MI L (ABCDY) tai I. Tit M ké dudng thing d’ // OF
cit d tai 0. Vi ' L (SAC) tai M nén ta c6

_ 0°C = 0'S va O'C 1a bén kinh r cha mit cdu ngoai
ti€p hinh chép S.ABCD (h.2.52). -

Tac6r=0'C= JOO2+0C? =MI? +r?

(z)z Lo N

V2 P

Hinh 2.52

b) Vi SA khong ddi nén ta c6 Vgup-p 16n nhdt khi va chi khi S ABCD 16n nh4t. Ta c6
SABCD = %AC.BD trong d6 AC va BD la hai day cung vuong géc v6i nhau. Vay AC.BD
16n nh4t khi va chi khi AC = BD = 2r’, nghia la tit gidc ABCD 1a mot hinh vuong.

DPAP AN CAU HOI TRAC NGHIEM

233 (A) 2.35(B) 237 (B) 239 (B
234 (A) 2.36 (B) 2.38 (O 240 (A) 241 (A)
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c“wm m PHUGNG PHAP TOA B0
TRONG KHONG GIAN

§1. HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

A. CAC KIEN THUC CAN NHG

I- HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

Heé truc toa d6 Dé-cdc vuong goc trong khong gian gém ba truc x'Ox, y'Oy,
2’0z vubng géc v6i nhau timg d6i mot. Goi i, j, k 14n lugt 1a cic vecto don
vi trén céc truc x'Ox, y'Oy, z’0Oz. Diém O dugc goi 1a gbc toa dp. Cic mat

phéng (Oxy), (Oyz), (Ozx) d6i mot vuong géc v6i nhau duge goi la cdc mdt
phdng toa dé.

Khong gian gén v4i hé toa do Oxyz dugc goi 1a khong gian Oxyz.

II- TOA PO CUA MOT PIEM
Trong khong gian Oxyz cho mot diém M tuy §.
Khi d6 ta c6 OM = x?+y}'+z7é va goi bo ba s6 (x ; y ; z) 14 toa d¢ ciia diém M
d6i v6i hé truc toa do Oxyz di cho. Nhir vay c6 tuong ing 1 — 1 gitta méi diém

‘M trong khong gian v6i mot bo ba s6 (x ; y ; z) goi 1a toa do cua diém M d6i
véi hé toa do6 Oxyz cho trude. Ta vi€t : M = (x;y; z) hodac M(x ; y ; z).

III- TOA PO CUA MOT VECTO

—

Trong khong gian Oxyz cho vecto d v6i @ = aji+ay j+ask.

Khi d6 b ba s6 (a; a,; a,) dugc goi 12 toa dé ciia vecto @ d6i v6i hé toa do
Oxyz cho trudc. Ta viét: a = (al; a,; a3) hay a (al; a,; a3).
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IV- BIEU THUC TOA PO CUA CAC PHEP TOAN VECTO

Trong khong gian Oxyz, cho hai vecto @ = (a;; a,; ay), b = (by; by by) va
mot s6 k. Khi détacéd : :

a +B=(a1+b1;a2+b2;a3+b3)
a —B=(a1—b1;a2—b2;a3—b3)

ka = (ka; kay; ka).

dl=b1
¥ Chiy.a)ad =b & <ay=b,.
a3 = bs

b) 0 =(0:0;0).

c) a va b (# 6) cling phuong < ¢6 mot s6 k sao cho

a = kbl bl = kal
ay =kb,  hay by =ka,
az =kb; - by = kaj.

d)NeuA =(a; a,; a;),B=(b; b,; by) thi Z_é:(bl —ay;;by —ay b3 —a3) .

V- BIEU THUC TOA PO CUA TICH VO HUGNG VA CAC UNG DUNG
a) Trong khong gian Oxyz cho hai vecto a = (al; a,; ‘a3), B = (bl; b2 ; b3).
Tac6a.b = a,b, +ab, +asb,.

b) D06 dai ciia mot vecto :
Cho vecto @ = (aja,;a), tacd lal = Va.a = \/alz +a‘22 +a§ .

c¢) Khoang céch giita hai diém A = (e Y520 VAB=(xp; yp52p) 12

|TB| =\/(XB —XA)2 +(yp _}’A)2 +(zp ;ZA)z .
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VI-

d) Goi @la géc giita hai vecto d = (al; a,; a3) \Z} B = (bl; b2; b3).

Tacé : cosp=cos(d,b) = ab Gy +a2b2+a3b3
Ial lbl \/al +a2 +(13 \/bl + b%

vaia 1Lb @)albl +a2b2+a3b3=0.

PHUONG TRINH MAT CAU

Trong khéng g1an Oxyz matcAutam I = (a ; b ; ¢) ban kinh r cé phuong trinh
la: (x - a) +(y - b) +(z -¢) —r2

hodc x +y + 22 —2ax—2by—2cz+a +br+ct=r>

Nguoc lai, phuongmnhx +y +2? +2Ax+2By+2Cz+D=0
v6i A%+ B2 +C? - D> 0.1a phuong trinh ciia mat cdu tam [(-A ; -B ; )
cobankinh r = \/A2+BZ+C2

B. CAC DANG TOAN CO BAN

"VAn dE
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Tim toa d6 clia mét vecto va céc yéu t& lién quan dén vecto thod mén
mét 86 dicu kién cho trude

1. Phuong phdp gidi

Sir dung céc dinh nghia c6 lién quan dén vecto : toa d¢ ctia vecto, do dai cua
vecto, biét phan tich mét vecto theo ba vecto khong dOng phing, bi€t tinh
téng (hiéu) clia hai vecto, blét tinh c4c toa d¢ trong tAm cia mot tam giéc, ..

2.Vidu

Vi du 1. Trong khohg gian Oxyz chobavecto @ =(5;7;2), b = 3;0;4),
¢ =(-6; 1;~1). Hay tim cdc vecto sau day :

2) M=33-2b+¢ ; b) 7 =53 +6b+4C .




| Gidi
33 =(15; 21 ; 6)
a)Tacé {~2b=(-6:0; —8)
g =(=6:1;-1).

Do d6 =33 -2b+¢ =(3;22;-3).
b) Tuong ty, ta tinh duge 7 = (19 ; 39 ; 30)..
W du 2. Cho hai vecto d va b tao v6i nhau mot géc 120°. Tim Ic'i +B| va

|a-5| viet 1l =3, [B] = 5.

Gidi
ol R 2 R e -
Tacd: |a+b| = |al +|b| +2|a|.|b|.cos(a,b)
=9+25 +2.3.5.(—l) =19.
2
Vay G+ = J19.
|5 —I;lz = |Ei|2 +|BI2 —-2|Ei|.4|5|.cos(&',l;)

=9+25- 2.3.5.(—%) =49,

vay la-3 =7,
W dy 3. Cho hinh lap phuwong ABCD.A'B'C'D". B c
Hay phén tich vecto AC’ theo ba vecto :
AB’, AC, AD'. A— D
Gidi
Tacé AC’ = AC+AA Vi ACC'A'1a PR
hinh chit nhat (h.3.1). '
Tuong ty: AC’ = AB + AD vi ADC'B’ A D’
12 hinh chit nhat. Hinh 3.1
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va AC’ = AD + AB vi ABC'D’ 12 hinh chit nhat.
Ta suy ra 2ZE;=E+A_C’.+TU.

Vay XE’=%(E’+ZE+ZB’).
¥ du 4. Trong khong gian cho ba diém A(1;0;-2), B(2;1;-1),C(1;-2;2).
a) Tim d6 dai c4c canh cua tam gidc ABC.
b) Tim toa d¢ trung diém clia céc canh clia tam gidc ABC.
c) Tim toa d6 trong tam G cla tam gidc ABC.
Gidi
a) Tacd AB =(1;1;1), BC =(-1;-3;3), CA =(0;2;-4).

Dodé AB=|aBl=v12+12+12 =3,

BC = |BCl = J(=1)? + (=3)2 +3% =19,

CA = |CAl =02 +22 4 (~4)? =20 =245.
b) Goi D, E, F lan lugt 1a trung diém céc canh AB, BC, CA. Tacé :

X _xA+xB_§ _yA+yB__1_ : _ZA+ZB__§
D=7 T T IDT T T T 2
2’272
Twong tw, E= | 23 —~; 1|, F=(1;-1:0).
272’2

¢) Goi G 1a trong tam tam gidc ABC. Ta c6 GA+GB+GC =0.
GiastG=(x;y;z). Tacéd: GA =(1-x;-y;-2-2)

GB =Q-x;1=-y;-1-2)

GC =(l-x;-2-y;2-2).
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Tudésuyra: GA+GB+GC =(4-3x;-1-=3y;-1-3z).

Vi E}Z+53+EE=6 néntacod:

Xx==
4=3x=0 31 4 1 1
—1-—3y=0<:><y=—§ :>G=(§;—§;—§)
~-1-3z=0
1
z=—=-
U3

E Van dé 2

Ching minh cac hé thic vecto

1. Phuong phdp gidi

Sir dung quy tic ba diém d6i véi phép cong, phép trir vecto va céc tinh chét
ctia cdc phép todn vé vecto d€ bién déi céc hé thitc vecto.

2. Vidu

Y% du 1. Cho tt dién ABCD. Goi E va F 14n lugt 12 trung diém cta AB va CD,
I 1a trung diém cta EF.

a) Chimg minh ring IA+IB+IC+ID=0.

b) Véi diém M bat ki trong khong gian, hdy ching minh rfmg :

—_— — — iy —

AMI =MA+MB+MC+MD.

A
Gidi
a)Tacé IA+IB=2IE E
7(3+175=2ﬁ.

Dodé IA+IB+IC+ID =2(IE +IF). B D
- Vil la trung diém cta EF nén 1E +71::=6,' F

—_ —_— [ Uy - C
suyra IA+IB+IC+ID=0 (h.3.2). ‘

o Hinh 3.2

6A-BT HINH HQC 12-C 81
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b)Tacé MI=MA+Al

MI =MB +BI
MI = MC +CI

MI =MD+ DI.

—_— — m———y — — o o —

Do d6 4MI = MA+MB+MC+MD+Al + Bl +CI +DI .

— — ey ——  ———  ——y

Theo cau a)tacdé AI+BI+CI+DI = 0. Vay 4MI = MA+MB+MC+MD

¥4 du 2. Cho tt dién ABCD. Ching minh ring AC + BD = AD+3BC.

Gidi
Ta co ;1—C:=XD—‘+B—C—“

BD=BC+C(CD.

_— ey ey —

DodoAC+BD AD+BC+DC+CD. ViDC+CD Onéntaco

—_—, —  —y —

AC+BD=AD+BC.
Nhdn xét. Trén day ta da bi€n d6i v€ trdi thanh v& phai. Mt khéc ta ciing c6
thé bién ddi vé€ phdi thanh vé trdi bang phuong phap twong tu.
U dy 3. Cho hinh chép tam gidc S.ABC véi [
14 trong tam cua tam gidc ddy ABC. Ching S
minh ring S =%(§i+87§+§f).

2

Gidi
Taco SA=SI+1A A c
SB=SI+IB
- SC=SI+IC. 5
Do d6 SA+SB+SC =3SI +IA+IB+IC. Hinh 3.3

Vi I 12 trong tam cita tam gidc ABC nén IA+IB+IC =0 (h.3.3).

vay §=%<§4+§E+§).

6B-BT HINH HQC 12-C




L viuaes

Tich v6 hudng va céc ting dung clia tich vo hudng

1. Phuong phdp gidi

— Sir dung dinh nghia tich v6 huéng va biéu thitc toa do cta tich vé huéng.

— Sir dung céc cong thiic tinh khoang céch giita hai diém, tinh géc giita hai vecto.
2.Vidu

W du 1. Trong khong gian Oxyz cho ba diém A(-1 ; -2 ; 3), B0 ; 3 ; 1),
Cé4;2;2).

) Tinh tich vo huéng AB.AC ;
b) Tim cdsin cua goc BAC.
Gidi
a)Tac AB =(1;5;-2), AC =(5;4;-1).
Do d6 ABAC = 1.5+ 5.4 + (<2).(-1) = 27.
AB.AC _ | | 27
[aBlIACl 12 452 4 (22 52 442 4 (<12
27 9

T B0V 20

V¥ dy 2. Trong khong gian Oxyz cho hai diém A(2;0; 1), B(-1;2; 3).
a) Tinh khoang céch giita hai diém A va B.

b) cos BAC =

- = -

b) Tim c6sin cha cdc gbe tao bdi ba vecto don vi i, j, k trén ba truc Ox, Oy, Oz

va vecto Xé
Gidi
a)Tacé AB =(=3;2;2) vaAB = |AB| = /(=3)2 +22 +22 = J17.

b) Céc vecto 7, j, k c6toadola: i =(1;0;0), j =(0;1:0), k =(0:0: 1).
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~ed

Do d6 : cos(i, AB) = p-aB - 3
i.[a8l 17
cos(J,AB) - A£ -2
illaBl V17
cos(k, AB) = fA_ﬁ ==
kl.[aBl V17
S
Vi du 3. Hinh chop S.ABC c6 SA=a,SB=b,5C =c
vécé:XSTB:a,E?E‘:ﬂ,C/‘ﬂ:}/. a c
Goi G la trong tam cua tam gidc ABC.
Hay tinh khoang cach SG. A C
| Gidi
" Theo Vidu3 (Vandé2)tacé: 4
Hinh 3.4
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S_G'=§(§A°+§§+.S‘_C').

(SA+SB+ SC) =SA +SB +SC + 2.SA.SB+2.5A.8C + 2.8B.SC

= a® +b% +¢* + 2ab cosa + 2ac cosy+ 2bc cospf.

f

Do d6 SG = —; a® +b? +c? +2abcos a +2ac cos y+2bccos f (h.3.4).

- -

Y du 4. He truc Oxyz ¢6 i, j, k 14an lugt 1a cdc vecto don vi trén cic truc
Ox, Oy, Oz. Goi Oa, Ob, Oc theo thit tu la céc tia phan gic clia cic goc y/O\z ,

zOx, xOy va a, b, ¢ theo thit tu 12 ba vecto don vi trén ba tia phan gidc 4y.
a) Hay tinh toa do cdc vecto a , b, C.

b) Tinh céc tich vo hu’o’ng ab, bc, ¢.a vatx d6 suy ra goc giita cdc cip
vecto do.




Gidi

a) Vi tia Oa 1a tia phan gidc clia géc z
)@ nén tia Oag tao véi hai tia Oy va ,
s a
Oz hai géc déu bing %
‘ T~ ¥/ ‘\b‘ ///,,
Do d6': d =cos— j+cos—k A
2/ 4 nt A
[0 2, i—-J (h.3.5).
2 ' \
o , X “c

Tuong ty, ta tinh duoc :

Hinh 3.5
E = Q- ﬁ- 0 \/— \/_

22 ) 22
b) Ding c4ch tinh tich v6 huéng bing biéu thitc toa do ta c6 :
ib==,bz=1 za=L.
2 2 2
- s |7 N T

Vild=1valp =1m a.b=alldl. cos(@,b) nén ta suy ra (a b) =3
Tuong tu, ta ciing c6 (E ) =(c,d) =§-

 Vin di 4

Lap phuong trinh mét cau biét tam va ban kinh clia mit céu do

1. Phuong phdp gidi ,
Phuong trinh mét cdu tam I(a ; b ; ¢), ban kinh r c6 dang :
x—a)’ + (@ =bP+(z —c) = 1>

2. Vidu

Trong khong gian Oxyz hiy 14p phuong trinh mat cu di qua diém M(5 ; -2 ; 1)
vacétam I(3;-3; 1).
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Gidi
Mt cdu cdn tim c6 ban kinh r = IM = |IM].
Tacé IM =(2;1;0).Dodér= Ml = V22 +12+0> =5. |

Vay mat cdu c6 phuong trinh [ : (x =3)% + (y +3)* + (z = 1)* =5

T viuses

Cho biét phuong trinh mdt cfu, hiy xéc dinh tém va ban kinh clia mit cau do

hay x° + % + 22 — 6x + 6y — 2z + 14 = 0.

1. Phuong phdp gidi

Bién déi phuong trinh da cho vé dang : (x —a)’ + - b)? +(z—-c)* =r2.
Khi d6 mit cdu di cho c6tam I = (a ; b ; ¢) va ¢6 ban kinh béng r.

2. Vidu

Cho mat cdu cé phuong trinh 3x2 + 3y2 + 322 - 6x - 3y + 15z - 2 = 0. Hay
xdc dinh tam va ban kinh cta mit cdu dé.

Gidi

Phuong trinh mat cdu d3 cho c6 thé viét duéi dang :
x2+y2+22—2x—y+52—- % =0

2 2
= (x—1)2+(y—-%j +(z+%) —1—%—%?—%:0

2 2
= (x—1)2+[y—%j +(z+§j =46_9.

Vay mat cau da cho c6 tam I = (1 ; —;— ; _75) va ban kinh r =

6
6
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3.1

3.2

3.3.

34.

3.5.

3.6.

3.7.

3.8.

3.9.

C. CAU HOI VA BAI TAP
Trong khong gian Oxyz cho ba vecto @ = (2 ; -1 ; 2), b = 3;0; 1),
¢ =(-4;1;-1). Tim toa do clia cic vecto  va 7 biét rang :
a) m=3G-2b+C ; b) A=2G+b+4C .
Trong khong gian Oxyz cho vecto @ = (1;-3;4).
a) Tim y, va zo dé cho vecto b = (2 Yo Zo) clng phuong véi g .
b) Tim toa do ctia vecto & biét ring @ va & nguoc huéng va |¢] =2/

Trong khong gian Oxyz cho diém M c6 toa do (xg; ¥o ; zp).- Tim toa do hinh
chi€u vuong géc clia diém M trén cdc mat phing toa do (Oxy), (Oyz), (Ozx).

Cho hai b¢ ba diém :

WA=(1;3;1), B=(0;1;2), C=(0;0;1;

b)M=(1;1;1), N=(-4;3;1), P=(-9;5;10).
Hoi bo nao c6 ba diém thing hang ? ’

Trong khong gian Oxyz, hiy tim trén mit phing (Oxz) mot diém M céch déu
ba diém A(1;1; 1) ,B(-1;1;0),C3;1;-1).

Cho hinh t dién ABCD. Chitng minh réing :

1—0

a) AC+BD=AD+BC ; b)A—B'=%TC+5AD+%CT)+1%.
Cho hinh tit dién ABCD. Goi M, N, P, Q lan lugt 1a trung di€ém ctia cdc canh
AC, BD, AD, BC. Chiing minh ring :

a) AB+CD=AD+CB=2MN; b) AB-CD=AC-BD=2PQ.

pry

Trong khong gian cho ba vecto tuy y 4, b, .
Goi i = ~2b, ¥ =3b-7, # =28 -3a.

Chimng t6 rang ba vecto #, ¥, w déng phing.

Trong khong gian Oxyz cho mét vecto @ tuy ¥ khdc vecto 0. Goi a, B,y

1a ba géc tao béi ba vecto don vi i, j, k trén ba truc Ox, Oy, Oz va vecto 4 .

“Chiing minh ring : cos” & + cos? B+cos®y=1_
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3.10.

3.11.

3.12.

3.13.

3.14.

Cho hinh tit dién ABCD.

a) Ching minh hé thic : AB.CD+ AC.DB+ AD.BC =0.

b) Tir h¢ thitc trén hdy suy ra dinh 1i : “Néu mot hinh t dién c6 hai cap canh
d6i dién vuong géc véi nhau thi cip canh d6i dién thit ba ciing vuong géc
véi nhau.”

Tinh tich v6 huéng cia hai vecto 4, b trong khong gian vdi cdc toa do da
chola: '

) d=3;0;-6), b=Q;-4;0);

b)d =(1;-5;2), b=(4;3;-5);

) d =(0;v2;43), b=01;3;-V2).

Tinh khoédng céch giita hai diém A va B trong méi trudng hop sau :
a)A(4;-1; 1), B2;1;0);

b)A(2;3;4), B(6;0;4).

Trong khong gian Oxyz cho tam gidc ABC ¢6 toa d6 cac dinh 1a :
A(a;0;0), B©O;b;0), C0;0;0).

Chiing minh ring tam gidc ABC c6 ba géc nhon.

Trong khong gian Oxyz hdy 1ap phuong trinh mat cdu trong céc trudng hop sau :
a)Cétam I(5;-3;7)vac6bankinhr=2;

b) C6 tam 1a diém C(4 ; -4 ; 2) va di qua goc toa do ;

c) bi qua diém M(2; -1 ; -3) va c6 tam C(3 ; -2 ; 1).

3.15. Trong khong gian Oxyz hdy xdc dinh tam va ban kinh cdc mat cdu c6 phuong

3.16.
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trinh sau day :

X +Y +—6x+2y—162-26=0;

b) 24 + 2y% + 222 + 8x — 4y — 12z — 100 = 0.

Trong khong gian Oxyz hdy viét phuong trinh mat cdu di qua bén diém

A(1;0;0),B(0;-2;0),C(0;0;4)vagoctoadod O. Hay x4ac dinh tdm va
bén kinh clia mit cdu dé. , :




I-

§2. PHUONG TRINH MAT PHANG

A. CAC KIEN THUC CAN NHG

VECTO PHAP TUYEN CUA MAT PHANG

Dinh nghia. Cho mat phing (). Vecto 7 khdc 0 vacé gid vudng géc vai
mit phéng (&) dugc goi 12 vecto phap tuyén ciia (c).

PHUONG TRINH TONG QUAT CUA MAT PHANG
1. Néu mit phing (o) song song hoic chita gid cua hai vecto khéc phuong l1a
d =(aj;ay;a3) va b =(b;; by ; by) thi (@) c6 mot vecto phép tuyén 1a

il =(agby —azby ; asby —arbs; ayby — ayby).
Vecto 71 dugc goi 1a tich c6 hudng (hay tich vecto) cia hai vecto @ va B ki
hiéu 12 @ A b. |
2. Phuong trinh ctia mat phing (o) di qua diém Mo(xo s Yo s Zo) va nhan vecto
n(A; B; C)khac 0 lam vecto phép tuyén 1a :

A(x — xp) +B(y—yy)+C(z-2z5=0.

3. Néu mat phéng (@) c6 phuong trinh t8ng quat 13 Ax + By + Cz + D = 0 thi
né c6 moét vecto phdp tuyén 1a 7 (4 ; B ; C).

4. Néu mit phing (@) cét céc truc toa do Ox, Oy, Oz theo thtt tu tai cic diém
A(@;0;0),B0;b;0),C0;0;c)véiabc # 0thi(a)cod phuong trinh theo

doanchinla Z+2+%=1 (h.3.6).
a b ¢ .

Hinh 3.6
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II- PIEU KIEN DE HAI MAT PHANG SONG SONG, VUONG GOC
Cho hai mat phing (aq) va (a,) c6 phuong trinh téng quét 14n luot 1
Alx +B1y + Clz + D1 =0,
A2x+Bzy+C22+D2=O. |
Goi 7 (A B CHva 71’2 (A4, B,; C,) 1an luot 1a vecto phdp tuyén cta ()
va (o). V6i k 12 s6 thuc, ta c6 ; '
ﬁl = kﬁz
L) I () &
D, # kD,

2. () L () & 71’1 L 71'2

== no.n, =0

< AA +BB + ¢,C,=0.
I Chay:
* () cat (o) & no# kn2 VkeR.
no=kni
() =(m) ! 2
Dl = kD2.
_IV- KHOANG CACH TU MOT PIEM PEN MOT MAT PHANG
Trong khong gian Oxyz, khodng céch tir diém My (xg; yo; zy) dén mit phing
(&) : Ax+ By + Cz + D = 0 dugc tinh béi cong thic :
|AXO + Byo +CZO +D| :
VA2 + B2 42

M, (o) =
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B. CAC DANG TOAN CO BAN
I viaer

Viét phuong trinh téng quat clia mit phéng

1. Phuong phdp gidi ‘

Loai 1. Viét phuong trinh mat phing (o) khi da biét vecto phép tuyén 7 (A ; B ; C)
va mot diém My(xq; Yo zg) thudc (@)

— Phuong trinh (2) c6 dang : A(x —x)) + By —y)) + C(z = z,) = 0;

— Khai trién, rit gon réi dua vé dang tdng quit : Ax + By + Cz + D = 0, v6i
D= —(A.XO + Byo + CZO)

Loai 2. Viét phuong trinh mit phing () chita ba diém M, N, P khOng thang hang
- Tim vecto phép tuyén cua (@) : 1y = MN MP
— Mat phing (@) di qua di€ém M v c6 vecto phép tuyén la n, (loai 1).

Loai 3. Viét phuong trinh mat phing (¢) chita diém M (xg; yg; zg) va song
song véi mit phing (8 : Ax+By+Cz+D =0
— Phuong trinh (&) c6 dang : Ax.+ By+Cz+D'=0 (1)
— Thay toa do M, vao (1) ta tifn dugc D'
Loai 4. Viét phuong trinh mat phang ()
chita hai diém M, N va vuong géc véi
mit phang (f) :

Ax+By+Cz+D=0 .
— Tim vecto phap tuyén ctia ()

i = MN nfig |

— Mit phing (&) di qua diém M va
c6 vecto phdp tuyén 1a 7, (loai 1) Hinh 3.7
(h.3.7). ‘

2. Vidu

Vidu 1. Viét phu'o;ng trinh mat phang () di qua diém M(2 ; 5 ; —7) va song
song véi gid cia hai vecto @ =(1;-2;3) va b= (3;0;5).
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Gidi
Tacé: dnb =(-10;4;6)=-2(5; -2 -3).
Mat phéng (&) c6 vecto phép tuyénla 7 = (5; -2 ; —3). Vay phuong trinh ctia

(D50 -2)=2(y-5)-3(z+7)=0 & 5x—2y-3z-21=0.

¥ du 2. Viét phuong trinh mat phing (@) di qua ba diém A(2 ; —=1 5 3),
B4;0;1),C(-10;5;3).

Gidi
Tac6 AB=(2:1;-2)
AC =(-12:6:0).
Goi @ =ABAAC = (1224 ;24),

Ta chon vecto phép tuyén cia mat‘ phing (@) la 7, = —I—Ei =(1;2;2).
“ 12

Vay phuong trinh clia mat phing (o) 12 :
1(x=2)+2(y + 1) +2(z=3)=0 & x+2y +2z-6=0.

Y du 3. Cho mat phing (a) c6 phuong trinh 2x + 3y — 4z — 2 = 0 va diém

A0;2;0).

a) Vi€t phuong trinh mat phing (4) di qua A va song song vdi ().

b) Viét phuong trinh mit phéng () di qua OA va vuong géc véi ().

Gidi

a) Vi (f) song song vé6i () nén phuong trinh mat phéng (f) c6 dang :
2x+3y-4z+D=0. ¢))

Diém A thuoc () nén thay toa do cia A vao (1) ta duogc
20+32-40+D=0 & D=-6. '

Vay phirong trinh ciia mét phing (8 1a : 2x + 3y — 4z — 6 = 0.

b) Hai vecto ¢6 gid song song hodc dugc chia trong (y)1a :

OA=(0;2;0)vafiy, =2;3;4)..




Suy ra (}}) c6 vecto phap tuyén 7, = OA A iy =(-8;0;-4).

Mat phéng () di qua diém O(0; 0 ; 0) va c6 vecto phap tuyén la
ﬁy =(-8;0;-4).

Vay phuong trinh cia mét phéng (y) 1a: —8x—4z=0hay 2x+z=0.

V{ du 4. Viét phuong trinh mat phing () di qua ba diém A(1;0;0), B(0;-2;0),

C(@0;0;-3). ' '
Gidi

Ap dung phuong trinh mat phang theo doan chén ta dugc phuong trinh (&) c6

dang : —)1£+—X2—+—%=1 hay 6x —3y—2z-6=0.

 Van dé 2

Vi tri tuong d8i clia hai mit phing
():Apx+ Bly +Cz+ D, = 0,
%) :A2x+Bzy+C22+D2=O.
1. Phuong phdp gidi .
— Xét hai vectd phdp tuyén 7ip, =(A;; B; C)) va ﬁﬂ =(A,; B,; C)).
Ta ¢4 cdc truong hop sau :

* Ty # kﬁ'ﬂ s (o) céat (B);

. fig =kig .
{D1 1D, (@) Il (B);
- -_—k-. .
*{na Y@= B
D1=kD2

* fig.iig =01 (@) L ().
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2.Vidu
Vi du 1. Xét vi trf tuong d6i cha cdc cap mit phang cho bdi cdc phuong trinh
téng quat sau day : '
a) () :x+2y+32+4=0,
(B) :x+5y-2-9=0.

b) () :x+y+z+5=0,
(B) :2x+2y+2z+6=0.

c) () :x+2y+3z+1=0,
(B3) :3x+6y+9z+3=0.

Gidi

a) Goi h'o-,l van 5, 14n luot 12 c4c vecto phap tuyén clia cdc mit phéng (@) va (5)).

Ta c6 : ﬁal=(1;2;3)véﬁﬂ1'=(1;5;—1)
1 2 4 - .
Ti—s—:nal ikl’lﬁl. Vﬁy (a’l) cat (ﬂl)

b) Goi ﬁaz va ﬁﬂz 14n luot 12 céc vecto phép tuyén clia cdc mat phing (o)
va (ﬂz)

Tacéd: Mg, =(1;1;1)va ng, =2;2:2)

1 1.5 oy =515,
- —#Z =

2 2 6 1 5
_¢_.

2 6

Vay ()1 (B).
c) Goi Fz'a3 van £, 14n lugt 1a cdc vecto phdp tuyén clia cdc mat phéng (o)
va ().

Tacé: fp =(1;2;3)vaiig =(3;6;9)

- Vay (o5)=(55).

W | =

23
6 9

W | =




Yidu 2. Xac dinh gié‘tri ciia m dé cip mit phing sau day vuéng géc
(&) :2x+my+2mz—-9=0,
B :6x—-y-z-10=0. |
Gidi
Goi ny va i s 1an luot 12 c4c vecto phép tuyén cua cdc mat phing () va (B).
. Tacé: ny =@2;m;2m)
| Fiﬂ =(6;-1;-1).
Diéu kién cdn va di dé (@) L (8) Ia fig g, = 0.
Tac: (&) L(B) & fiyiig=0 o

S12-m-2m=0
S m=4.

Vay (&) vuodng géc v6i () khiva chi khi m = 4.

W du 3. Xéc dinh gid tri cha m va n d€ cdp mat phang sau day song song véi

nhau : (a):2x+my+3z—5=0,

(B :nx—8y—-6z+2=0.

Gidi
2 m 3 -5 3n=-12 n=-4

Tacé: (x S —E—=—Ft— =
acs: @ Ih) & S=mg=rp* {—6m=—24 {m=4
Van dié 7
Tinh khoang cach

1. Phuong phdp gidi
Loai 1. Tinh khodng cich tir di€m M(xy; yo; zp) dén mat phing (@) :

. . |Axq + Byy +Czq + D)
Ax + By + Cz+ D =0, ta dung cong thic d(M,, (o)) = .
\/A2 +B% +C?
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Loai 2. Tinh khoang céch giia hai '

mat phing song song (h.3.8) / M /
(@) : Ax +Byy +Cz +Dy =0 £ —

(ﬂ) A2X +Bzy +C22 +D2 =0

— Ta chon mot diém M thuoc (5) /
D, a

(chang han diém M[O; 0; —————j) :
2

Hinh 3.8

—Tacé d((a), (B) =dM, (@) .

W du 1. Cho hai diém A(1 ; -1 ; 2), B3 ; 4 ; 1) v mat phang () c6 phuong
trinh : x + 2y + 2z -10=0.

~ Tinh khoang céch tit A, B dén mit phéng (a).

>

Gidi
Tacé: did, (@) = x4 +2y4 +224 —10| ) |1‘2+4‘10|=Z
\/12+22+22 . 3 3
4B, (@) = |xp +2yp +2z5 ~10| _ |3+8+2-10) .
\/12+22+22 3

4 du 2. Tinh khoang cich giita hai mat phing song song (<) va (f) cho bdi
phuong trinh sauday : (@) :x+2y+2z+11=0,
B :x+2y+2z+2=0.

Gidi |
Ta lay diém M(0 ; O ; —1) thuoc mat phang (8), ki higu d((a), (B) la
khodng c4ch giita hai mat phang (&) va (). Ta cé

[xar +2yp +220 +11|

d((@), (B)) =dM, (@) =

\/12 +22 422
0+2.(0)+2.(-D+11]- 9
= :—-:3
g 3

Vay d((@), (B) =3.




W dy 3. Tim trén truc Oz diém M céch déu diém A(2 ; 3 ; 4) v mat phing (@) :
2x+3y+z—-17=0.

Gidi
Xét diém M(0;0;z) € Oz, tac6 : |

Piém M céch déu diém A va mit phing (@)

| 14

& 1427 -82+29) =27~ 34z +289
o 1322-78+117=0

& z%-6249=0

& z=3.

Vay diém M(0 ; 0 ; 3) 1a diém c4n fim.

C.CAU HOI VA BAI TAP

3.17. Viét phuong trinh clia mit phing (@) frong céc trudng hop sau :
a)(or) di qua diém M(2;0; 1) vanhan 7 = (1;1;1)lam vecto phdp tuyén ;
b)(«x) di qua diém A(1 ; 0; 0) va song song vdi gid cta hai vecto 7 =(0;1; 1),
V=(-1;0;2);
¢)(a)di qua ba diém M(1; 1; 1), N(4;3;2),P(5;2; 1).
3.18. Viét phuong trinh mat phéng trung tryc chia doan thing AB v6i A(1 ;=2 ; 4),
B(3;6;2). :
3.19. Cho titdién c6 cdc dinh 1a A(5;1;3),B(1;6:;2),C(5;0;4),D(4;0;6).
a) Hay viét phuong trinh mat phang (ABC) ;
b) Hay viét phuong trinh mat phang () di qua diém D va song song v6i mat
phang (ABC). :
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3.20.

3.21.

3.22.

3.23.

3.24.

3.25.

3.26.

.

A1

327

3. 28

TR

Gy

Hay viét phuong trinh mét phiang () di qua g6c toa do O(0 ; 0 ; 0) va song
song vdi mit phing (B) :x+y+2z—7=0.

Lap phuong trinh mat phéng (@) di qua hai di€m A(0;1;0),B2;3; 1) va
vuong géc véi mat phiang (B) :x+2y-z=0.

Xéc dinh céc gié tri cia A, B d€ hai mat phing sau day song song véi nhau :
() :Ax —y+3z+2=0,
(f) :2x+By+62+7=0.

Tinh khoang cich tir diém M(1 ; 2 ; 0) 14n lugt dén cdc mat phing sau :
a)():x+2y-22+1=0;
b)(B):3x+4z+25=0;
A(P:z+5=0.
Tim tap hop céc diém c4ch déu hai mat phing
(@) :3x-y+4z+2=0,
(B) :3x—y+4z+8=0.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D' ¢6 canh béng 1. Dung phuong phap toa
do dé -

a) Chiing minh hai mt phéng (AB'D") va (BC'D) song song ;

b) Tinh khoang cach giita hai mat phing dé.

Lap phuong trinh ciia mét phing («) di qua diém M(3 ; -1 ; -5) déng thoi

vubng géc voi hai mat phing

(B) :3x-2y+2z+7=0,
) :5x—4y+3z+1=0.

Cho di€m A(2 ; 3 ; 4). Hay viét phuong trinh clia mat phing () di qua cic
* hinh chiéu ctia di€m A trén cic truc toa do.

Xet vi tri twong ddi cia céc cap miat phang cho bsi phuong trinh tng quat
$du day :

a) () :3x—-2y-3z+5=0,

to) :9x-6y—9z-5=0.
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b) (@) :x—2y+z+3=0,
() :x=2y—z+3=0.
) (a3) :x-y+2z:-4=0,
(a3) : 10x— 10y + 20z - 40 = 0.
3.29. Viét phuong trinh clia mat phang (f) di qua diém M(2 ; -1 ; 2), song song
Vi truc Oy va vubng géc véi mat phang (¢) : 2x~y+3z+4=0.

- 3.30. Lap phuong trinh ctia mét phang («) di qua diém M(1 ; 2 ; 3) va cit ba tia
Ox, Oy, Oz l4n luot tai A, B, C sao cho thé tich ti dién OABC nhé nhat.

§3. PHUONG TRINH PUGNG THANG

A. CAC KIEN THUC CAN NHO

I. PHUONG TRINH THAM SO VA PHUONG TRINH CHINH TAC
1. Cho dudng thing A di qua diém Mgy(xg; yo; z9) va nhan vecto
d =(ay; ap; a3) V6i d # 0 lam vecto chi phuong. A ¢6 phuong trinh tham s6 12 :
x=xy+tq
y=Yo tia,
z = z¢ +1ag.
2. Cho dudng thing A di qua diém My(xg; yo; zg)vA nhan vecto
d =(ay; ay; az) sao cho aya,az #0 lam vecto chi phuong. A c6 phuong

=X =y—y0 _ zZ—Z )
ay @ az

. . X
trinh chinh tac la ;

II- PIEU KIEN PE HAI PUONG THANG SONG SONG TRUNG NHAU,
CAT NHAU HOAC CHEO NHAU

Cho hai dudng thing d va d’ lan lugt di qua hai diém My(xg; yo; zg)
My (xp; ¥os zg) va c6 vecto chi phuong lan lugt 1a 4@ = (a;; ay ay),
d = (af; ay; a3).
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Dit i =d Ad’, ta c6 cdc diéu kién sau :

n=0

Hd/ d {
M

-

n#0

3)dcitd & {

4)dva d’ chéonhau & #A.MyMy#0
SYdl & o 33 =0.

I1I- PIEU KIEN 3) MOT DUONG THANG SONG SONG, CAT HOAC

IV-
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VUONG GOC VOI MAT PHANG

Cho dudng thang d di qua diém M (xy; Y05 2g) Va cb vecto chi phuo’ng la
d =(a;; a,; a,), va cho mit phing (¢) c6 phuong trinh : Ax + By + Cz + D = 0.
Goi 1 =(A; B; C) 1a vecto phdp tuyén clia (&) . Ta c6 cac diéu kién sau :
‘ an=0
D d Il (@) { "
an=0
2)dc (o) &
Mye (o)
3)dcat () & Ha#0

4)d L (o) & n=ka.

TINH KHOANG CACH

1. Trong khong gian Oxyz, d€ tinh khodng céch tir diém M dén dudng thing
A ta thuc hién cac budc :

* Viét phuong trinh mét phang (&) chita M vA vuong géc véi A ;




* Tim giao diém H cha A v6i (@) ;

* Khoang cdch tir M dén A chinh 1
khoang céch gilta hai di€m M va H :
dM, A)=MH (h.3.9). '

2. Pé tinh khoang céch giita dudng thing
A va mit phing (@) song song v6i A ta
thuc hién cic budc :

* Ldy mot di€ém My (xg; yo; zg)tuy ¥y
trén A ;

* Khoang céch giita A va (&) chinh 1a
khoang cdch tir diém M, dén mat phing
(@) 1 d(A(@) =d(M,, (@) (h.3.10).

3. B¢ tinh khoang cdch gifta hai dudng
_ thdng chéo nhau A vA A’ ta thuc hién
cic budc :

* Viét phuong trinh mit phéng () chta
dudng thing A va song song véi dudng
thing A’ ;

* Ldy mot diém M(xg; yo; zp) tuy ¥y
trén A" ;

* Khoang cdch giita A vad A’ chinh la
- khoang céch tir diém M, dén mat phing
(@) :d(A, A) = d(M(’) , (@) (h.3.11).

S =)

Hinh 3.9

M,

/j/
L—

Hinh 3.10

Hinh 3.11

B. CAC DANG TOAN CO BAN

Vin dé 1

Viet phuong trinh tham 3 va phuong trinh chinh te clia dueng théng A

1. Phuong phdp gidi

Budc 1 : Xéc dinh mot diém c6 dinh Mg (xo; yo; ) thuc A.
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Buoc 2 : Xac dinh mot vecto chi phuong a (a s ay a3)'cﬁa A.
Bude 3 : Phuong trinh tham s6 va phuong trinh chinh téc clia A 14n luot ¢6 dang
X=X +Hiq
A y= Yo + ta2
z=1Zzgt+1ag

X=X - z—z . . .
A - 0_Y"Y0 _ 0 (néu ay,a, ,az déu khéc 0).
al a . a3 .

2.Vidu

¥ du. Viét phuong trinh tham s6 va phuong trinh chinh tic chia dudng thang A
di qua hai diém A(1;2;3),B(3;5;7).
| Gidi
A di qua hai diém A va B nén c6 vecto chi phuong 1 AB = 2;3;4).
Ax=1+2t
Vay phuong trinh tham s cia A 1a S y=2+3¢
z=3+4t,

Phuong trinh chinh thc clia A Ia x-2—l _y-2_ 223.

E VAN d€ 2

Xét vi trf tuong d6i gitta hai ducsng thing A va A’ trong khong gian

1. Phuong phdp gidi

Buéc 1 : Xédc dinh diém c6 dinh My(xg; yo; 20) V2 vecto chi phuong
d(ag; ay ay) cla A, Xdc dinh di€m c6 dinh Mg(xp; ¥o; 20) va vecto chi
phuong @ (aj; d5; a3) cta A" (h.3.12).

Budc?2 :Tinh n=anda.
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Budc 3 : Dang cédc ddu hiéu sau dé xét vi trf tuong d6i giita A va A’ :

AN o "0
M()EA

A= AN & n=0
MoeA,

. %0 i
A cét A’ o ) Hinh 3.12
;I.M()M(,) = 0

A va A’ chéonhau & #A.MgMg #0.

2. Vidu

x-1_y+1 z-5

W du 1. Xét vi tri tuong d6i ctia duong thing A : 14n luot

véi cac dudng thing sau
x=-3 y-2 z-6

9

d.: = =
17 4 6 2
Cx-4 _y-1_ z-3
26 9 3~ :
_x—3_y—2_z—6.

d,: =222
37 4 3 5
d4: —1=y+2=z+1.
3 2 2
Gidi
'Ta c6 dudng thing A di qua diém My (1 ; —1 ; 5) va c6 vecto chi phuong
d=(2;3;1). rd

a) d, di qua diém M (3525 6) vacé vecto chi phuong d; = (4;6; 2).
Tacé i=adna L =0:0; 0)=0

oudd (s

2+1 6—5
1

M thuOcA( ).VayAEdl.
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b)d, diqua M,(4:1;3)vacé vecto chi phwong @, =(6;9; 3).

Tacé i=dnd,=(0;0;0)=0.

4-1 1+1 .
¢—-3——).Vay Ald,,

M, khong thudc A (Vi

c) d3 di qua diém M3(3 ; 2 ; 6) va ¢6 vecto chi phuong 53 =14;3;)5).
Tacé: h':&'/\c'i3 =(12;-6;-6) £0.
MMy =(2;3; 1),
.MM, =24~ 18~6=0.
Vay A citd,,
d)d, diqua M (1;-2; -1) va co vecto chi phuong d, =.(§ ;25 2).

Tacé: i=dAdy =(4;-1;-5).

M0M4=(O;—1;—6),
. ﬁ.M0M4=O+1+3O¢O.

Vay A vad, 1a hai dudng thing chéo nhau.

x=3—t
Vi dy 2. Cho hai dudng thang d : 55——1=-y;——1=—zi va d i {y=2t
z==1+t.

a) Hay xét vi trf tuong ddi giita d va d'.

b) Tim giao diém néu c6 cliad va d'.
Gidi
x=1+2¢

a) Phuong trinh tham s6 cad : <y=-1+¢

z=-t.
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3—r=1+2f )
Xét he phuong trinh : (I) {2t==1+¢" (2)
~1+t=-1 (3)

. t+2t=2 t=0
Giai hé (1) va (2) ta dugc : , ’
2t-t'=-1 =1

Cic gi4 tri cua ¢, t’ nay thoa mén (3). Do d6 hé phuong trinh (I) c6 mot nghiém.
Vay d cét d'. |
b) Thay ¢ = 0 vao phuong trinh tham s6 clia d” ta dugc giao diém 1a M(3; 0; -1).

) Vin dé 3

Xét vi tri tuong déi gitta duong thing va mit phang

1. Phuong phdp gidi ‘

Cho dudng thing d di qua diém Mg(xg;-yg; zg) VA c6 vecto chi phuong

d (a;; a,; a,), cho mat phéng (¢r) c6 phuong trinh téng quét
Ax+By+Cz+D=0.

Goi 7 (A ; B ; C) 1a vecto phép tuyén clia («). D€ xét vi tri twong d6i giita

dudmg théng d va mit phing (c) ta cé cdc cdchsau:

Cdch 1. Xét tich v6 huéng 7i.d va thay toa do cla diém M, vao phuong trinh

cta (o) d€ kiém tra, ta c6 cdc trudong hop sau.

nd=
Truong hop 1. ? < d song song véi ()
| My &
Truomghop2. 1"~ < dnam trong ()
ruon . nam trong (&
8 hop Mye (@) g

Truomg hop3. H.ad#0 e dcit(a)
Truomg hop 4. 7 = kd <> d vuong géc v6i ().
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‘ X =xq9+1iq
Cdch 2. Vi€t phuong trinh tham s6 clia dudng thing d : {y =y, +1ay
zZ=1Zg + ta3.
— Thay x, y, z & phuong trinh tham s trén vao phuong trinh téng quét ctia mat
phéng (@) : Ax+ By + Cz + D = 0 ta duogc |
A(xg + ta) + B(yo + ta,) + C(zg + ta)+D=0haymt+n=0. (1)
Xét s6 nghiém ¢ cha phuong trinh (1) ta ¢6 cdc trudng hop sau.
Truomg hop 1 : (1) v nghiém
& d song song véi ().
Truong hop 2 : (1) 6 mot nghiém ¢ =1,
& d cat (o) tai diém M(xg + g a3 Yo + 19 a,3 20 + I a,)
Truomg hop 3 : (1) c6 vo s6 nghiém
& d ndm trong ()
Truonghop4:(A;B;C)= k(al; a,; a3)

<> d vudng géc véi ().
2.Vidu
x=142¢
Wdy 1. Xét vi trf twong d6i clia dudng thing A {y =2+4¢
z=3+¢

14n lugt v6i cdc mat phing sau (@)): x+y+z+2=0;
(p):4x+8y+2z-7=0;
(3) :x-y+2z+5=0;
(@g):2x-2y+4z-10=0.

Gidi
Pudng thing A di qua di€m M(1 ; 2 ; 3) va c6 vecto chi phuong @ = (2:4; 1).
Céic mat phing (), (o), (@), (@4) 6 vecto phép tuyén lan luot 1a
=15 151), iy=(4:8;2), iy =(1;-132), fig=(2; -2 4).




Ta
a)

o :

[#]

S|

I.Zi =2+4+4+1=7 # 0. Vay dudng thing A cit mit phing (7).
'b) /i, =2d. Vay dudng thing A vuong géc v6i (ap). -«
n,.d=2-4+2=0
c 3 .
My (a3) (Vi 1-(2)+ 2.(3)+ 5#0)
Vay dudng thing A song song vdi (a3).

Hg.d=4-8+4=0
Mye (ay) (vi 2.(1)-2.2)+ 4.(3)-10=0)

Véy duong thing A nim trong mat phing ().

W du 2. Cho duong théng d : xT_l.-:yTH:—il
va mit phing (@) : x+2y+z-1=0.
Chiing minh ring d cit (@) va tim toa d6 giao diém.
Gidi

x=1+2¢
Phuong trinh tham s6 ciad1a <y =—-1+1¢

z=-1.
Thay x, y, z & phuong trinh trén vao phuong trinh téng quét cia (@) ta dugc :

A+20+2(-1+H+(=-1=0 (1)

¢:3t=2¢:t=§~

Phuong trinh (1) ¢6 mot nghiém #; = —i— , vay d cét (o) tai diém

4 2 2 | 7 1 2
My|1+—;-1+—;——|hay My| —; ——; ——|.
0( 3 3 3) y 0[3 3 3)
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@ Vin dé 4

Tinh khodng cach

1. Phuong phdp gidi a
Loai 1. Khoang céch tit diém A(x AR AN / ‘A/C:H /
dén dudng thing A : —t—

.X—.XO =y—y0 =Z—ZO

ai a as Hinh 3.13
Cdch 1
* Viét phuong trinh mit phing () chia a

diém A va vubng géc véi A

* Tim giao diém H cia A va (@)
* Tinh d(A, A) = AH (h.3.13).

inh d(4, A) ( ) A H
Cdch 2
* Ldy diém M€ A

| M,
*Tinh 7 = MgA A d .4
Hinh 3. 14
*d(A, A) = @ (h.3.14).
|al
Loai 2. Khoéang cdch giita dudng thing A : 7% 7Y Z7H va mat -
‘ aq a as
phang (@) : Ax + By + Cz + D = 0 song song véi A
. M,
Cch gidi | A/j/
* Lﬁy dlém MO(XO; Yo Zo) thudc A | /J/«
* Tinh d(A, (@) = dMy, () - / H /
- |Ax0 + Byg +Czg +D| (h.3.15). " Hinh 3.15
VA2 + B2 + 2
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Loai 3. Khoang c4ch giita hai dudng thing chéo nhau

A: x-—xO =y"y0 =Z'—ZO
4 ) a3

A X=Xy _ Y=Yy _zZ-zj
. ’ - ’ - ’
9 a as
Cach 1

* Lap phuong trinh mat phéng (&) chia dudng thing A va song song vé6i A' ta
dugc () : Ax+By+Cz+D =0. .

* Ldy diém M{(xq; yg 5 z) thuoc A,
'Ax() + Byg +Cz}) +D|
\/A2 +B% +C?

* Tinh d(A, A') =d(My, (@) =

(h.3.16).

M;
A’/ﬂ
e
) A
Hinh 3.16

Cdch 2
* X4c dinh diém Mye Ava M} € A'.

* Xéic dinh hai vecto @ va @ 12 hai vecto chi phuong clia A va A",
*Tinh i=dnd’.

*Tinh V = |[MoMg 7.

\4

* Tinh d(A, A') = HK = =
n

(h.3.17).
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2.Vidu
A dy 1. Tinh khoang cdch tir diém A(1 ; 2 ; 1) dén dudng théng A :

x+2 y-1_z+1
1 2 -2

Gidi
Cdch 1
Goi (a) 12 mat phing di qua diém A va vuong géc véi A.
Tacé niy =dp =(1;2;-2).
Vay phuong trinh cta () 1a 1(x - 1) +2(y-2)-2(z-1)=0
hay x+2y-2z-3=0. |

xX==2+t
Phuong trinh tham s6 ctia A 1a Sy =1+2¢
z=-=1-2t,

thay x, y, z & trén vao phuong trinh (&) ta dugc :

(2+0+2(1+20)-2-1-20-3=0

& 9%-1=0
1

& t= —,
9

Vay (&) cit A tai diém H[—2+é; 1+g ; —1—%] hay H(—ﬂ' Ly ——11)

9 9 9 9
' 2 2 2
Tac6d(A, A)y=AH = (—E—lj +(_1_.1_._2 +(_._1__1__1
9 9 9
C15v5 545
‘ 9 3
Cdch 2

* A diqua My(-2;1;-1) vacé vecto chi phuong d@ =(1;2;-2).
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Tacé MgA =(3;1;2).
*n=MyArd =(-6;8;9).

il _36+64+25 55

gl Vi+a+4 3

* Vay d(A, A) =

‘Wdy 2. Cho mit phing (@) : 3x— 2y — z + 5 = 0 va dudng thing A :
x=1_y-7 z=3
2 1 4

a) Hay chitng td A song song véi ().
b) Tinh khoang cach giita A va ().

| gid
a)Tacé ny,=3;-2;-1)

dp =(2;1;4),
A di qua diém M(1;7; 3).
Tacé fiy. Gy =6-2-4=0vaAMy ¢ (@).Vay A song song véi ().
BO-20-3)+5] _ 9
J9+4+1 V14

Wdy 3. Tinh khoang cach giifa hai dudng thing

b) d(A,(@)) =dM,, (@) =

x=1+2¢
A:dy=-1-¢ va A,:x—2=y+2=z—3‘
-1 1 1
z=1
Gidi
Cdch 1

Goi (o) 1a mat phéng chia A va song song v6i A’. Hai vecto c6 gid song
song hodac naim trén (@)1a: d =(2;-1;0)va a =(-1;1;1).

Suy ra (&) c6 vecto phdp tuyén ri=daad =(-1;-2;1).

Mit phéng (o) chita A nén di qud diém M(1 ; -1 ; 1). Phuong trinh (@) c6
dang-(x~1) -2+ D +1z-1)=0 & x+2y-z+2=0.
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331

3.32.

3.33.

112

A’ di qua diém My (2;-2;3).

Vayd(A, &)= d(Mray < 222233 6
y ’ 0 m \/g 2 .
Cdch 2 '
Tacé rA=dnad =(-1;-2;1)
MMy =(15-1;2),
V=|M0M6.}_1.I=|—1+2+2|=3_
Vaydia, 8= Yo 23 N6
l il Vi+4+1 J6 2

C. CAU HOI VA BAI TAP

. Viét phuong trinh tham s6, phuong trinh chinh tic cia dudng thang A trong

cdc truong hop sau : .

a) A di quadiém A(1 ;2 ; 3) va c6 vecto chi phuong d =(3;3;1);

b) A diquadiém B(1;0; ~1)va vuong géc véi mat phang (@) :
2x—y+z+9=0;

c) A diquahaidiém C(1;-1;1)vaD2;1;4).

Viét phuong trinh ciia dudng thdng A ndm trong mat phdng (@) 1y +2z=0
x=1-t x=2-t

va cat hai dudng thdng d :{y=t dy:qy=4+21
z=4¢ z=4.

Xét vi tri tuong d6i cha cdc cip dudng théng d va d’cho bdi cic phuong
trinh sau :

x+1 =y—1 ='z+2 va

Vd: T
x=t

byd:<y=1+¢ va d
z=2-t

d .

x—-1 _y-5_z-4
3 2 2
x=9+2¢
y=8+2f ;
zl=10—2t'




X =t x=0
c)d:{y=3t va d :{y=9
z=—-1-2¢ , z=>5¢t.

3.34. Tim a d€ hai dudng thing sau day song song

x=5+t ' x=1+2¢
d:{y=at va d :{y=a+4t
z=2-t z=2-2¢.
3.35. Xét vi trf trong d6i clia dudng thing d véi mat phing () trong cic trudng
hop sau :
(x=t
ayd:{y=1+2t va (@) :x+2y+z-3=0;
z=1-¢ '
(x=2-t ,
b)d:y=t va (@) :x+z+5=0;
Z2=2+t
(x=3-1
c)d:y=2-t va (@) :x+y+z-6=0.
Lz=1+2t
3.36. Tinh khoang céch tir diém A(1 ; 0 ; 1) dén dudng thing A : %:%:%.

x+3 _y+1 _z+1
2 3 2
va mit phing (@) : 2x -2y +z+3=0.

3.37. Cho dudng thing A :

a) Ching minh ring A song song vdi ().
b) Tinh khoang céch giita A va (@).

3.38. Tinh khoang c4ch giita c4c cap dudng thdng A va A’ trong céc trudng hop sau :

x=1+t x=2-3¢
a) A: <y=-1-t¢ va A {y=2+31;
z=1 z=3¢
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xX=t ‘ x:t’

b)A:<y=4-¢ va A :dy=2-3¢;
z==1+2¢ Z=—3t’.

3.39. Cho hai dudng thing A: *—L=2*3_274
2 1 -2

A x+2___y—1'=z+l.
4 2 4

a) Xét vi tri twong d6i.gita A va A" ;
b) Tinh khoang céch giita A va A’
.2 N . x-1 y+1 =z |
3.40. Cho di€m M(2 ; -1 ; 1) va duong thang A : T = —1 = 5
a) Tim toa d6 diém H 12 hinh chiéi vuoéng géc ctia di€m M trén duong thing A ;
b) Tim toa d¢ diém M’ d6i xing v6i M qua dudng thing A.
3.41. Cho diém M(1 ;-1 ; 2) vi mit phing (@) : 2x—y +2z+12=0.
a) Tim toa do diém H 12 hinh chi€u vuéng géc clia diém M trén mit phéng (@) ;
b) Tim toa d6 diém M’ d6i xing v6i M qua mit phing ().

3.42. Cho hai dudng théng
x=1+¢
va d :qy=3-2¢

z=1,

d- x—1=y—2=
-1 . 2

(USHRN

Lap phuong trinh dudng vuéng géc chung cia d va d'.

3.43. Cho hinh 1ap phuwong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bing a. Bing phuong phép toa
d¢ hay tinh khoéng céch giita hai dudng thing CA’ va DD’.

3.44. Cho mit phang () : 2x+y+z-1=0
va dudng thing d : x-1_y_ 242

| 2 1 3

Goi M 1a giao diém cta d va (@), hiy viét phuong trinh ciia dudng thing A

di qua M vuong géc véi d va nam trong ().
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3.45. Cho hai dudng théng d, :

3.46. Cho hai dudng thing A

3.47.

3.48

3.49.

, x=T7+3t
va  dyiiy=242¢

z=1-2¢t.
a) Chiing minh rang d, va d, cing nam trong mot mat phing ().

x-1_ y+2 z-5
-3 4

b) Viét phuong trinh clia (@) .

BAI TAP ON TAP CHUGNG III
y+2_z

3 4

x=1+¢

(SR

va Ay Y= 2+t
z=1+2¢t.
a) Viét phuong trinh mét phing () chda A; va song song véi A,.
b) Cho diém M(2 ; 1 ; 4). Tim toa d6 diém H thuoc dudng thing A, sao cho
doan thing MH c6 d6 dai nho nhét.

Trong khong gian Oxyz cho hinh hop chit nhat ABCD.AB'C'D’c6 A(0 ; 0 ; 0),
B@;0;0),D0;a;0),A0;0;b)véia>0vab>0. Goi M 1a trung diém
canh CC". '

X4c dinh ti s6 —Z— dé hai mit phing (A'BD) va (MBD) vubng géc v6i nhau.

Cho hai diém A(2;0;0),B(0;0; 8) va diém C sao cho A_C. =(0:6;0).
Tinh khoang c4ch tir trung di€m 7 cha BC dén duong thing OA.
Trong khong giaﬁ Oxyz cho hai mat phing x + 3ky -z +2=0 ()
va kx-y+z+1=0 (p).
Tim k dé giao tuyén cia () va (¥) vuéng géc véi mit phing
(@) :x-y-2z+5=0.
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3.50.

3.51.

Trong khong gian Oxyz cho diém A(—4 ; -2 ; 4) va dudng thang d :

x=-3+2¢t
y=1-t
z=-1+4t.

Viét phu'cmg trinh duong thing A di qua diém A, cit va vuong géc véi
dudmg thing d.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A,B,C D c6 canh bang 1. Goi M, N, P lan luot
1a trung diém cla cdc canh BBy, CD, A,D,. Tinh khodng cich va goc gilta
hai dudng thang MP vaC, N.

3.52. Cho hinh chép S.ABCD c6 d4y 1a hinh thoi ABCD, AC cét BD tai g6c toa d¢ O.

3.53.

3.54.

3.55.
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Biét A(2; 0;0),B(0;1;0),50;0; 2\/—2_ ). Goi M 12 trung diém canh SC.
a) Viét phuong trinh mat phing chita SA va song song véi BM. '
b) Tinh khoéng céch giita hai dudng thing SA va BM.
Trong khong gian Oxyz cho diém D(=3 ; 1 ; 2) va mat phéng () di qua ba
diém A(1;0;11),B(0;1;10),C(1;1;8).
a) Viét phuong trinh dudng thang AC.
b) Viét phuong trinh téng quét cia mat phing ().
¢) Viét phuong trinh mat cdu (S) tam D, bén kinh r = 5. Chiing minh mat
phéng (@) cit mit cdu (S).
Cho mat phing (P) : 2x — 3y + 4z — 5 =0 vamit cdu (S) :
‘ x2+y2+'22+3x+4y -52+6=0.

"a) Xéc dinh toa do tam I va ban kinh r cha mat ciu (S).

b) Tinh khoang céch tir tam / dén mat phing (P). Tir d6 ching minh ring
mat phing (P) cit mat cdu (S) theo mot dudng tron ma ta ki hiéu 1a (C).
X4c dinh ban kinh r’ va tam H cta duong tron (C).

Cho mat phing (@) c6 phuong trinh téng quat: 2x+y —z — 6=0.

a) Viét phuong trinh mat phing (f) di qua O va song song v6i (@) .

b) Viét phuong trinh tham s& ctia dudng thang di qua géc toa do va vuong
géc v6i mat phing (@) .

¢) Tinh khodng céch tir g6c toa do dén mat phang (@).




3.56.

3.57.

3.58.

3.59.

Cho hinh hgp chit nhat c¢6 cic dinh 14 A(3;0;0), BO ; 4 ; ;0),C0;0;5),
0(0; 0; 0) va dinh D d6i xting v6i O qua tam hinh hop chit nhat

a) Xdc dinh toa d6 dinh D. Viét phuong trinh téng quat clia mat phing
(ABD).

b) Viét phuo’ng trinh tham s6 ctia dudng thang di qua D va vuong goc véi
mit phing (ABD). '

Trong khong gian Oxyz cho bOn diém A(6;-2;3),B(0;1; 6),C(2;0;-1),
D#4;1;0).

Goi (S) 12 mat cdu di qua bén diém A, B, C, D. Hay viét phuong trinh mit
phang ti€p xiic véi mit ciu (S) tai diém A.

Trong khong gian Oxyz cho ba diém A(1 ;0 ; 0),B(1;1;1), C(% ; % ; %)
a) Viét phuong trinh t8ng qudt ctia mit phing (@) di qua O va vudng géc
vai OC. ‘

b) Viét phuong trinh mét phing (f) chita AB va vuong goc véi ().

Trong khong gian Oxyz cho 4 diém A(1; 0 ; 0), B(O 1;0),C0;0;1)va

- D(1;1;0).

a) Vi€t phuong trinh mit cdu (S) di qua b6n diém A, B, C, D.

b) Xdc dinh toa do tam va ban kinh clia dudng tron 12 giao tuyen clia mat
ciu (S) véi mat phéng (ACD).

3.60. Trong khong gian Oxyz cho b6n diém A2;4;-1),B(1;4;-1),C(2;4;3),

D@2;2;-1).

a) Ching minh ring c4c dudng thang AB, AC, AD vubng géc véi nhau timg
d6i mot.

b) Viét phuong trinh tham s6 clia dudng vuong géc chung A cua hai du’o’ng
théng AB va CD.

¢) Viét phuong trinh mat cdu (S) di qua bén diém A4, B, C, D.
d) Vi€t phuong trinh mat phéng () ti€p xic véi mit cdu (S) va song song
v6i mit phing (ABD).
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3.61.

3.62.

3.63.

3.64.

3.65.

3.66.
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CAU HOI TRAC NGHIEM

Cho mait phing (&) di qua hai diém E(4 ; -1; 1), F(3;1;-1) va song song
v6i truc Ox. Phuong trinh ndo sau day 1a phuong trinh t6ng quat cia («) ?
A)x+y=0; \ C)x+y+z=0;

B)y+z=0; DO)x+z=0.

Goi (@) 12 mit phing di qua diém A(1 ; 2 ; 3) va song song v6i mat phing
(B) : x — 4y + z + 12 = 0. Phuong trinh nao sau d4y 14 phuong trinh ctia (@) ?

(A)x—-4y+2z+4=0; OC)x-4y+2z-12=0;
B)x—-4y+z-4=0; D)x—4y+z+3=0.
Trong khong gian Oxyz, cho diém I(2 ; 6 ; —3) va cdc mat phéng :
():x-2=0
B:y-6=0
(y):z+3=0.
Tim ménh dé sai trong cdc ménh dé sau :
(A) (o) diqual; ' O (y)10z;
B) (B /] (x0z) ; D) () L(B).
Phuong trinh clia mat phing chia truc Oy va diém Q(1;4; -3)1a:
(A)3x+z=0; (C©)3x+y=0;
B)x+3z=0; - (D)3x-z=0.
Cho mat phing (@) : 2y + z = 0. Tim ménh dé diing trong cdc ménh dé sau :
(A) (2) /] Ox; ©) () /] ¥Oz) 5
B) () /IOy ; (D) (@) D Ox.

Cho ba diém A2 ;1;-1),B(-1;0;4), C(0; -2 ; —1). Phuong trinh nao sau
day 13 phuong trinh clia mat phing di qua diém A va vuong géc véi dudng
thing BC ?

(A)x—-2y-5z+5=0; O x-2y-5z=0;
B)x-2y—-5z-5=0; (D)2x-y+5z-5=0.




3.67.

3.68.

3.69.

Goi (7) 1a mat phing di qua di€m M(3 ; -1 ; -5) va vudng géc véi hai mat
phing: (@) :3x-2y+2z+7=0,

(B:5x~4y+3z+1=0.
Phuong trinh téng quat cta () 14 : ' _
(A)2x+y-2z-15=0; O x+y+z+3=0;

(B)2x+y-2z+15=0; » (D) 2x+y-2z-16=0.
x=2+2t

Cho dudng théng d c6 phuong trinh tham s6 : {y = -3¢
z=-3+5¢t.

Phuong trinh nao sau day 1a phuong trinh chinh tic ctia d ?
x=2 'y z+3

A =2 Zr . C)x—2=y=z+3;
(A) 7 "3 ©x y=z
@22y 23, . D)x+2=y=z-3.
2 -3
x=2-t
Cho dudng théng d c6 phuong trinh tham s6: {y=1+1¢
z=t.

Phuong trinh nao sau day la phuong trinh chinh tic ciia d ?

(A)=

; , (C)2x+y+z-5=0;

— I

x_Y
2 1
X— 2

-1

<

(B)

=%; . D)x+y+z-3=0.

Pk ‘

-1

3.70. Phuong trinh nao sau day 1a phuong trinh chinh tic cha duong thing di qua

hai diém A(1;2;-3)vaB3;-1;1)?

A) x—1=y—2=z‘+3 : : © x—-1=y—2=z+3 :
3 -1 1 2 -3 4
(B) x—3=y+l=z—1 : D) fx+1=y+2=z—3.
_ 1 2 -3 2 -3 4
x-12 _y-9 _z-1 . _ .

3.71. Toa d6 giao diém M ctia dudng thang d : 3 va mat phang

(@) :3x+5y-2z-2=01a: |

A)(1;051); B)(0;0;-2); (O@1;1;6); D) (12;9;1).
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x=1+t
3.72. Cho dudng thing d: {y=2—t vamatphing (@) :x+3y+z+1=0.
z=1+2t

Trong cdc ménh dé sau, tim ménh dé ding : .

(Adll(a); (B) dcit () ; ©Odc(a); D)d L(a).
: N x=-1 y-1 z-2 )
3.73. Cho dudng thang d : N = 5 = 3 va mét phang (@) :x+y+z—-4=0.
- Trong c4c ménh d€ sau, tim ménh dé ding -
(A)dcit(a); Bd/l(a); O dc(a); D)d L(a).
3.74. Hiy tim két luan ding vé vi trf twong d6i giita hai dudng thang :
x=1%t [x=1+2¢
d:<y=2+t va d:{y=-1+2¢
z=3—-t z=2-2¢
(Aydcitd'; (C) d chéo v6i d’ ;
Byd=d, D)d//d.
3.75. Giao diém clia hai dudng thing :
x=-3+2t x=5+1
d:{y=-2+43t va d':{y=-1-4¢ la:
z=6+4t z=20+¢".
(A)(-3;-2;6); ©(3;7;18);
B (5;5-1;20); D)(3;-2;1).
3.76. Tim m d€ hai dudng thing sau dy cit nhau :
x=1+mt x=1-¢
d:{y=t vi d':{y=2+2r
z=-1+2t z=3-¢
A)ym=0; Bym=1; OCOm=-1,; Dym=2.

3.77. Khoéng c4ch tir diém M(-2 ; —4 ; 3) dén mit phing (@) : 2x—y+2z-3=01a:
(A)3; B2; O1; (D) 11.
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3.78. Goi H 1a hinh chi€u vuong géc clia diém A(2 ; —1 ; —1) d€n mat phiingﬂ(a) :
16x — 12y — 15z —4 = 0. Do dai ctia doan AH 1a : ‘

11 11 22
A)S55; - O —: -
(A)55: (B) 5 ( )25 | D) 5

3.79. Cho mat cdu tam /(4 ; 2 ; —2) bén kinh  ti€p xic v6i mat phing
(P) : 12x — 5z — 19 = 0. Bén kinh r bing :

39
(A)39; B 3; (©)13; D) ——=-
| J13
3.80. Cho hai mat phing song song :
(@):x+y-z+5=0
va B :2x+2y-2z+3=0.
Khoéng cich giita (@) va (B 1a:
2 7 7
(A —7= B2; © =3 D) —=.
V3 2" 243
3.81. Khoang céch tix diém M(2; 0; 1) dén dudng thing d : x—Il = % = Z—I-z— 1a:
‘ 12
@A) Vi2; (B) V3 ; © V2; D) —=-
Je
3.82. Ban kinh ctia mat cdu tam I(1 ; 3 ; 5) va ti€p xiic v6i dudng thing
x=t
d:{y=-1-t la:
z=2—t
@Via; (B 14; ©V7: 7.

3.83. Khoéng céch giita hai dudng thing :

x=1+2¢
d:ly=-1-t wva g XTEE2 273 g,
-1 1 1
z=1
J6 1
(A) V6 ; B) — ; (C) —=; (D) V2.
2 J6
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3.84. Toa do hinh chi€u vuoéng géc chia diém M(2 ; 0 ; 1) trén dudng thing
_x—1=z=z-—2 Ia:
1 2 1

(B)(2;2;3); (D) (-1; -4;0).

(A)(1;0;2); ©(@©;-2;1);
3.85. Cho mit phéng (@) : 3x—2y—2z+5=0
va dudng théng A : x1_y=7 2—3.
2 1 4
Goi (f) 1a mat phang chita A va song song vé6i (). Khoang céch giita (@) va

Bl
9 9 : 3 3
( )14 ()\/14 ()14 ()\/14

HUGNG DAN GIAI VA PAP SO

§1. HE TOA O TRONG KHONG GIAN

3. m=(-4;-2:3),
n=9;2;1.
3.2.a) Tabiétring a va b cing phuong khi va chi khi g = kb v6i k 1a mot s6 thuc. Theo gia

thiét ta c6 b =(xp;Y0:20) Vixg=2.Tasuyrak= > nghiala 1 = —x.
: 1 |
Do d6: —3=5y0nény0=—6,

4=%zonén20 =8.

Vaytacé b =(2;-6:8).
b) Theo gia thiét ta c6 ¢ =-2a.
Dod6toaddcliac 1a: ¢ =(-2;6;-8).

3.3. Goi M’, M”, M"" 14n luot 12 hinh chi€u vudng géc clia diém M trén c4c mat phing (Oxy),

(Oyz), (Ozx) (h.3.18).
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Tacé: AZ
M'(xy; 505 0) ' | M
pid ]
M"(0; yo ' zo) v " o0
0-70 M ¢Cmm e v i
M"(xg; 0 zg). ; ! M(xo:", Yos Zo)
—_— ! ' 1
34.2)Tacé AB =(-1;-2;1) PO — >
1 [} //
AC =(-1;-3;0). e i
Ba diém A, B, C thing hang khi v chi khi A ‘ M’
hai vecto ITB‘ va ;1—5 cling phuong, nghia Hinh 3.18
1A AB =kAC véi k 1a mot s6 thuc.
k(-1)=-1
Giasirtacé AB =k AC, khid6: {k.(-3)=-2
k.(0)=1.

3.5.

3.6.

Ta khong tim dugc s6 k ndo thoa min dong thdi ca ba déng thifc trén. Vay ba diém A, B, C
khong thing hing.

b) Tacé MN =(=5;2:0)vd MP =(~10: 4 ; 0). Hai vects MN vA MP thoa man
didu kien MN = kMP v6i k = % nén ba diém M, N, P thing hang.

Piém M thuoc mat phing (Oxz) c6toa do 12 (x; 0; z), cdn phdi tim x v z. Ta c6 :
CMA = -xtel4(-2°
MB?=(-1-%° +1+2°
MC*=(3-x%+1+(-1-27%
Theo gi4 thi€t M céch déu ba diém A, B, C nén ta c6 MA> = MB* = MC?.

Tir 46 ta tinh dugc M = (%;0;—%).

a) Taco R=A_B+BE

BD=BC+CD .
Dodé: AC+BD =AD + BC vi DC=-CD.
b)Vi AB=AD+DB va AD=AC+CD nén: AB=AC+CD +DB.

—— g ey

Do dé6: 2AB =AC + AD +CD +2DB.

—_— ] —

Vay AB=%AC+-;—E+—;55+B§.
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3.7.

38.

a) Ta c6 MPNQ 12 hinh binh hanh vi ﬁ:QTV:%ES va M—Q=Fﬁ=%ﬁ.

—_— —

Dod6 MN =MQ+MP = %+-C22 hay 2MN =AB+CD. (1)

Mit khdc AB = AD + DB

———— | ——

CD =CB +BD
nén A_B.+C—D=X5+El§ ' 2) A
vi DB=-BD (h:3.19).
Tix(1)va (2)tacé: AB+CD=AD+CB=2MN . P
1a déng thic cdn ching minh.
b) Ta c6 FQ’:FQ—W:A—;;-%- B D
Do d6 2P0 = AB-CD. 3) Q
Mit khdc : AB=AC +CB C
&5 = BD - B Hinh 3.19
nén AB-CD =AC -BD @)

vi CB-(-BC)=0.
Tir (3) va (4) ta suy ra AB - CD = AC — BD =2PQ 12 déng thic c4n chiing minh.
Muén chiing tb ring ba vecto #, v, w d6éng phing ta cin tim hai s6 thuc p vd ¢ sao cho
W= pi+gqv. .
Gidsitcé6 w=pu+qv

22 -33 = p(@ - 2b) + q(3b - &)

& 3+p)d +Bqg-2p)b —(g+2)E=0 (1)

_ Viba vecto a, b, ¢ 14y ty ¢ nén dang thic (1) x4y ra khi va chi khi
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3+p =0

3g-2p=0 :{
g+2 =0

p=-3
q=-2.

Nhu vay ta c6 : w=-3ii —2V nén ba vecto #, v, w déng phing.




39. Goi d, la vecto don vi cing huéng véi  Z
- P 1 -
vecto a, tacé a, =|—_;|-a (h.3.20). Asl
a \\\
Goi 0A; = a, va cic diém Al, Az, A3 theo \\\\
thi tu 12 hinh chi€u vuéng géc cia diém A, a 5 .AO
. . ]
trén céc truc Ox, Oy, Oz. '
— — i
Khi d6 tacé : |9éll =cosa, lg_f—,—2|=cosﬂ, \\\\\\ i
|0A0| |0A0| \\\\\ K
|9_é3| = cosy. Hinh 3.20
|04, |

Vi |070!=1 nén IO_A.1|=cosa, —054.2|=cos,3, IO—A.3|=cos}/.
Ta cé 550 =0—A.l +o72 +a3, tasuyra: 520 =cosai+ cosﬂ}+cosy7c.
hay 5;1.0 =(cosa; cos f3; cosy).

Vi OAq =d, ma |Zz'0|=l néntacé: cos? o +cos? f+cos2y=1.

3.10. a) Ta c6 AB.CD = AB.(AD — AC) = AB.AD — ABAC (1)
AC.DB=AC.(AB-AD)= AC.AB-ACAD )
AD.BC = AD.(AC - AB)= AD.AC — AD.AB 3)

Ldy (1) + (2) + (3) ta c6 heé thic cdn ching minh 12 :

AB.CD + AC.DB + AD.BC =0.
b) Tir he thifc trén ta suy ra dinh If : “Néu & dién ABCD ¢6 AB L CD, AC L DB, nghia
12" ABCD =0 va ACDB=0 thi AD.BC =0 vadod6 AD L BC.”

3.11.2) 3.6 =6(1 -c); b) db=-21; c¢) ab=0.
312.0) [4Bl=3; b) [4B| =5.

3.13.Tac6: AB =(~a:b;0)
va ;1—6= (—a‘; 0;c0).
Vi ABAC=a? >0 nén géc BAC 12 géc nhon.

Lap luan twong tu ta chitng minh dugc cic géc B va C ciing 12 géc nhon.
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314.2) -5+ G+ + (-1 =4;
b) (-4 + 5+ 47 + (2 -27 =36
OG-3++2 + -1 =18

3.15.2) Tam I(3 ; -1 ; 8), ban kinh r = 10 ;
b) Tam I(-2; 1 ; 3), ban kinh r = 8.

3.16. Phuong trinh mat cdu (S) cAn im c6 dang : x> +y° + z° — 2ax — 2by — 2cz + d = 0.

Vi Ae Snéntacé: 1-2a+d=0 )]
Be (S néntacd: 4+4b+d=0 2)
Ce (S)néntacd: 16-8c+d=0 3)
O€ (Snéntacé: d=0 , 4)

p—

Giai he 4 phuong trinh trén tac6: d=0,a= —,b=—-1, c=2. .

[\

Vay mat cdu (S) cdn fim ¢6 phuong trinh d : x> + y> + 22 —x + 2y — 4z = 0.
Phuong trinh mit cdu (S) c6 thé viét duéi dang :

2
(x-—-;—) +(y+1)2+(z—2)2—i——-1-—4=0

2
1 P12 4+ (z—2)2 = 2L
& (x 2) +(y+1)* +(z-2) 2

Vaymatcﬁu(S)cétamI(—;-;—l;Z) vac6 ban kinh r = g

§2. PHUONG TRINH MAT PHANG

3.17. a) Phirong trinh (@) cé6dang : (x - 2) + )+ (z—1)=0hayx+y+z-3=0.
b) Hai vecto cé gié song song vdi mit phing(@la: & =(0;1;1) va¥v =(-1;0;2).
Suy ra (o) c6 vecto phdptuyénld n=u Av =(2;-1; 1).
Mit phing (&) di qua diém A(1; 0; 0) vanhan 7 =(2;-1; 1) la vecto phép tuyén. Vay
phuong trinh cia (@) 1a: 2(x—1)-y+z=0hay2x—-y+z-2=0.
c) Hai vecto c6 gid song song hodc ndm trén (a) 12 : MN = 3;2;1)
VA  MP =(4;1;0).
Suy ra (@) c6 vectd phép tuyén 12 7 = MN AMP =(-1; 4 ; =5).
Vay phuong trinh cia (@) 1a: -1(x - 1)+ 4(y - 1) - 5(z-1)=0hayx -4y + 5z -2 =0.
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3.18. Doan thing AB c6 trung diém 12 I(2 ; 2 ; 3). ,
Miit phiing trung tryc ctia doan AB di qua I v c6 vecto phép tuyén 1 7 = IB = 1;4;-0.
Phuong trinh mit phéng trung tric cha doan AB 1a :
1x-2)+4(y-2)-1(z~3)=0 hayx+4y—-2z-7=0.

3.19.2)Tacé : AB =(=4;5;-1)va AC =(0;~1; 1),suyra i=ABAAC = (4; 4 ; 4).
Do d6 (ABC) c6 vecto phdp tuyénla 7i =(4;4;4) hoac i’ =(1;1;1).
Suy ra phuong trinh cha (ABC)1a: (x -5)+(y— 1)+ (z-3)=0hayx+y+2z-9=0.

b) Mt phing (@) di qua diém D va song song v6i mat phing (ABC) nén (@) cling c6
vecto phép tuyénla n’ =(1;1;1). -

Vay phuong trinh cha (@) 1a: (x—=4) + () + (z~6)=Ohay x +y +z - 10=0.
3.20. Mt phéng () song song v6i mat phing (B : x+y+2z—-7=0.
Vay phuong trinh clia (@) c6 dang : x +y + 2z + D = 0.
() diqua g6ctoaddo O(0;0;0)suyraD =0.
Vay phuong trinh cha (@) lax + y + 2z = 0.
3.21. Mt phing () di qua hai diém A, B va vudng géc v6i mat phing (B :x+2y —z=0.
Vay hai vecto c6 gi4 song song hodc nim trén () 1a AB = 2;2;1)va iiﬂ =(1;2;-1).
Suy ra (@) c6 vecto phdp tuyénla: 7, =(-4;3;2).
Vay phuong trinh chia (@) 12 : —4(x) +3(y — 1) +2(z) =O hay 4x - 3y —2z+3 =0,

A -1 3 2 A=1
3.22. (a)//(ﬂ) @E-——B——g¢7 ~ {B:—Z.
3.23.2) d(M, (a))=w=§=2.
Ji+4+4 3
|3+25] 28
b)dM, () = L =22 |
VA B= 5 e TS
‘ 15
c)dM, (p) = A =3.

3.24. Xétdiém M(x ; y; z). Ta c6 : M céch déu hai mat phéng () va (B
Bx—y+4z+2| Px-y+4z+§|
Jo+1+16  J9+1+16

& 3x-y+ 4z+5=0.

& dM, (@) =dM, (D) &
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3.25. Ta chon he truc toa d6 sao cho céc dinh clia hinh 1ap phuong c6 toa d6 1a :
A0;0;0), B(1;0;0), DO;1;0),
B@1;0;D, DO;1;D, C(1;1;1).
a) Phuong trinh clia hai mit phing (ABD)va (BCD)la: x+y—-z=0vax+y-z—1=0.
11 -1 0

Tacé: I=I=—1¢—1.VQY(ABD’)//(BCD).

b) d((AB'D"), (BC'D)) = d(A, (BC'D)) = L .

V3

3.26. Mat phéng (&) vudng géc v6i hai mit phing (B) va (3), do d6 hai vecto c6 gi4 song song
hoé_lcnémtrén(a)léfiﬂ=(3;——2;2)vé Fiy=(5;—4;3) ‘

Suy ra iia=FiﬂA?iy =(2;1;-2).
Mait khéc (@) di qua diém M(3 ; —1 ; —5) va c6 vecto phdp tuyén la h'a , vy phuong trinh
cha(a)la:2(x-3)+1(y+1)-2(z+5)=0hay 2x+y-2z-15=0.

3.27. Hinh chi€u ctia diém A(2 ; 3 ; 4) Ién c4c truc Ox, Oy, Oz ln luot 14 B(2 ;0 ; 0), C(0 ; 3 ; 0),
D(0 ; 0 ; 4). Mit phing (&) di qua ba diém B, C, D nén () c6 phuong trinh theo doan

chinla: %+§+§=1 hay 6x + 4y + 3z — 12 = 0.

3.28. a) (e)// (a;) ; b) (@) cit (a;) ; c) (a,) tring véi (a;) .

3.29. Mit phing (8) song song v6i truc Oy va vuéng géc véi mit phing (@) : 2x—y + 3z +4 =0,
do d6 hai vecto c6 gis song song hodc nim trén (5) 1a: ; =0;1;0)van, =2;-1;3).
Suy ra (B) c6 vecto phép tuyén Ia 7i, = jAd,=(3;0;-2).
Mt phing (B) di qua di€ém M(2 ; -1 ; 2) c6 vecto phdp tuyén 12 : 7 5 = (3;0;-2).

Vay phuong trinh cia (£)1a: 3(x — 2) — 2(z — 2) = 0 hay 3x —2z-2=0.

3.30. Goi giao diém clia (&) véi ba tia Ox, Oy, Oz l4n luot 1a A(a ; 0; 0), BO; b;0), C(0;0; ¢)

(a, b, c>0). ’
Mt phing (a) c6 phuong trinh theo doan chin Ia : 3‘-+%+5 =1 (1)
a [
) Y S 1 2 3
Do (o) di qua M(1 ; 2 ; 3) nén ta thay toa d§ ctia diém M vao (1) : —+;+—=1.
: a C

128




Thé tich cta tir dien OABC 1AV = %B.h =%

Ap dung bat dang thitc Co-si,tacé: 1 = l+——+—23 3L = 125—6
a c abc abc

= abc 2276 = V 2 27.

Tacéd:V dat gid trinhd nhit & V=27 & l=2=é
a c

1
3
Vay phuong trinh mat phang (@) thoa méan dé bai 13

x y z

—+=+—=1haybx+3y+2z—-18=0.
3 6 9 '

§3. PHUONG TRINH DUGNG THANG

3.31.a) Phuong trinh tham s6 clia dudng thing A di qua diém A(1 ; 2 : 3) va c6 vectd chi
phuong d =(3:3:1)1a:

x=1+3t
y=2+3¢
72=3+1 .
Phuong trinh chinh tic cia A 1a xol_y-2_ 273
-3 3 1
BYA L2 = =25-1510)
=142t
Phuong trinh thani s6coa A 13 (y=~¢
' z==14+t

Phuong trinh chinh tic ciia A 1a L= - Z+1

¢) A di qua hai diém C va D nén c6 vecto chi phuong CD = (1;2;3).
x=1+t

Vay phuong trinh tham sGclla A 13 {y=-1+2¢
z=1+3t.

x—l_y+1_z—1.

Phuong trinh chinh tac cla A 1a 1 5 3
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3.32. Goi A va B 14n lugt 12 giao diém cla d d, d
: 2
vad, véi (). Dudng thing A cin tim
chinh 12 dudng thing AB (h.3.21).

Taco A(l—t;t;41 € d1 A
Ae (o) © t+4.2H)=01=0. A//BL .
Suyra A(1;0;0). ' / AN/ /
| \V

Tacé BQ2-1;4+21';4)€ d,
Be () & 4+2t+8=0 & '=-6. Hinh 3.21
Suyra B(8;-8;4).

A diqua A, B nén c6 vecto chi phuong @, = AB =(7;-8;4).

Phuong trinh chinh tic clia A 1a: xT-l = —% = i

3.33.a) Tacé Zid=(1 :2:3)va Eid, =(3;2;2).
Suy ra ﬁ=[id Aiz'd, =(-2:7;-4).
Tacé M,(-1;1;-2) € d, M('J(l 15;)ed> MOM(’) =(2;4;6).
Ta c6 A.MyM, = -4 + 28 - 2% = 0. Vay dudng thing d va d’ déng phang va khidc
phuong, nén d va d’ ¢t nhau.
b)Tac6 d, =(1;1;-1)va a,=(2;2;-2), Mj(0;1;2) € d.
Vi d,=2a, ,
M, d' (toa do M khong thod man d’)
nén hai dudng thing d va d’ song song.
¢) dc6 vecto chi phuong a ,=(1:3;-2),

d’ ¢6 vectd chi phuong Eid, =(0:0;5).

Goi 7i=d,Ad, =(15;5;0) 0.
Tacd MO(O;O;—l)Gd

M©;9:0 € d = MM, =(0;9;1), MM, =45 0.
Vay d va d’ 13 hai dudng théng chéo nhau.
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3.34.Tacod a =(l;a;-1)va a =2;4;-2)

la_:_l_

dlijd = —==—= =2.
I 5=72 =a

Khi d6 M (1;2;2) thuocd’ va M khong thudc d. Vayd // d' < a = 2

3. 35 a) Thay x, y, z trong phuong trinh tham s6 cta du’o’ng thing d vao phuo‘ng trinh tdng quét
clia mat phing () ta duoc : 1+ 2(1 + 20) +(1 -0)-3=04=0 t=0.
Vay dudng thing d cit mat phing () tai M,(0;1;1).
b) Thay x, y, z trong phuong trinh tham 6 ciia d vio phuong trinh t6ng quit cha (c) ta
duqc:gz-t)+(2+t)+5=0 < 0r=-9.
Phuong f’rinh vO nghiém vay-dudng thing d song song véi ().

c) Thay x, y, z trong phuong trinh tham s6 cua d vao phuong trinh t6ng quat cla (o) ta
dugc: 3-HN+QR-D+(1+2H-6=0 & 0r=0.

Phuong trinh lu6n thod mén véi moi 7. Vay d chita trong ().
3.36. Butng thing A diquadiém M,(1;0; 0)

va c6 vecto chi phuong @ =(2;2;1). A
Tacé MyA =(0;0;1),
n=an M A=2;-2,0).
i . - - A

dA, &) = il _Va+4+0 _2v2 M, i =

Ial \/4+4+1 3 Hinh 3.22

2J—
Vay khoang cdch tir diém A dén A 12 === (h.3.22).
3.37.a)Tac6: ZiA =(2;3:2)va Fi =2:;-2;1

d,.n =4 6+ 2=0 ¢}
Xét diém M,(=3;-1;~1)thugc A, ta thdy toa do M, khong thod méan phuong trinh clia
(). Vay My () vy

T (1)va(2)tasuyra A // (@)
|2.(=3) = 2.(=D)+(-1) +3
Va+4+1

b) d(A, (@) = d(M,,(@)) =

2
3

3 .~ 0N 2 0N 2 N 2 -
Vay khoang cich gifta dudng thang A va mat phang () 1a 3
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3.38. a) Goi () 1a mat phéng chita A va song song ' A
véi A”. Hai vecto c¢6 gid song song hodc nim
ten(@la:a =(1;-1;0)va @’ =(-1;1;1).
Suy ra ﬁa= (-1;~1;0)(h.3.23).

(@) di qua diém M (15 -1;1) thudc A vacé >€L<d/
vecto phdp tuyén 7 =(1;1;0). : YA

Vay phuong trinh clia mat phing (&) c6 dang

Hinh 3.23
x—1+y+1=0hayx+y =0.
Tac6: M, (2;2;0) thuoc dudng thing A"
d(A,A')=d(M2,(a))=m=2ﬁ. ~
Ji+1

x=t x=t
b) Hai dudng thing A va A" c6 phuong trinh1a A : {y=4-¢r va A :{y=2-3/

z=~1+2t z=-3¢,

Phuong trinh mit phing (@) chita A va song song v&i A" 1a9x + 5y ~2z-22=0.
Lay diém M'(0;2;0) trén A’. '

Tacdd(A, A') =dM’, (@) = -2 12
| ’ J81+25+4 110
-, 2 .
Vay khoang cich giita hai dudng thang A va A’ 1a .
y g g thang o

3.39.a) A diqua diém MO(I ;=3;4) vacdvectochi phuong a =(2;1;-2)

A’ di qua diém M(') (=2; 1;=1) va cé vecto chi phuong @’ = (-4 ; -2 ; 4).

o JT=20
AT M x

Vay A’ song song v6i A (h.3.24).
b)Tacs MM]=(-3;4;-5)

a=(@2;1;-2). : v A
i=MM] AG =(-3;-16;-11). M, H

il _Vo+256+121 _ /386

d(A. A= MH= "=

Qly

Hinh 3.24

lal  Ja+ri+4 3




x=1+2¢

3.40. a) Phuong trinh tham s6 cia A : {y=—1—1¢ —
A %
=2t
Xétdiém H(1+2t; ~1~-1;2) € A M - M’
Tacé  MH =Qt—-1;-1;2t—1) H
EiA= 2:-1;2).
H 13 hinh chiéu vuong géc cia M trén A < MH .4, =0. A
Hinh 3.25
S 22u-D+t+2Q2r-1H=0 & t=% (h.3.25).
Ta suy ra toa d6 diém H (H it ; §)
9 9 9
b) H 1a trung di€m cua MM’, suy ra Xppet Xpy = 2xH.
34 16
Su)‘/ra xM,=2xH—xM= —§- -2 = _9_
=2 -17 16 7
Tuwong ty, taduQCyM,=2yH—yM= —9—+l = —9—,zM,=2zH—zM= —9——1=§-
v (1:72.7).
9 9 9
3.41. a) Phuong trinh tham s6 cla dudng thing A di M
qua diém M(1 ; —-1; 2) va vubng g6c véi mat
phang (@) : 2x—y+2z+12=01a @
x=1+2t , +H
A:dy=-1-1 :
1z=2+2t.
A M’
Xétdiém H(1 + 2t ;-1-1;2+2t) € A (h.3.26).
TacoHe(@) © 21 +20+ 1+ +2Q2 +_2t) +12=0 Hinh 3.26
-19
&= —.
9
Vay ta dugc H(—29 10 — ﬁ)
9 9 9/,
b) H 1a trung diém cta MM’, suy ra Xy = 2xH—xM =_—_~§—§ ~-1= _767
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20 29
yM 2yH yM—?‘*'l__
-40 -58
ZM =22H—ZM= —9“"‘2'—" —§—‘
Vay ta dugec M’ =57 ;2—9 ; _—58-)
9 9 9
x=1-¢
3.42. Phuong trinh tham s6 clia dudng thing d: {y =2+ 2¢
z=3t.

Vecto chi phuong ciia hai dudng thing d vad’'ldnlugt1a @ =(=1;2;3), @ =(1;-2;0).
Xét diém M(1 —¢t;2+2t;30tendvadiém M (1 +¢ ;3 -2¢; D tren d’ ta
MM =@ +t;1-2t-2t;1-30).

MM’ 12 dudng vuéng géc chung cliad va d’ /

MM’ =0 //&;/C
< d
MM & =0

M\
.
~f'~1+2-4~41+3-91=0 M 3\,\
=9 d
F+1=2+4+4t=0 . 2
- EDL///////\\\\\\\4§E

!
’ 1=—
5t +14t=5 )
, o1 3 w32 Hinh 3.27
St'+5t=2 po L
15

Thay gid tri cia ¢ va ¢’ vao ta duoc toa do cia M va M’ lﬁM[% ; % ; 1), MG% : T—;; 1).

Do d6 MM’ = —6—;1;0 .
15 15

Suy ra dudng vuong géc chung A ciia d va d’ 6 vecta chi phuong i = 2;1;0).
Vay phuong trinh tham s6 ca A 12

-

x=g+2t
3

) —§+t
Y73
1

Z=1.
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3.43. Ta chon hé truc toa d¢ nhu sau :
Clégdctoado,b_ﬁ:?;&:;;C‘_C":z. .

z
Trong hé toa d§ vira chon ta ¢6 c’
C(0:0;0),Aa:a;a),D(@;0:0),D'a;0;a). ; B
C—?:(a;a;a),W:(O;O;a). D’ : 7t
t 4
Goi (@) 1a mat 'phéng chita CA’ va i e
song song voi DD’ (@) c6 vecto phap S ):L," B
tuyén la : P y
= A DD = (a2 — a2 el
n=CA" ADD'=(a*;—a*;, 0) 1) A
hay n’ =(1;-1;0). X
i . Hinh 3.28
Phuong trinh tong quét cia () 1a "
x =y =0 (h.3.28).
- a
Tacé: d(CA',DD)=d(D, (o)) = } l =
Ji+1+0 2
a\/_

Vay khodng céch giita hai dubng thing CA’ vapD'la &2

x=1+42¢

3.44. Phuong trinh tham s6 cha dudng thing d: {y =1
‘ z=-2-3t

Xét'phuongtrinhZ(l +20+ (D +(-2-3)-1=0=2t-1=0< 1= %

1

Vay dudng thing d cit mit phing () tai diém M (2 ; % ;= %) (h.3.29).

Ta c6 vecto phdp tuyén chia mét phang (o)
va vecto chi phuong clia duong thing d
lin luot 12

A =23150)
va Eid=(2;1;—3).

Goi d, la vecto phdp tuyén cla A,

tacéZi J_F[ véEi _LZi.

Suy ra aA—n /\a =(-4; 8: 0)

hay aA=(1;—2;0). .

Hinh 3.29
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Vay phuong trinh tham s clia A 1a {y=—-2¢

3.45. a)Tacod Eid =2;-3;4vaa, =(3;2;-2)
1

2

=Zia,l /\Eid2 =(-2;16; 13).

=y

L4y diém M (1 —2 ; 5) trén d1 vi
diém M,(7;2; 1) trén d,, (h.3.30).

Hinh 3.30
Ta co M1M2 =(6;4;-4)

AMM, =-12+64-52=0.

Suy ra d] va d2 cling ndm trong mat phang ().

b) Mat phdng (@) chia M ) va c6 vecto phdp tuyén 1 7, vay phuong trinh clia (@) 1a:
~2(x= 1)+ 16(y + 2) + 13(z - 5) = 0 hay 2x — 16y — 13z + 31 =0.

BAI TAP ON TAP CHUONG Iil
' x=2f

3.46. a) Phuong trinh tham s6 clia duong thing A, : {y =-2+3¢
z=4f

A, diqua diém M, (0;~2;0)vacé vecto chi phuong Eil =(2:;3:4)
A2 di qua diém M2(1 ; 23 1) va ¢6 vectd chi phuong in2 =(1;1;2).
Mt phang () c6 vecto phéap tliyé’n n= Zil A Ziz =(2;0;-1).
(@) di qua diém M 10 ;=2 ; 0) va c6 vecto phdp tuyén 7, vay phuong trinh cia () 1a :
2x-z=0. '
b) Xétdiém H(1 +¢;2+t;1+20) € A,
MH =(t-1;1+1;2t-3).

Tac6: MH pho nhdt & MH LA, & A—/Iﬁ.Ziz:O St—-1+t+1+2Q2t-3)=0
o t=1.
Vay tadugc H(2 ; 3 ; 3).
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3.47. Mat phing (A’BD) c6 vecto phdp tuyén h'l =BDABA = (ab;ab; a2).
. oy . == —— (ab ab 2
Mat phang (BDM) c6 vecto phap tuyén n, = BDABM =| —; ) ;—ac .

~a*=0 ® a=b & Z=1.
2 b

242 232
Tac6 (BDM) L (ABD) & i, =0 & L2442

+

348, (4C=0:6:0) _ ~5.6.0)
: AR2;0;0)

Dod61(1;3;4).

Phuong trinh mit phing (@) qua I va vudng géc véi OAla: x -1 =0, (@) cit OA i K(1 ;0 ; 0)
Khoang cdch tit / dén OA 1a: IK = \J(1-1)2 +(0-3)2 +(0—4)? =5.

3.49. Tacé h'ﬂ =(1;3k;-1)va Fiy =(k;-1;1).Goid, =Bny.

- -

Pudng théng dj, vuéng géc véi gid cha 7 5 va Fiy nén c6 vecto chi phuong 12
d=ig A

7, = Gk-1;—k=1;~1-3).

- k- -1 -3k2
Tacé: d, L(a) e 2tz k11= 1= 3k

& k=1,

3.50. Tacé Eid =2:-1;4).
Xét didm B(=3 +2t; 1 —1; ~1 + 41),
AB =(i i 2:3~1;-5+41).

AB ld & E.ﬁd=0 S 201+20-GB-D+4(-5+4H=0 = r=1.
SuyrarB=(3;2;—1).

Vay phuong trinh cia A 1a: x+4=y+2=z—4

z
3 2 -1 B C
3.51. Ta chon h¢ truc toa d6 nhu sau : B, 12 g6c - E N
N - — - —_— - L]
toa do, B/A =i, B/C, =j, BB=k.Trong A M: D
hé truc vira chon, ta ¢6 i'\‘ c
B,(0;0;0),B(0;0;1),4,(1;0;0), R 5
D((1:1:0),C0;1;1),D(1;1; 1), yan
Cl(O ; 150) (h.3.31).

A, P D,
X

. Hinh 3.31
10A-BT HINH HQC 12-C
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1 | 1
S MO;0; =),P(; = ;0,N(=;1:0.
uy ra M( 2) ( 5 ) (2 )
Tacéﬁ= l;l;——l-] ; CN= -1—;0;1 .
27 2 ! 2

Goi (@) 1a mat phang chita C, N va song song v6i MP. (@) c6 vecto phap tuyén la
: 1 p

- 1 5 1 .
=|—;-=;~~|h =(2:-5;-1).
n—(z j ay 0 =( )

Phuong trinh clia (@) 14 2x ~ 5(y = 1) =z =0 hay 2x — Sy—z+5=0,

| Lis .
Tac6 d(MP, C,N) = d(M, (@) = \/252+4+1 ==
|MP.C,N
Ta c6 cos (MP,CIN)= U _0.vay (MP,CIN)=90°.
[mBllc, v

3.52.2)Tac6 C(—2;0:0)vd M(=1:0: v2).

Goi (@) 12 mat phéng chifa SA va song song v6i BM. Hai vecto c6 gid song song hodc
nimtrén (@) la SA= 2;0; —2\/5) va BM = (-1; -1, x/E).

Suy ra vecto phdp tuyén ciia (@) 1a: 7 =(=2+/2;0;-2) hay 7' =(/2; 0 1).
Mit phing () c6 phuong trinh : V2 (x — 2) +z=0hay V2 x+z — 242 =0.

22| o/5
b) Ta c6 d(SA, BM) = d(B, () = ‘_\[2.__7' = 2T32
+

Vay khoang cdch gifta hai dudng thang SA va BM 13 ¥
3.53. a) Dudng thang AC c¢6 vecto chi phuong AC = ©;1; -3).
x=1
Phuong trinh tham s6 ctia duong thing AC : {y=¢
z=11-3t.
b)Tacé AB =(=1;1;-1)va AC =(0; 1;-3)
7A=ABAAC =(-2;-3;-1).
Suy ra (@) ¢6 vecto phdp tuyén 7 = (-2 ;-3 ; -1).
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Mat phing (@) c6 phuong trinh : 2(x — 1) + 3(y) + (z — 11) = 0 hay 2x + 3y+z-13=0.
¢) Phuong trinh mat cdu (S) tam D ban kinh 5 ; (x + 3)° + (y— 1) + (z = 2) = 25
2.(-3)+3.() +(2)- 13|

Tacé d(D, () = = =414 <5
V4+9+1 N
Do d6 d(D, (@) < r. Vay mét phing (&) cit mit cdu (S).

9 25 Jz—

3.54.2) (S)c6tam [ —-i;—2;é va ¢6 ban kinh r = —+4+—~——6——
s 2 2 4 4

2
3 5
[=2]-3.2)+4[2]-
by dt (P))—lz( 2) o (ZJ Sl _ 8 2%
T J4+9+16 V9 2

Vay dd, (P)) <r.
Suy ra mat phéng (P) cit mat cdu (S) theo dudng tron tam H ban kinh 7",

H chinh la hinh chi€u vuéng géc cta I xudng mat phang (P). Goi A la dudng thang qua /
va vubng géc véi (P). Ta c6 vecto chi phuong clia A 1a @ a, = n =(2;-3:4

x=-—§+2t
2

Phuong trinh thams6ciia A : <y=-2-3¢

z"=§+4t.
2

A cat (P) taiH(—%+2t;—2—3t;%+4t). Tacé:

/
He (@) <=>2(—%+2tJ—3(—2—3t)+4(—25—+4tj 520 @ 20/ +8=0 < t_—589-

SuyratoadOH —E—E 2+£‘1;§_2J hay H Q’—_?’i’ﬂ]
2 29’ 29 2 29 58 29 58
. Tacor’z—r —'d2(1 (P)) 26 64 249,Suyrar’= %9_
4 29 58 58

3.55. a) Mat phéng (@) c6 phuong trinh : 2x+y —z — 6 = 0.
(P diqua O(0;0;0) va(B) // (), suy ra phuong trinh clia (B) 1a 2x+y ~ 2 =0.
~ b) Dudng thdng A di qua O va vudng géc véi mit phing (@), svuy ra phuong trinh tham
x=2t
sOcla A la <y=¢

z=-t.
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-6
¢) d(0, (&) = \/TL?‘}IT‘/E'

3.56.2) D(3;4;5).
Tacé AD=(0;4;5)va AB =(-3;4;0).
Suy ra (ABD) c6 vectd phdp tuyén i = AD AAB = (-20;-15; 12).
Phuong trinh cia mat phing (ABD) c6 dang
20(x — 3) + 15y — 12z = 0 hay 20x + 15y -12z-60=0.
b) Phuong trinh tham s& cia duong thing A di qua D va vuong géc v6i mat phing
x=3+20¢
(ABD): {y=4+15t
z=5-12t. '

3.57. Tam I(x ; y ; z) clia (S) c6 toa d6 12 nghiém ctia hé phuong trinh

IA? = IB? (x—6)2+(y'+2)2+‘(z—3)2=x2+(y—1)2+(z-6)2
A2=IC? & (x-6)2+(y+2)2+(z-3)2=(x—2)2+y2+(z+1)2
1A? = ID? (x—6)2+(y+2)2+(z—3)2=(x—4)2+(y—1)2+z2
12x—-6y-6z=12 2x—y—z=2 x=2

e 8x-4y+8z=44 & 2x-y+2z=11 & y=-~1
4x~-6y+62=32 2x~3y+3z=16 z=3.

Vay mat ciu (S) c6tam I(2; - 1;.3).
Mait phing () ti€p xic véi (S) tai A nén (@) c6 vectd phap tuyén 1a 1A = “4;-1;0).
Phuong trinh mat phing (@) lad(x - 6) - y+2)= Ohaydx — y — 26=0.

3.58. a) Mat phéing (&) c6 vectd phap tuyén 12 oC = (—13— ; % ; %) hay n = 30C =(1;1; 1).
Phuong trinh mat phéng (@) lax+y+2z=0.
b) Goi (B) 1a mat phing chita AB va vuong géc véi mat phéng (). Hai vecto c6 gia
song song hodc ném trén (f) 1a: AB =(0;1;1)va i, =(;1;1). '
Suy ra (f) c6 vecto phép tuyén ﬁﬂ =0;1;-1).
Phuong trinh mit phing (B) lay - z=0.

3.59, 2) Phuong trinh mat cdu (5) o6 dang x* + y° + 2° = 2ax = 2by — 2cz+d=0.(*)
Thay toa d¢ cc diém A, B, C, D vao (*) ta c6
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3.60.

a=
1-2a+d=0
1-2b+d=0 b=
1-2¢+d=0

o
il

2-2a-2b+d=0

o B[ e b b=

d

. 2 2 2
Vay phuong tinh matcdu (S)la:x" +y +z - x -y - z=0.
b)Tacé AC =(~1:0;1)va AD =(0;1;0).

Suy ra (ACD) c¢6 vecto phap tuyén 7 = ACAAD =(-1;0; - Dhay @’ =(1;0;1).

Vay phuong trinh ctia mat phing (ACD)lax — 1+z=0hayx+z - 1=0.

1 11
Mait cé cotamlal —; —; -
cdu (5 (2 2’ 2)

Tacé1 € (ACD), suy ra mit phﬁng (ACD) ciit (S) theo mdt dudng trdn c6 tam / (

va ¢6 ban kinh r bing ban kinh mit cdu (5), vay

r=Na?+b>+c*-d =

PN
-
EN
n| &

a)Tacé AB =(-1;0;0); AC =(0;0;4); AD =(0;-2;0).

AB.AC = AC.AD = AD .AB =0,suyraAB L AC,AC L AD,AD 1 AB.
Vay AB, AC, AD vuong géc v6i nhau ting d6i mét.

111
2°2°2

b) Goi H 1a hinh chi€u vuéng géc cha A trén CD. Ta c6 AH chinh 1a dudng vudng géc

chung ciia AB va CD (h.3.32).
AB =(-1;0;0); CD =(0;-2;-4)
B

C
Hinh 3.32 Hinh 3.33
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Vecto chi phuong ciia dudng thang AH 13 @ = ABACD= 0;-4;2).
: x=2
Phuong trinh tham s6 clia dudng thing AH hay A 13 {y=4—-4¢
z=—1+21
¢) Goi M la trung diém clia CD. V& truc A clia dudng tron (ACD), mt phing trung truc

clha AB cit A tai I(a; b ; ¢). Ta c6 I 12 tam clia mat cdu (S) ngoai tiép tt dien ABCD
(h.3.33).

a—2=—l a=—3—
Tac6M(2;3; 1), MI=5AB = |b-3=0 = |b=3

c-1=0 c=1.
S cobinkinhr=JA = ‘&+1+4 = i22__1

Vay phuong trinh mat cdu (S) ngoai tiép t dién ABCD a : (x —-% Y ry-3P+@—1)Y= -24—1-

d) Mit phéng () song song v6i (ABD) nén c6 vecto phép tuyén 1a
AC=(0;0;4) hay 7 =(0;0; 1),
Phuong trinh (@) c6 dang z + D =0. Tacé :

D__\/_Z__l_‘
IR J21 )
(o) ti€p xiic v6i S, 1) & dd, (@) =r & [1+D|=" &
2 J21
D=-""_1
‘ 2
Vay c6 hai mat phing (@) thoa man dé bai 1a () :z+ —Ji——_l—lio
V21
va o) iz— -1=0.
() :z >

CAU HOI TRAC NGHIEM
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I. DE BAI

1.

BAI TAP ON CUOI NAM

!
Cho lang tru ABC.A'B'C".
a) Tinh ti s6 Vacay ;
Vasc.asc
b) Tinh V4, p biét rang tam gidc ABC 1a tam gidc déu canh bing a, AA’ = b
va AA’ tao v6i (ABC) mot géc bing 60°.
Cho tf dién ABCD c6 AD = BC =a,BD = CA=b,CD = AB=c.

a) Chitng minh rél_lg cac dudng vuong géc chung clia cac cap canh d6i dién
dong quy va doi mot vuong géc v6i nhau ;

b) Tinh V,p-p theoa, b, c;

¢) Ching minh ring O 12 tAm mat cdu noi ti€p va ngoai tiép cua ti dién
ABCD. Tinh ban kinh cta cdc mat cau dé theo a, b, c.

Cho hinh nén tron xoay (H) dinh S, d4y 1 hinh tron ban kinh R, chiéu cao bing A.
Goi (H') 1a hinh tro won xoay ¢6 ddy 13 hinh tron ban kinh r (0 < r < R)
noi tiép (H).

a) Tinh ti s& thé tich cha (H") va (H) ;

b) Xdc dinh r dé (H") c6 thé tich 16n nhit.

Trong khong gian Oxyz, cho hinh lap phwong ABCD.A'B'C'D’ v6i A0 ; 0 ; 0),
B(1;0;0),D(0;1;0),A70;0;1).

a) Hay tim toa d6 cac dinh con lai ;

b) Chimg minh A'C L (BC'D);

¢) Tim toa do cua chan duong vudng géc chung cua B'D’ va BC'.

Trong khong gian Oxyz, cho S(0; 0; 2), A0 ; O ;0),B(1;2;0),C0;2;0).
a) Viét phuong trinh cia mat phéng (P) qua A va vuong goc véi SB ;

b) Tim toa do cua cdc diém B’ 1a giao cta (P) véi duo’ng thang SB, C la giao
cta (P) v6i duong thang SC ;

¢) Tinh thé tich tit dien SAB'C’;
d) Tim diém d6i xing v6i B qua mat phang (P) ;
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10.

11.
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e) Ching minh cic diém A, B, C, B’, C’ cing thudc mét mat cdu. Viét
phuong trinh clia mét cdu d6 va phuong trinh clia mat phéng ti€p xiic véi
mit clu d6 tai C. '

Cho hinh chép ngii gidc S.ABCDE. Goi A’, B', C’, D', E’ 14n lugt 14 trung

diém cia SA, SB, SC, SD, SE. Khi d6 VsaBCDE png .

Vs.aBcDE

1 1 1 1
A) —; - By = C - D) —.
( ) 5 (B) 5 © S (D) 22
Thé tich hinh nén trdn xoay ngoai tiép ti dién déu canh a bing :

3 3 3

ma 72‘\/— 2a  m3a n6a
A) —; B ; C ; D :
R (B) © =5 ©®
Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B’C’D’ canh bing a. Khi d6 thé tich hinh chép
A.A'BCD’ béng : _

3 3 3 3

a a a a
A) — B) —; o —; D) —.
(A) > (B) 3 ©) 2 D) 5

Cho hinh 14p phuong ABCD.A'B'C'D’. Goi (H) 12 hinh nén trdn xoay ndi ti€p
Vi
hinh 1ap phuong d6. Khi d6 ——%2— bing :

'ABCD.A'BC'D

1 /4 7 /4
A) —; B —; C) —; D) —.
(A) 3 ¢:)) 5 © 2 D) v
Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C'D". Goi (H) 1a hinh tru tron xoay ngoai

V
ti€p hinh 1ap phwong d6. Khi d6 () bang :
ABCD.A'BC'D’

3 /4 P 4 /1
A) —; B —; C) —; D) —.
(A) > | (B) > © 3 (D) 7

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A'B'C'D’. Goi (H) 1a hinh cdu n¢i ti€p hinh lap

. V( H) .
phuong d6. Khi 6 ——————— bang :
ABCD.A'B'C'Df

7 oz T z




Cdc bai tdp duci ddy cho trong khong gian Oxyz.
12. Cho A(0;0; a), B(b;0;0),C; c; 0). Khi d6 phuong trinh mat phang

(ABC)1a:
@A) Z+2iZop, © 2424221,
a b ¢ b ¢ a
® Z+Z+i-g; O Z+Z+i=o1,
a ¢ b , c b a
13. Cho ba mit phing (P):2x+y+z+3=0,
@ :ix—-y-z-1=0,
R:y—-z+2=0.
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) Khong c6 diém nao ciing thudc ba mit phing trén ;
B)(P) L (Q);
O P L B®;
D) (@) L (R).
| x=t x=1-2t
14. Cho hai dudng thdngd,: {y=1-t vd dy:{y=2t
z=1+2¢ z7=3—-4¢
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A)d, vad, cétnhau; - (O d, vad, song song ;
(B) d; vad, chéo nhau; (D) d; va d, tring nhau.
x=1
15. Chodudng thingd: {y=1+¢ v hai mat phing
z=~-1+¢
P):x=y+z+1=0 va (Q):2x+y-z-4=0.
Trong cédc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A)d//(P); ©yd=(P) N (Q);

®d/l(@Q); . D)d L P).
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a)Taco V , =V \%

ACAB T VB .AcA T VR .cA'C
=V . \% h.1
T~ VCABC ‘g ABC.A'BC’ (h.1).

s e as e 1s 1
Tir d6 suy ra ti s6 phai tim bang 3

b) Goi H 1a chan dudng cao di qua A cia lang
tru. Khi d6 goc (A'H, A’A) = 60°. Tir d6 suy ra

B B,
AH=b—2—.Tacungco: SA.B,C,=—~4-a .
Do dé V =322
0 dO ABC.A'B'C'—ga . Hinh 1

TudésuyraVcqap = %az b.

a) Goi / va J 1dn luot 12 trung diém cta AB va CD. Vi AACD = ABDC nén céc trung
tuyén tuong iing clia ching bing nhau, do d6 AJ = BJ. Tt d6 suy ra JI L AB. Tuong tu,
IJ L CD. Vay lJ 1a dudng vudng géc chung ctia AB va CD.

Lam tuong tu d6i véi cac cap canh d6i dién khéc ta chimg minh dugc ring dudng néi
trung diém clia cic cap canh d6i dién 12 dudng vudng géc chung clia cap canh dé. Do d6
‘cdc dudng d6 déng quy tai O 12 trung diém cha mbi dudng (h.2)

A
Dl
1 \\\
AN I
>
! ~
| ~L B
D C: | RS
T T
[ TN
1o 0! N
[ I ~
Er-dtee Ty N LAF
II : ; T~
IIA" : ) B\
C ! /)<‘:: ————— | T T : == D
. ol ! -~
/ ~ { Pt
B 'I / ,:\"L::
I/ P
: L ~.
A C : B’
Hinh 2 o ’ Hinh 3

Goi (P) la mat phang qua AB va song song v6i CD, (Q) 1a mat phing qua CD va song
song véi AB ; A", B’ 1an luot 13 hinh chiéu vuong géc ciia A, B 1én (Q) ; C’, D’ 14n luot 1a
hinh chi€u vuong géc ciia C, D 1én (P). D& thdy AC’BD’.A’CB’D 1a hinh hop chit nhat.
DPuong noi hai tam cia méi cap mit doi dién cta hinh hop chit nhat d6 chinh 12 dudng




vuodng géc chung clia cdc cap canh d6i dién cla tt dien ABCD. Do dé ching do6i mot
vubng goéc véi nhau (h.3).

, 2 +b?-g?
x P e ——

x2+y2 =¢2 - 2
' a? +c%-p?
b)Dat AC’=x,AD'=y,AA’=z.Tacé: {x2+22=p? = y2=——T—
2 2.2
ye+zf=a 5 _ b2 +q _C2
Z ———————e
2

1

-V

Titdé suy ra V 3Vacep o =i\/2(a2 +b% —c?)(a? +c? - b1 + 2 - a?).

ABCD ~

c¢) Ta c6 O 1a tdm cua hinh hop chit nhat AC'BD’.A’CB'D nén né 13 tam clia mit clu
ngoai ti€p t dién ABCD. Bén kinh clia mat cdu ngoai ti€p t& dién ABCD 1a

AB’ \/x +y? + 22 _ \/2(a +b% +c?)

2 2 B 8 '

Goi H va K theo thi ty 12 chan dudng vuéng géc ké tir O dén (ABC) va (ABD) (xem h.2).
Vi OA=0B=0Cnén HA = HB = HC, tuong tt KA = KB = KD. Vi A ABD = A BAC

nén HA = KA. Do d6 OH = OK. Tuong tu, ta chiing minh dugc khoang cdch tir O dén cic
mat cta tt dién ABCD béng nhau nén O ciing 13 tim cla mat cdu ndi ti€p 1t dién ABCD.

Goi ' 12 ban kinh mat cdu néi tiép tit dien ABCD.

=

4,
Khid6taco V,po, =Vi,pe +Vopep + Vocpa t Vopas = Vousc = 37 Sapcr

< 3VABCD 1 \/2(a2+b2—c2)(a2+c -b?)(b? + 2 -a?)
DO dO y =— = ——
4 Sypc 16 JP(p=a)p-b)(p~c)

>

S

at+b+c

trong dé p = >

Gia sir dudng cao SI cta hinh nén (H) cét hai
ddy cua hinh tru (H') tai / va I’ (h.4).

Khi d6 %=% Do d6 R—r=h—SI 7

h h
Tir d6 suy ra I'I=h(R_r) .
R
1, 1 _2hR-r)
Vi =37R Vi =57 =
Vo 2(R—
Do dé (”)=’(R3 2y
Vi R

Hinh 4 147
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b) V( 16n nhat khi fr) = r» (R — r) (v6i 0 < r < R) 14 16n nh4t. Khdo st ham s6 fir) ,

H')
v6i0<r<R. Tacéf'(r)=2Rr- 3r2 =0, khi r =0 (loai), hoic r= Z?R Lap bang bién

thién ta thdy f dat cuc dai tai r = 2R Khidé V. = iﬂ'th.
: 3 H) g1

a) Dé thdy C(1;1;0),B(1;0;1),D(0;1;1),C'(151;51),D(0;1; 1),

b)Tacé AC=(1;1;-1), A’ D’
—_— i
BC'=(0;1;1), I '
I B NG
BD=BD =(-1;1;0), VRV
‘I ]
- ———y TRV
dod6 A'C.BC'=0 va AC.BD=0. Vs
- 1
Titd6 suy ra A'C L (BC'D). Y
/
¢) Goi 1J 1a dudng vuodng géc chung Ai _ ,’:\_ ___________
clia B'D’ v BC', i, 1A vecto phdp PN = D
tuyén cha mat phing (P) qua B'D’ : foo" T < ::\
va song song véi AC, i, 1a vects B == C
phép tuyén clia mat phing (Q) qua Hinh §

BC’ va song song v6i A'C (h.5). ,

Khidé 7, =ACABD =(1;1;2), #,=ACABC=(Q2;-1;1).
Phuong trinhcia (P)1a: (x—-1)+y+2(z—-1)=0 hayx+y+2z-3=0.
Phuong trinh cia (Q)1a: 2(x—1)—-y+2z=0 hay 2x~-y+z-2=0.
Phuong trinh cta (B'D") 1a: x=1-¢, y=¢t, z=1,

Phuong trinh cia (BCY 1a: x=1, y=t, z=t.

I 12 giao diém ctia dudng thing B'D’ va (Q), dé tim toa do cla / ta th€ phuong trinh
dudmg thing B'D’ vao phuong trinh cba (Q).

TacéZ(l—t)—t+1—-2=0,hayt=%.T\‘Idésuyra 1(-?-;%';1).
. 2 1
Tuong tu, ta tim duge J (1 ;5;5).
a) §§=(1;2;—2).Phumgtﬁnh(P):x+2y—2z=0.
b) Phuong trinh dudng thing SB: x =1,y = 2¢, z = 2 — 2¢. Dé tim B’ ta giai he
x+2y-2z=0 B'(i-ﬁ-‘—‘l)
x=t y=2t z=2-2 9’9’9_'
Tuong tr, C'(0; 1;1).




c) E?=(%;—%;—%) vudng géc véi XE’z(O;vl;l).

Khi d6 Sy = %AC'.C’B=—;—\/§. 16;:“ =%.

Mit khéc SB’ = v/SA2 - AB? = \ f4 -% =f;1 (h.6).

4
VayVeapirr= —-
Y VSAB'C 27
d) Dudng thing qua B va vuéng géc véi (P) c6 phuong trinh :
x=1+t,y=2+2t,z=-2¢.

Hinh 6
Dé tim giao diém By cha dudng thing ndy véi (P) ta gii he
x=1+t, y=2+42t,z=-2t B [4‘ 8 10)
x+2y-2z=0 0979 9/
T d6 suy ra diém d6i xiig v6i B qua (P) Ia B, (_l;_E;EJ.
9 99
e) D& thay l?é.L.TCZ EE’.L/TC’, BB’ L AB nén A, B, C, B’, C’ cing thudc mit cdu

tam 1(% i1 0) 1a trung diém clia AB, bén kinh /A = J%H =—\g—-

2
Phuong trinh mat cdu d6 1a (x-—%) +(y=1)2 + 72 =.§..

Vi diém C’ thugc mit cdu, nén mat phing tiép xdc v6i mat cdu tai C’ phai vuong géc véi
I_C_’=(—% ; 0 1). Phuong trinh ctia mét phéng d61d x~2(z— 1) =0 hay x—2z+2 =0.

PAP AN
6.(C 8B 10.B) 12.(C) 14.(D)
7.0) 9.(D) 1L.(A) 13.(A) 15 (O.
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