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CHUONG I

KHOI DA DIEN

“* Khai niém vé khéi da dién
“* Khai da dién déu
“* Thé tich khéi da dién

Mét khdi mudi an

Trong thuc t& chung ta thudng gap nhiing vat thé khong
gian dugc gidi han bédi cac da giac nhw vién gach, khdi
lap phuong, kim tu thap Ai Cap, tinh thé ctia mét s6 hap
chat hoa hoc nhu mudi an, phén chua .... Nhiing vat thé
d6 dugc goi la nhiing khéi da dién. V& mat toan hoc,
viéc dinh nghia chinh xac khéi da dién khéng don gian.
Trong chuang nay ta chi gii thiéu khai niém vé khoi da
dién, khéi da dién déu va dua ra coéng thic tinh thé tich
clia mét s6 khoi da dién quen thudc.



§1. KHAI NIEM VE KHOI DA DIEN

A1 Nhac lai dinh nghta hinh lang tru va hinh chop.

I- KHOI LANG TRU VA KHOI CHOP

Quan sat khai rubic trong hinh 1.1, ta thay
cac mat ngoai cua nd tao thanh mot hinh
lap phuong. Khi d6 ta ndi khoi rubic c¢6
hinh dang 12 mot khoi 1ap phuong. Nhu
vay c6 thé xem khoi 1ap phuong 1a phan
khong gian duogc gidi han boi mot hinh lap
phuong, ké ca hinh lap phuong ay.

Tuong tu, khéi lang tru la phan khong
gian dugc gidi han boi mot hinh lang tru
ké cé hinh lang tru 4y, khoi chép 1a phan
khong gian dugc gigi han boi mot hinh
chép ké ca hinh chép 4y, khoi chép cut 1a Hinh 1.1
phan khong gian dugc gigi han bdi mot

hinh ch6p cut ké ca hinh chép cut ay.

Tén cua khoi lang tru hay khoi chdp dugc dat theo tén cua hinh lang tru hay
hinh chép gi6i han né. Chang han tng v6i hinh lang tru luc gidc
ABCDEF.A'B'C'D’E'F’ ta c6 khoi lang tru luc gidc ABCDEF.A'BC'D'E'F’,
tng vé6i hinh chép ti gidc déu S.ABCD ta c6 khai chop tit gidc déu S.ABCD
(h.1.2) ...
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Ta cling goi dinh, canh, mat, mat bén, mat ddy, canh bén, canh ddy... cia mot
hinh lang tru (hinh chép, hay hinh chép cut) theo thi tu 1a dinh, canh, mat,
mat bén, mat ddy, canh bén, canh ddy... ctia khéi lang tru (khoi chop, hay
khéi choép cut) tuong tng.

Diém khong thuoc khéi lang tru duoc goi 1a diém ngoai cua khoi lang try,
diém thuoc khéi lang tru nhung khong thuoc hinh lang tru tng vé6i khoi lang
tru d6 dugc goi 1a diém trong cta khoi lang tru. Diém trong hay diém ngoai
ctia khoi chop, khai chép cut ciing duge dinh nghia tuong tu.

Vidu

Hinh 1.3

Kim tu thap & Ai Céap la ki quan
duy nhéat trong bay ki quan cla thé
gi6i ¢& dai con lai d&én ngay nay,
chang cé hinh dang 1a nhiing khdi
chép ti giac déu.

II- KHAI NIEM VE HINH PA DIEN VA KHOI PA DIEN
1. Khdi niém vé hinh da dién
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Az K& tén cac mat clia hinh lang try ABCDE.A’B'C’'D’E’ va hinh chop S.ABCDE (h.1.4).
Quan sét cac hinh lang try, hinh chdép n6i & trén ta thdy ching déu 1a nhiing hinh
khong gian dugc tao boi mot s hitu han da giac. Cac da giac dy co tinh chat :

a) Hai da gidc phdn biét chi cé thé hodic khong cé diém chung,

hodc chi ¢6 mot dinh chung, hodc chi c6 mot canh chung.

b) Méi canh ciua da gidc nao ciing la canh chung ciia diing

hai da giac.

Nguoi ta con goi cac hinh d6 1a cac hinh da dién.

No6i mot cach téng quat hinh da dién (goi tat la da dién) la hinh duoc tao bdi
mot s6 hitu han cdc da gidc thod mdn hai tinh chdt trén. Moi da gidc nhu thé
goi 1a mot mdt ctia hinh da dién. Cac dinh, canh cua cac da giac dy theo tha tu
duoc goi la cac dinh, canh ctia hinh da dién (h.1.5).
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2. Khdi niém vé khoi da dién
Khoi da dién la phan khong gian duoc gidi han boi mot hinh
da dién, ké cd hinh da dién do.

Nhitng diém khong thuoc khoi da dién duoc goi la diém ngoai cta khoi da
dién. Nhitng di€ém thuoc khoi da dién nhung khong thuoc hinh da dién gidi
han khoi da dién ay dugc goi 1a diém trong cua khoi da dién. Tap hop cic
diém trong duoc goi 1a mién trong, tap hop cic diém ngoai duoc goi 1a mién
ngoai cua khoi da dién.

Mbi khoi da dién dugc xdc dinh boi hinh da dién dng v6i nd. Ta cling goi
dinh, canh, mat, diém trong, diém ngoai... cia mot khoi da dién theo thit tu 1a
dinh, canh, mat, diém trong, diém ngoai... clia hinh da dién tuong ting.



Mai hinh da dién chia cdc diém con lai ctia khong gian thanh hai mién khong
giao nhau 1a mién trong va mién ngoai cta hinh da dién, trong d6 chi c6 mién
ngoai 1a chita hoan toan mot dudng thang nio day.
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Mién ngoai

Piém trong

Diém ngoai —>¢ M

Hinh 1.6
Vidu
— Cac hinh duéi day la nhitng khoi da dién :
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Hinh 1.7

— Cac hinh duéi day khong phai 1a nhitng khoi da dién :

b) c)

Hinh 1.8

a)



— Nhiing vién kim cuong c6 hinh dang l1a nhiing khoi da dién :

Hinh 1.9
A3 Giai thich tai sao hinh 1.8¢ khong phai la mot khéi da dien ?
I1II- HAI PA DIEN BANG NHAU

1. Phép doi hinh trong khong gian

Phép bién hinh va phép doi hinh trong khong gian dugc dinh nghia tuong tu
nhu trong mat phang.

Trong khong gian, quy tdc ddt tuong vng moéi diém M voi
diém M’ xdc dinh duy nhdt duoc goi la mot phép bién hinh
trong khong gian.

Phép bién hinh trong khong gian duoc goi la phép doi hinh
. néu né bdo toan khodng cdch giita hai diém tuy y.

Vidu
Trong khong gian, cac phép bién hinh sau
day la nhitng phép doi hinh :
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a) Phép tinh tién theo vecto V , 1a phép bién
hinh bién mdi diém M thanh diém M’ sao

cho MM' =V (h.1.10a).
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Hinh 1.10a)



b) Phép doi ximg qua mdt phdng (P), M
la phép bién hinh bi€én mdi diém
thuoc (P) thanh chinh nd, bién moi

diém M khong thuoc (P) thanh diém M,
M’ sao cho (P) la mat phang trung !
truc ctia MM’ (h.1.10b). i !
Néu phép doi xiing qua mat phing (P) o
bién hinh (H) thanh chinh né thi (P)

Hinh 1.10b)

duoc goi 13 mdt phdng doi ximg cta (H).

c) Phép doi xitng tam O, 1a phép bién hinh bién diém O thanh chinh né, bién
mdi diém M khac O thanh di€ém M’ sao cho O 1a trung diém ctia MM’ (h.1.11a).
Néu phép doi xung tam O bién hinh (H) thanh chinh né thi O duogc goi la tdm
doi xiing cua (H).
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Hinh 1.11

d) Phép doi xitng qua dwong thdng A (hay phép d6i xing qua truc A), la

phép bién hinh bién moi diém thuoc dudng thiang A thanh chinh né, bién méi

diém M khong thudc A thanh diém M’ sao cho A 1a dudng trung truc ctia MM’

(h.1.11b).

Néu phép doi xiing qua dudng thang A bién hinh (H) thanh chinh né thi A goi

12 truc doi xiing cta (H).

Nhdn xét

® Thuyc hién lién ti€p cac phép doi hinh s€ dugc mot phép doi hinh.

® Phép doi hinh bién da dién (H) thanh da dién (H’), bién dinh, canh, mat cta
(H) thanh dinh, canh, mat tuong tng cua (H').



2. Hai hinh bang nhau

% Hai hinh duoc goi la bang nhau néu cé mot phép doi hinh
. bién hinh nay thanh hinh kia.

Dic biét, hai da dién duoc goi 1a bang nhau néu ¢6 mot phép doi hinh bién da
dién nay thanh da dién kia.

Vidu

Phép tinh ti€n theo vecto Vv bién da dién (H) thanh da dién (H’), phép doi
xting tam O bién da dién (H’) thanh da dién (H"). Do d6 phép doi hinh c6
dugc bang cich thuc hién lién ti€p hai phép bién hinh trén bién (H) thanh
(H"). Tix d6 suy ra céac da dién (H), (H') va (H") bang nhau (h.1.12).

(H")

Hinh 1.12

A4 Cho hinh hop ABCD.A’B'C’D’. Chimg minh rang hai lang tru ABD.A'BD’ va

BCD.B’C’D’ bang nhau.

IV- PHAN CHIA VA LAP GHEP CAC KHOI PA DIEN
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Néu khoi da dién (H) 1a hop cua hai khoi da dién (H;), (H,) sao cho (H;)
va (H,) khong c6 chung diém trong ndo thi ta néi ¢ thé chia dugc khai da
dién (H) thanh hai khoi da dién (H;) va (H,), hay c6 thé l1ap ghép hai khoi
da dién (H;) va (H,) v6i nhau dé dugc khoi da dién (H) (h.1.13).
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Hinh 1.13

Vi du. Xét khéi lap phuong ABCD.A’B'C'D’. Mat phang (P) di qua BDD'B’ cit
khoi 1ap phuong d6 theo mot thiét dién 1a hinh chit nhat BDD'B’. Thiét dién
nay chia cdc di€ém con lai ctia khoi 1ap phuong ra 1am hai phan. Méi phéan
cung v6i hinh chit nhat BDD'B’ tao thanh mot khoi lang tru, nhu vay ta ¢6 hai
khai lang tru : ABD.A'B'D’ va BCD.B'C’D’. Khi d6 ta n6i mat phang (P) chia
khoi 1ap phuong ABCD.A'B'C’'D’ thanh hai khoéi lang tru ABD.A'B'D’ va
BCD.BC'D".

Tuong tu nhu trén ta c6 thé chia ti€p khoi lang tru ABD.A'B’D' thanh ba khoi
ta dién : ADBB’, ADB'D’ va AA'B'D’ (h.1.14).
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Lam theo qua trinh ngugc lai ta c6 thé ghép khéi lang tru BCD.B'C'D’ va cic
khoi ti dién ADBB’, ADB'D’, AA'B'D’ v6i nhau dé dugc khoi lap phuong
ABCD.A'B'C'D".

Nhdn xét

Mot khoi da dién bat ki luon ¢6 thé phan chia dugc thanh nhitng khoi t dién.

BAI TAP
Chitng minh rang mot da dién c6 cdc mat 1a nhitng tam gi4c thi tdng s6 céc
mat ciia nd phai la mot s6 chan. Cho vi du.

Chiing minh rang mot da dién ma méi dinh ctia n6 déu 1a dinh chung cia mot
s6 1é mat thi téng so cdc dinh ctia n6 phai 12 mot s6 chin. Cho vi du.

Chia mot khai 1ap phuong thanh nam khoi tit dién.

Chia mot khai 1ap phuong thanh sdu khoi ti dién bang nhau.

Pinh nghia da dién va Rhéi da dién

O ddu chuong, chiing ta méi chi trinh bay so luoc vé cic khdi niém da dién
va khoi da dién. Bay gio ta s€ trinh bay mot cach chinh xac hon nhitng khai
niém do.

Khéi niém da dién va khoi da dién c6 thé duoc hi€u theo nhiéu céch khac
nhau. Da dién va khdi da dién vira dugc trinh bay trong chuong I dua vao dinh
nghia sau day.

Dinh nghia

Hinh da dién (goi tdt la da dién) la hinh dvoc tao bdi mot s6 hitu han cdc da
gidc, goi la cdc mdt cua hinh da dién, thod man cdc tinh chdt sau :



a) Hai mdt phdn biét chi c¢6 thé hodc khong giao nhau hodc c6 mot dinh
chung, hodc c6 mot canh chung.

b) Méi canh thudéc mot mdt la canh chung cia diing hai mdt.

¢) Cho hai mdt S va S’, luon ton tai mot day cdc mdt Sy, Sy, ..., S, sao cho S,
trung voi S, S, trung voi S’ va bdt ki hai mdt S;, S;.y nao (0<i<n-1) ciing
déu c6 mot canh chung.

Cac dinh, canh ctia mat theo tha tu dugc goi la cac dinh, canh cua hinh da dién.

Vidu
Hinh (H) trong hinh 1.15 la hinh tao bdi /
hai hinh 14p phuong chi chung nhau mot ﬁ

dinh. Khi d6 (H) khong thoa man tinh chat !
c¢) nén nd khong phai la mot hinh da dién.

j—_—_
:

Tu dinh nghia trén, nguoi ta chiing minh /T ~=7

dugc dinh Ii sau goi 1a dinh li Gio6c-dan /

(Jordan) trong khong gian. (H)
Hinh 1.15

Dinh li

MGéi da dién chia cdc diém con lai ciia khong gian thanh hai mién sao cho :

a) Hai diém thuéc ciing mot mién luon cé thé noi véi nhau bdang mot duong
gdp khiic nam hoan toan trong mién do.

b) Moi duong gdp khiic néi hai diém thuéc hai mién khdc nhau déu cé diém
chung voi da dién.

c) Cé mot va chi mot mién
chita hoan toan mét duong
thdng nao day.

Mién chida hoan toan mot
dudng thang nio day dugc
goi la mién ngoai cua da
dién, mién con lai dugc goi
1a mién trong cua da dién.
Piém thuoc mién ngoai goi
12 diém ngoai, diém thuoc
mién trong goi la diém trong (H)
cta da dién.

Hinh 1.16



Trong hinh 1.16, A 12 diém trong, B, C, D 1a diém ngoai clia hinh da dién (H).
Mién ngoai ctia (H) chiia dudng thang d.

Dinh nghia

Da dién cung vdi mién trong ciia né duoc goi la mot khoi da dién.

Trong thuc t€, ching ta thudng gap nhiing vat thé c6 hinh dang 1a nhiing khoi
da dién. T nhitng cong trinh vi dai nhu kim tu thdp Ai Cap, nhiing toa nha cao
ting hién dai dén nhiing vat thé nho nhu tinh thé cla cac hop chat : dudng,
muodi, thach anh... déu 1a nhiing khéi da dién. Do d6, viéc nghién ctu céc khoi
da dién khong nhiing lam phong phu thém céc kién thic vé hinh hoc ma con
g6p phan giai quyét nhiéu bai todn thuc tién, phuc vu cudc song con nguoi.

§2. KHOI DA DIEN LOI VA
KHOI DA DIEN DEU

I- KHOI PA DIEN LOI
% Khoi da dién (H) duoc goi la khoi da dién 16i néu doan thdng

noi hai diém bdt ki ciia (H) luon thuéc (H). Khi dé da dién
. xdc dinh (H) dugc goi la da dién 16i (h.1.17).

N

Hinh 1.17
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Vi du. Cac khoi lang tru tam
giac, khoi hop, khoi ti dién 1a
nhiing khai da dién 10i.

Nguoi ta ching minh dugc
rang mot khoi da dién 1a khoi
da dién 16i khi va chi khi
mién trong clia n6 ludon ndm
vé mot phia doi v6i mobi mat
phing chitfa mot mat clia né Hinh 1.18
(h.1.18).

A1 Tim vi du vé khoi da dién 16i
va khoi da dién khong 16i trong
thuc té.

II- KHOI PA DIEN PEU

Quan sat khoi ti dién déu
(h.1.19a), ta thdy cdc mat cta
no 1a nhiing tam gidc déu, moi
dinh ctia n6 la dinh chung ctia
ding ba mat. Daéi véi khoi lap
phuong (h.1.19b), ta thay céac
mat cuia ndé 1a nhiing hinh
vuong, méi dinh cta né la
dinh chung cta ding ba mat. a) b)
Nhitng khoi da dién ndi trén Hinh 1.19

dugc goi la nhiing khoi da

dién déu.

. binh nghia

Khoi da dién déu la khoi da dién 161 ¢6 tinh chdt sau dady :

a) Moi mdt ciia né la mot da gide déu p canbh.

b) Moi dinh ciia né la dinh chung ciia diing g mdit.

Khoi da dién déu nhu vay duoc goi la khot da dién déu loai {p ; q;.

Tu dinh nghia trén ta thay cdc mat cua khai da dién déu 1a nhiing da giac déu
bang nhau.

15



Nguoi ta chiing minh duogc dinh 1i sau :

. Dinh I
Chi ¢6 nam loai khoi da dién déu. Dé la loai {3 ; 3}, loai {4 ; 3},
o loai {3;4},loai {53} va logi {3;5}.

Tuy theo s6 mat clia chiing, nam loai khéi da dién déu ké trén theo thit tu
duoc goi l1a cic khai ti dién déu, khoi 1ap phuong, khoi bat dién déu (hay
khoi tim mat déu), khoi mudi hai mat déu va khoi hai muoi mat déu (h.1.20).

f R (O
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Hinh 1.20

Az Dém s0 dinh, s6 canh clia khéi bat dién déu.

16

C4c hinh da dién déu 1a nhitng hinh cé vé dep can doi, hai hoa. Cic nha toan
hoc ¢6 dai xem chdng 1a nhitng hinh 1i tudng. Vé dep clia ching ciing lam
nhiéu hoa si quan tam. Lé-6-na-d6 Da Vin-xi (Leonardo da Vinci) hoa si
thién tai nguoi I-ta-li-a da ting vé& kha nhiéu hinh da dién trong d6 cé cic
hinh da dién déu. Du6i day 1a hinh muoi hai mat déu va hinh hai muoi mat
déu do ong vé (h.1.21).

Hinh 1.21



Bang tom tat cia nam loai khdi da dién déu

Loai Tén goi S6 dinh S6 canh S6 mat
{3;3} | Tadién déu 4 6 4
{4;3} | Lap phuong 8 12 6
{3;4} | Batdién déu 6 12 8
{5;3} Mudi hai mat déu 20 30 12
{3;5} | Hai muoi mat déu 12 30 20

Vidu

Chidng minh rang :

a) Trung diém c4c canh clia mot it dién déu 1a cac dinh clia mot hinh bét dién déu.

b) Tam céc mat ciia mot hinh 1ap phuong 1a cdc dinh ciia mot hinh bat dién déu.

a) Cho tit dién déu ABCD, canh bang a. Goi 1, J, E, F, M va N lan luot 1a
trung diém cia cdc canh AC, BD, AB, BC, CD va DA (h.1.22a).

A3 Chitng minh rang tam tam giac IEF, IFM, IMN, INE, JEF, JFM, JMN va JNE la

nhiing tam giac déu canh bang g-

Tam tam gidc déu ndi trén tao thanh mot da dién ¢6 cac dinh1al, J, E, F, M, N
ma moi dinh 1a dinh chung cta ding bon tam gidc déu. Do d6 da dién dy 1a
da dién déu loai {3 ; 4}, tic 1a hinh bat dién déu.
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Hinh 1.22
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b) Cho hinh lap phuong ABCD.A’B'C’'D’ ¢6 canh bing a (h.1.22b).

A4 Chutng minh rang AB'CD' la mét tir dién déu. Tinh cac canh clia n6 theo a.

Goi I, J, E, F, M va N lan luot la tam cta cac mat ABCD, A'B'C’'D’, ABB'A’,
BCC'B’, CDD’C’ va DAA'D’ clia hinh lap phuong. D€ y rang sdu diém trén ciing
lan luot 12 trung diém cia cdc canh AC, B'D’, AB’, B'C, CD’va D'A cua tit dién
déu AB’'CD’ nén theo cu a) sdu diém do6 la cdc dinh ctia hinh bét dién déu.

BAI TAP

1. Cat bia theo miu dudi day (h.1.23), gdp theo dudng ké, r6i dan cdac mép lai dé
duogc cdc hinh tit dién déu, hinh 14p phuong va hinh bét dién déu.

Hinh 1.23

2. Cho hinh 1ap phuong (H). Goi (H’) 1a hinh bét dién déu c6 cac dinh 1a tam cdc
mat cta (H). Tinh ti s6 dién tich toan phan cta (H) va (H’).

3. Chiing minh rang tam cua cdc mat cta hinh t& dién déu 1a cdc dinh cia mot
hinh tit dién déu.

4. Cho hinh bat dién déu ABCDEF (h.1.24).
Ching minh rang :
a) Cic doan thang AF, BD va CE doi
mot vudng goéc voi nhau va cat nhau
tai trung diém mdi dudng.

b) ABFD, AEFC va BCDE la nhiing
hinh vuong.

Hinh 1.24
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Dinh da dién déu

Cau chuyén vé céc hinh da dién déu mang nhiéu tinh huyén thoai. Nguoi ta
khong biét dugc ai la nguoi dau tién da tim ra ching. Trong mot cudc khai
quat, nguoi ta da tim thdy mot thi do choi cua tré em ¢6 hinh hai muoi mat
déu v6i nién dai cach ching ta khoang 2500 nam. Cac nha todn hoc c6 dai
Hi Lap thudc truong phdi Pla-tong va truéc d6 nita 1a truong phdi Py-ta-go
(thé ki IV truéc Cong nguyén) da timg nghién cdu vé cdc hinh da dién néi
chung va cdc hinh da dién déu néi riéng. Cdc nha todn hoc thoi bdy gio coi
nam loai hinh da dién déu la nhiing hinh 1i tudng. Ngudi ta coi bon loai da
dién déu dé dung la ti dién, hinh 1ap phuong, hinh bét dién déu va hinh hai
muoi mat déu, theo thit tu tugng trung cho ltra, dat, khong khi va nude, do 1a
bon yéu t6 co ban (theo quan niém cua thoi bay gio) tao nén moi vat. Con
hinh mudi hai mat déu tuong trung cho toan thé vii tru.

Khéng khi

Sau nay nguoi ta con tim thay cdc hinh da dién déu xuét hién trong tu nhién
duéi dang tinh thé clia nhiéu hop chit. Chang han tinh thé clia céc chat
sodium sulphantimoniate, muodi an, chrome alum c6 dang tuwong tng la khoi
ti dién, khoi 1ap phuong, khéi bat dién déu. Con hai loai hinh da dién déu
phtic tap hon 1a hinh mudi hai mat déu va hinh hai muoi mat déu, xuét hién
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trong khung xuong clia mot s6 vi sinh vat bién vi du : circogonia icosahedra
va circorrhegma dodecahedra.

Cic hinh da dién déu Ia nhitng hinh ¢ tam, truc hoic mat phang déi xiing.
Viéc nghién ctu cdc phép bién hinh bién moi hinh da dién déu thanh chinh n6
da dat nén moéng cho 1i thuyét vé cdc nhém hitu han, mot huéng nghién ciu
quan trong cua dai s6. Li thuyét nay c¢6 nhiéu ting dung trong viéc nghién ctu
céc dang tinh thé ciia cdc hop chat hod hoc.

et

S = S

M6t s6 vi sinh vat bién
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§3. KHAI NIEM VE THE TiCH CUA KHOI DA DIEN

Thé tich cia mot khoi da dién hiéu theo nghia thong thudng 1a s6 do do 16n
phan khong gian ma né chiém chd. Tir xa xua con ngudi di tim cdch do thé
tich clia cdc khoi vat chat trong tu nhién. Doi véi nhitng vat thé 10ng, nhu khéi
nudc trong mot cdi bé chita, ngudi ta c6 thé dung nhiing cdi thing c6 kich
thudc nhoé hon dé dong. Dai v6i nhitng vat ran c6 kich thudc nhd ngudi ta ¢o
thé tha chiing vao mot céi thing dé ddy nudc r6i do luong nuée trio ra... Tuy
nhién trong thuc t€ c6 nhiéu vat thé khong thé do duoc bing nhiing c4ch trén.
Chang han dé do thé tich ctia kim tu thdp Ai Cap ta khong thé nhiing né vao
nuGe hay chia nhd né ra duoc. Vi vay nguoi ta tim cach thiét 1ap nhitng cong
thiic tinh thé tich cia mot s6 khoi da dién don gian khi biét kich thudc cha
ching, r6i tir d6 tim céch tinh thé tich clia c4c khoi da dién phiic tap hon.

I- KHAI NIEM VE THE TICH KHOI PA DIEN
Ngudi ta chiing minh dugc ring : ¢6 thé dat tuong ing cho mdi khéi da dién
(H) mot s6 duong duy nhat Vi H) thod man cac tinh chit sau :

a) Néu (H) 1a khoi 1ap phuong c6 canh bang 1 thi V(H) =1.

v

b) Néu hai khdi da dién (H;) va (H,) bang nhau thi V, (H,)"

(H) ~—

c) Néu khoi da dién (H) duogc phan chia thanh hai khoi da dién (H;) va (H,)

thi Vigry =V +Vian,

S6 duong Vi H) noi trén dugc goi la thé tich cua khoi da dién (H). S6 d6 ciing
duoc goi 1a thé tich ctia hinh da dién gidi han khoi da dién (H).

Khéi 1ap phuong c6 canh bang 1 dugc goi 1a khoi ldp phuong don vi.

Bay gi0 ta s& xét thé tich clia kh6i hop chit nhat ¢6 ba kich thudc 1a a, b, c.

Vi du. Tinh thé tich ctia khoi hop chit nhat ¢6 ba kich thudc 1a nhitng s6
nguyén duong.
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Tt

(Hyp) (Hy) (Hy) (H)
Hinh 1.25

A,

Goi (H,y) 12 khéi 1ap phuong don vi.
— Goi (H;) lakhoi hop chit nhat c6 ba kich thuéca=5,b=1,c=1.
Co thé chia (H,) thanh bao nhiéu khéi 1ap phuong bang (Hy) ?

Khi do6 ta co V(H]) :S'V(HO) =5.
— Goi (H,) la khoi hop chit nhat ¢6 ba kich thuéca=5,b=4,c=1.

Az Co thé chia (H,) thanh bao nhiéu khdi hop chir nhat bang (H,) ?

Khi d6 ta c6 Vi ) =4V, ) =45 =20.

— Goi (H) 1a khoi hop chit nhat c6 ba kich thuéc a=5,b =4, c =3.

A3 Co thé chia (H) thanh bao nhiéu khéi hop chir nhat bang (H,)?

22

Khi d6 ta c6 Vi) =3.V ) =3.4.5=60 (h.1.25).

Lap luan tuong tu nhu trén, ta suy ra : thé tich ctia kh6i hop chit nhat (H) c6
ba kich thudc 1a nhitng s6 nguyén duong a, b, ¢ la V( 0= abc.

Ngudi ta chiing minh dugc rang cong thiic trén ciing ding déi v6i hinh hop
chit nhat c6 ba kich thudc 1a nhiing s6 duong. Ta c6 dinh Ii sau :

. Dinh If

Thé tich ciia mot khoi hop chit nhdt bang tich ba kich thudc
cua no.




II- THE TICH KHOI LANG TRU

Néu ta xem khoi hop chit nhat ABCD.A’B'C’D’ nhu 1a khoi lang tru ¢6 day la
hinh chit nhat A’B'C’'D’ va dudng cao AA’ thi tix dinh 1f trén suy ra thé tich cua
n6 bang dién tich ddy nhan véi chiéu cao. Ta c6 thé ching minh duoc ring
diéu d6 ciing diung d6i véi mot khoi lang tru bat ki (h.1.26).

D
E C
D C
|
A/ B
|
|
ell _________ T Cl E' C’
A’ B’ A’ B’
Hinh 1.26
. DinhIi
Thé'tich khoi ldng tru ¢é dién tich ddy B va chiéu cao h la

V = Bh.

II- THE TICH KHOI CHOP

boi va6i khoi chép, nguoi ta ching minh dugce dinh 1i sau :

. Dinh If
Thé'tich khoi chdp cé dién tich ddy B va chiéu cao h la

Vleh.
3

Ta ciing goi thé tich cac khoi da dién, khoi lang tru, khoi chép da néi ¢ trén
lan luot 12 thé tich cac hinh da dién, hinh lang tru, hinh chép xac dinh chiing.
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A4 Kim tu thap Ké-0p & Ai Cap (h.1.27) dugc xay dung vao khoang 2500 nam trudc Cong

24

nguyén. Kim tu thap nay la mét khoi chop tr giac déu co chiéu cao 147 m, canh day
dai 230 m. Hay tinh thé tich clia no.

Hinh 1.27

Vidu

Cho hinh lang tru tam gidc ABC.A'B'C’. Goi E va F lan luot 12 trung diém cua
cdc canh AA’ va BB'. Puong thang CE cat dudong thang C’A’ tai E’. Puong
thang CF cat dudng thang C'B’ tai F'. Goi V la thé tich khoi lang tru
ABC.A'BC".

a) Tinh thé tich khéi chép C.ABFE theo V.

b) Goi khoi da dién (H) l1a phan con lai cua khéi lang tru ABC.A'B’C’ sau khi
cit bo di khoi chép C.ABFE. Tinh ti s6 thé tich ctia (H) va ctia khoi chop
C.CEF"

Giai
a) Hinh ch6p C.A’B’C’ va hinh lang tru ABC.A’B’C’ ¢6 ddy va dudng cao bang
1 1 2
nhau nén VC.A'B'C' = EV Tur dé suy ra VC.ABB'A' =V —EV = EV
Do EF la duong trung binh cua hinh binh hanh ABB’A’ nén dién tich ABFE
1 1

bél’lg nura dlén tich ABB'A’. Do d6 VC.ABFE = 5 VC.ABB'A' = EV (h128)



Hinh 1.28

£ L 1 2
b) Ap dung cau a) ta co V(H) = VABC.A'B'C' _VC.ABFE = V—EV = EV

.1 : g
Vi EA’ song song va bang 5 CC’ nén theo dinh Ii Ta-1ét, A" 1a trung diém cua
E'C’. Tuong tu, B’ 1a trung diém cta F'C’". Do d6 dién tich tam giac C'E'F’ gdp

S . ) 4
bon lan dién tich tam gidc A'B'C". Tu d6 suy ra Vo prprer =4V popicr = EV.

ey 1
Veerc 2

Do do

BAI TAP

. Tinh thé tich khai tit dién déu canh a.

. Tinh thé tich khéi bat dién déu canh a.

. Cho hinh hop ABCD.A’B’C’'D’. Tinh ti s6 thé tich ctia kh6i hop do6 va thé tich

cta khoi ta dien ACBD’".

. Cho hinh chép S.ABC. Trén cdc doan thang SA, SB, SC lan lugt l1ay ba diém

.V
A’, B’, C'khéc v6i §. Chung minh rang =~~~ =—-—-—-
Voapc SA SB SC
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Cho tam gidc ABC vuong can & A va AB = a. Trén dudng thang qua C va vuong
g6c v6i mat phang (ABC) lay diém D sao cho CD = a. Mat phang qua C vuong
g6c v6i BD, cat BD tai F va cit AD tai E. Tinh thé tich khéi tit dien CDEF theo a.

Cho hai dudng thang chéo nhau d va d’. Poan thang AB c6 do dai a truot trén
d, doan thang CD c6 do dai b truot trén d’. Chitng minh rang khoi ti dién
ABCD c6 thé tich khong déi.

ON TAP CHUONG I

. Cac dinh, canh, mat cia mot da dién phai thoa man nhiing tinh chat nao ?

Tim mat hinh tao bdi cic da gidc nhung khong phai 1a mot da dién.

Thé nao la mot khoi da dién 16i ? Tim vi du trong thuc t&€ mo ta mot khoi da
dién 16i, mot khoi da dién khong 16i.

Cho hinh lang tru va hinh chép ¢6 dién tich ddy va chi€u cao bang nhau. Tinh

ti s6 thé tich clia ching.

Cho hinh chép tam gidc O.ABC c¢6 ba canh OA, OB, OC do6i mot vuong goc
vGi nhau va OA = a, OB = b, OC = c. Hay tinh duong cao OH cua hinh chép.
Cho hinh chép tam gidc déu S.ABC c6 canh AB bang a. Céc canh bén SA, SB, SC
tao v6i ddy mot géc 60°. Goi D 1a giao diém ctia SA v6i mat phang qua BC va
vuong goc véi SA.

a) Tinh ti s6 thé tich ctia hai khoi chép S.DBC va S.ABC.

b) Tinh thé tich cta khai chop S.DBC.

Cho hinh chép tam gidc S.ABC ¢6 AB = 5a, BC = 6a, CA = 7a. Cic mat bén
SAB, SBC, SCA tao véi ddy mot géc 60°. Tinh thé tich ctia khai chép dé.

Cho hinh chép S.ABCD c6 day ABCD la hinh chit nhat, SA vuéng géc véi day
va AB = a, AD = b, SA = c. Ly cdc diém B’, D’ theo thit tu thuoc SB, SD sao
cho AB’ vuong géc v6i SB, AD’ vuong goc vé6i SD. Mat phang (AB'D’) cat SC
tai C". Tinh thé tich khoi chép S.AB'C'D’.

Cho hinh chép tit gidc déu S.ABCD, ddy la hinh vudng canh a, canh bén tao véi

ddy mot géc 60°. Goi M 1a trung diém SC. Mat phang di qua AM va song song
v6i BD, cét SB tai E va cét SD tai F. Tinh thé tich khoi chop S.AEMF.



10. Cho hinh lang tru diing tam gidc ABC.A'B'C’ ¢6 tét ca cac canh déu bang a.
a) Tinh thé tich khoi t¢ dien A’BB'C.
b) Mt phang di qua A’B’ va trong tam tam gidc ABC, cat AC va BC lan luot tai
E va F. Tinh thé tich hinh chép C.A'B'FE.

11. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’". Goi E va F theo tht tu 12 trung diém clia cdc
canh BB’ va DD’. Mat phiang (CEF) chia khdi hop trén 1am hai khéi da dién.
Tinh ti s6 thé tich clia hai khoi da dién dé.

12. Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Goi M 1a trung diém ctia A'B’, N
1a trung diém cua BC.
a) Tinh thé tich khoi t& dien ADMN.
b) Mat phang (DMN) chia khéi lap phuong di cho thanh hai khéi da dién. Goi
(H) 1a khoi da dién chita dinh A, (H’) 1a khoi da dién con lai.
Vi
Ve

Tinh ti sO

CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG I

1. Trong cdc ménh dé sau, ménh d¢ nao ding ?
(A) S6 dinh va s6 mat clia mot hinh da dién luon bang nhau ;
(B) Tén tai hinh da dién c6 s6 dinh va s6 mat bang nhau ;
(C) Tén tai mot hinh da dién c6 s6 canh bang s6 dinh ;
(D) Tén tai mot hinh da dién ¢6 s6 canh va mat bang nhau.

2. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
S6 cac dinh hoac s6 cac mat ctia bat ki hinh da dién nao ciing :
(A) Lén hon hoic bang 4 ; (B) Lén hon 4 ;
(C) Lén hon hoac bing 5 ; (D) Lén hon 5.

3. Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
S6 cac canh cta hinh da dién luon luon :
(A) Lén hon hodc bang 6 ; (B) L6n hon 6 ;
(C©) Lén hon 7 ; (D) L6n hon hoac bang 8.
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. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Khoi tit dién 1a khai da dién 16i ;

(B) Khai hop 1a khoi da dién 16i ;

(C) Lap ghép hai khéi hop s& dugec mot khoi da dién 16i ;

(D) Khoi lang tru tam gidc 1a khoi da dién 16i.

. Trong cic ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Hai khoi chop c6 dién tich ddy va chiéu cao tuong ting bang nhau thi c6
thé tich bang nhau.

(B) Hai kh6i hop chit nhat c6 dién tich toan phan bang nhau thi c¢6 thé tich
bing nhau.

(C) Hai khéi lang tru c6 dién tich ddy va chiéu cao tuong ting bang nhau thi c6
thé tich bang nhau.

(D) Hai khoi lap phuong c6 dién tich toan phan bing nhau thi c6 thé tich bang nhau.

. Cho hinh chép S.ABC. Goi A’ va B’ lan luot 1a trung diém ctia SA va SB. Khi do
ti s0 thé tich ctia hai khai chép S.A'B’C va S.ABC bang :

1 1 1 1
(A) 5 (B) 3 (C)Z : (D) <

. Cho hinh chép S.ABCD. Goi A’, B’, C’, D’ theo thit tu 12 trung diém cta SA, SB,
SC, SD. Ti s6 thé tich ctia hai khéi chép S.A'B'C'D’ va S.ABCD bang :
1 1 1 1
A) —; B) — ; O)—; D) —-
(A) 2 (B) : © 2 (D) 16
. Thé tich cta khéi lang tru tam gidc déu c6 tét ca cdc canh bang a 12 :

(A) 3§§a3 ; (B) 3§5a3; (©) 3§5a3; (D) 3§5a?

. Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D’. Ti s6 thé tich cta khéi t& dien ACB’D’ va khoi
hop ABCD.A'B'C’'D’ bang :

1 1 1 1
(A) 5 (B) 3 (C) 7 (D) o

10. Cho hinh hop ABCD.A'B'C’D’, goi O 1a giao diém ctia AC va BD.

Ti s6 thé tich ctia khéi chép O.A’B’C’D’ va khéi hop ABCD.A'B'C’D’ bing :

1 1 1 1
(&) 5 ®) 3 © 7 D) <



CHUONG H

MAT NON, MAT TRU, MAT CAU

“* Mat tron xoay
“* Mat nén tron xoay, mat tru tron xoay
“* Mat cau

Lam dé gém trén ban xoay
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§1. KHAI NIEM VE MAT TRON XOAY

I- SUTAO THANH MAT TRON XOAY

30

Xung quanh ching ta c¢6 nhiéu vat thé ma mat ngoai c¢6 hinh dang 1a nhiing
mat tron xoay nhu binh hoa, nén 14, cai bat (chén) an com, cai coc (li) uong
nudc, mot so chi ti€t may (h.2.1)... Nho c6 ban xoay véi su khéo 1éo cua doi
ban tay, ngudi thg gém c6 thé tao nén nhitng vat dung c6 dang tron xoay bing
dat sét. Dua vao su quay tron cla truc mdy tién, ngudi thg co khi c6 thé tao
nén nhitng chi ti€t may bang kim loai c6 dang tron xoay. Vay cdc mat tron
xoay dugc hinh thanh nhu thé nao ? Sau day ching ta s& tim hi€u nhiing tinh
chat hinh hoc cia mat tron xoay.

Hinh 2.1



Trong khong gian cho mat phang (P) chita
dudng thing A va mot duong €. Khi quay
mat phang (P) quanh A mot goc 360° thi

mdi diém M trén dudng @ vach ra mot
dudng tron ¢6 tam O thuoc A va ndm trén
mit phang vuong géc v6i A. Nhu vay khi
quay mat phang (P) quanh dudng thing A
thi dudng € sé& tao nén mot hinh duogc goi 1a
mdt tron xoay (h.2.2).

Puong € duoc goi 1a duong sinh cia mat

tron xoay dé. Puong thang A duoc goi 1a
truc ciia mat tron xoay.

Hinh 2.2
A1 Hay néu tén mot s6 do vat ma mat ngoai co
hinh dang la cac mat tron xoay.

II- MAT NON TRON XOAY
1. Pinh nghia

Trong mdt phdng (P) cho hai
duong thdang d va A cdt nhau

tai diém O va tao thanh géc f
voi 0° < B <90°. Khi quay mdt
phdng (P) xung quanh A thi
duong thdng d sinh ra mot mdt
tron xoay duogc goi la mdt non
tron xoay dinh O. Nguoi ta
thuwong goi tdt mdt nén tron
xoay la mdt nén. Puong thdng
A goi la truc, duong thdng d goi
la duong sinh va géc 2 goi la
goc o dinh cua mdt nén do
= (h2.3).

Hinh 2.3
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2. Hinh non tron xoay va khoi nén tron xoay

a) Cho tam gidac OIM vuong tai I (h.2.4). Khi

quay tam gidc d6 xung quanh canh géc vuong 0
Ol thi duong gip khic OMI tao thanh mot

hinh duoc goi 1a hinh nén tron xoay, goi tat l1a

hinh non.

Hinh tron tam / sinh béi c4c diém thuoc canh

IM khi IM quay quanh truc OI duoc goi la mdt

ddy cta hinh nén, diém O goi 1a dinh cha hinh /

noén. Do dai doan OI goi 1a chiéu cao cla hinh

non, d6 cling la khoang cach tr O dén mat M
phing diy. Do dai doan OM goi 1a do dai

duong sinh cua hinh nén. Phan mat tron xoay Hinh 2.4

duoc sinh ra boi cic diém trén canh OM khi

quay quanh truc OI goi la mdt xung quanh cua

hinh n6n do.

b) Khoi nén tron xoay la phan khong gian dugc giéi han bdi mot hinh nén
tron xoay ké ca hinh nén d6. Nguoi ta con goi tat khoi nén tron xoay 1a khoi
nén. Nhitng diém khong thuoc khoi nén duoc goi 1a nhiing diém ngoai cua
kh6i nén. Nhitng diém thuoc kh6i nén nhung khong thuoc hinh nén ting véi
kh6i nén Ay duoc goi 1a nhitng diém trong cua khoi nén. Ta goi dinh, mat
ddy, duong sinh cua mot hinh nén theo tha tu 1a dinh, mdt day, duong sinh
cta khoi nén tuong tng.

3. Dién tich xung quanh ciia hinh nén tron xoay

a) Mot hinh chép dugc goi 1a ndi tiép mot hinh nén néu ddy cua hinh chép la
da gidc ndi ti€p duong tron ddy clia hinh nén va dinh cua hinh chép 1a dinh
cta hinh nén. Khi d6 ta con néi hinh nén ngoai tiép hinh chép. Ta cé dinh
nghia sau :

& Dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay la gidi han cua
dién tich xung quanh cia hinh chép déu noi tiép hinh nén dé
khi s6 canh ddy tdng lén vo han.

b) Cong thiic tinh dién tich xung quanh cua hinh nén

Goi p 1a chu vi ddy cta hinh chop déu noi ti€p hinh nén va ¢ 1a khoang céich
tir dinh O t6i mot canh ddy cua hinh chdép déu do6 thi dién tich xung quanh clia

hinh chép déu la qu = %pq. (h.2.5)



Khi cho s6 canh ddy cuia hinh chép déu tang 0
lén vo han thi p c¢6 gi6i han 1a do dai dudong

tron ddy ban kinh r ctia hinh nén, ¢ cé giéi

han la d6 dai duong sinh / ctia hinh nén. Khi

do6 ta tinh dugc dién tich xung quanh cua

hinh no6n theo cong thic :

Syq =71l

Vay : Dién tich xung quanh cua hinh nén
tron xoay bdng mot mita tich cua do dai
duong tron day va do¢ dai duong sinh. Hinh 2.5

Ngudi ta goi téng dién tich xung quanh va dién tich day 1a dién tich toan phdn
ctia hinh non.

I Chu y. Dién tich xung quanh, dién tich toan phan cta hinh nén tron xoay
cling l1a dién tich xung quanh, dién tich toan phan cta khéi non duoc gidi han
bdi hinh nén do.

Néu cit mat xung quanh cua hinh nén tron xoay theo mot dudng sinh roi trai
ra trén mot mat phang thi ta s& duoc mot hinh quat c6 ban kinh bang do dai
dudng sinh ctia hinh n6n va mot cung tron ¢6 do dai bang chu vi dudng tron
ddy ctia hinh nén. Ta c6 thé xem dién tich hinh quat nay la dién tich xung

quanh cua hinh nén. (h.2.6)
l

Hinh 2.6
4. Thé tich khéi non tron xoay
a) Muo6n tinh thé tich kh6i nén tron xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

Thé tich ciia khoi nén tron xoay la gidi han cua thé tich khoi
chép déu noi tiép khoi nén doé khi s6 canh ddy tang 1én vo han.
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b) Cong thiic tinh thé tich khoi nén tron xoay

. N > 2 2 e 7 S 1 ’ 2 . ’ .z 7z N\
Ta bi€t rang thé tich cua khoi chop bang 3 tich cua dién tich da gidc day va

chiéu cao ctia kh6i chop d6 (chiéu cao nay ciing 1a chiéu cao cua khdi nén).
Khi cho s6 canh ddy cua khoi chép déu ting 1én vo han thi dién tich da gidc
day ctia khoi chdép déu do ¢6 gidi han 1a dién tich hinh tron ddy cta khoi nén
tron xoay. Do d6 ta tinh dugc thé tich clia kh6i nén tron xoay nhu sau :

Goi V 1a thé tich cha kh6i nén tron xoay c6 dién tich ddy B va chiéu cao h,
ta c6 cong thuc :

v-Lpn
3

Nhu vay, néu ban kinh ddy bang r thi B = 7rr2, khido: V= %7[}”2/1.

5.Vidu

Trong khong gian cho tam gidc vuong OIM vuodng tai I, goc 10M = 30° va
canh IM = a. Khi quay tam gidc OIM quanh canh géc vuodng OI thi dudong gap
khic OMI tao thanh mot hinh nén tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh nén tron xoay dé.
b) Tinh thé tich ctia kh6i nén tron xoay dugc tao nén boi hinh nén tron xoay
nai trén.
-
Giai
a) Hinh n6n tron xoay dugc tao nén c6 ban kinh
day la a va c6 do dai duong sinh OM = 2a. %
Vay dién tich xung quanh cua hinh nén 1a :

Syq =7rl=ra.2a=27a” (h.2.7).

b) Khéi nén tron xoay c6 chiéu cao h = Ol = a3
va c6 dién tich hinh tron ddy 1a za>.

Vay khoi nén tron xoay c6 thé tich 12 :

3
1
volrai=2oP
3 3 Hinh 2.7



Az Cat mat xung quanh clia mot hinh non tron xoay doc theo mét dudng sinh réi trai ra
trén mat phang ta dugc mét nira hinh tron ban kinh R. Hdi hinh nén d6 co ban kinh
r clia dudng tron day va goc & dinh clia hinh non bang bao nhiéu ?

III- MAT TRU TRON XOAY

1. Dinh nghia
Trong mdt phdng (P) cho hai

duong thang A va | song song e U
N

voi nhau, cdch nhau mot 5 |
khodng bang r. Khi quay mdt .

phdng (P) xung quanh A thi | /
duwong thang | sinh ra mot mdt |

tron xoay duoc goi la mdt tru _ :__
tron xoay. Nguoi ta thuong T -Ih r‘\
goi tdt mdt tru tron xoay la ~_ 1~y
mdt tru. Puong thang A goi

la truc, duomg thdng [ la A

duong sinh va r la ban kinh Hinh 2.8

cua mdt tru do (h.2.8).

2. Hinh tru tron xoay va khoi tru tron xoay

a) Ta hay xét hinh chit nhat ABCD. Khi quay hinh
d6 xung quanh dudng thang chita mot canh, chang
han canh AB, thi duong gap khic ADCB tao thanh
mot hinh duoc goi 1a hinh tru tron xoay hay con
dugc goi tat 12 hinh tru (h.2.9).

Khi quay quanh AB, hai canh AD va BC s& vach ra
hai hinh tron bang nhau goi 1a hai ddy cta hinh tru,
ban kinh cua ching goi 1a bdn kinh cua hinh tru.
Do dai doan CD goi 1a d6 dai duong sinh ciia hinh
tru, phdn mat tron xoay duoc sinh ra boi cic diém
trén canh CD khi quay quanh AB goi la mdt xung
quanh cta hinh tru. Khoang cach AB gitta hai mat Hinh 2.9
phang song song chita hai ddy 1a chiéu cao ciia

hinh tru.
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b) Khoi tru tron xoay 1a phan khong
gian dugc giGi han bdi mot hinh tru
tron xoay ké cé hinh tru d6. Khéi tru
tron xoay con duoc goi tat 12 khoi tru.
Nhitng diém khong thuoc khoi tru
duoc goi la nhitng diém ngoai cla
khoi tru. Nhitng diém thuoc khoi tru
nhung khong thudc hinh tru goi la
nhiing diém trong cta khoi tru. Ta
goi mat ddy, chiéu cao, dudng sinh,
ban kinh cia mot hinh try theo thir tu Céc chi tiét may cé dang hinh try
1a mat day, chiéu cao, duong sinh,

bdn kinh cta khéi tru tuong ung.

3. Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay

a) Mot hinh lang tru goi 1a ndi tiép mot hinh tru néu hai ddy cta hinh lang tru
noi ti€p hai dudong tron ddy cua hinh tru. Khi d6 ta con noéi hinh tru ngoai tiép
hinh lang tru. Ta c6 dinh nghia sau :

Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay la gioi han cua
dién tich xung quanh cua hinh ldng tru déu noi tiép hinh tru
. do khi s0 canh ddy tang lén v6 han.

b) Cong thiic tinh dién tich xung quanh ctia hinh tru

Goi p 1a chu vi ddy cua hinh lang tru déu noi tié€p
hinh tru va £ 1a chiéu cao cta hinh lang tru d6 thi
dién tich xung quanh cua hinh lang tru déu Ia :
Syg =ph (h.2.10).

Y T==

+
R A

Khi cho s6 canh ddy cta hinh lang tru déu tang 1én

vo han thi p c6 giéi han la chu vi hinh tron day s S

ban kinh r cta hinh tru, chiéu cao h bing do dai 1 T

duong sinh / cta hinh tru. Khi d6 ta tinh duoc dién / . /

tich xung quanh cta hinh tru theo cong thic : SN
Syq =27rl Hinh 2.10

Vay : Dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay bang tich cua do dai
duong tron day va doé dai duong sinh.



Nguoi ta goi tong dién tich xung quanh va dién tich cta hai day 1a dién tich
toan phdn cua hinh tru.

I Chu y. Dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua hinh tru tron xoay ciing
la dién tich xung quanh, dién tich toan phan cua khoi tru dugc giéi han boi
hinh tru d6.

Néu cat mat xung quanh cta hinh tru theo mot dudng sinh, rdi trai ra trén mot
mit phang thi ta s& dugc mot hinh chit nhat c6 mot canh bang dudng sinh / va
mot canh bang chu vi ctia duong tron ddy. Do dai dudng sinh [ bang chiéu cao A
cta hinh tru. Khi dé dién tich hinh chit nhat bang dién tich xung quanh cua
hinh tru. (h.2.11)

27r

Hinh 2.11

4. Thé tich khéi tru tron xoay
a) Mu6n tinh thé tich khéi tru tron xoay ta dua vao dinh nghia sau day :

Thé'tich ciia khoi tru tron xoay la gidi han cua thé'tich khoi lang
tru déu noi tiép khoi tru dé khi so canh ddy tang lén vo han.

b) Cong thiic tinh thé tich khoi tru tron xoay

Ta biét rang thé tich ctia khéi lang tru bang tich cla dién tich da gidc ddy va
chiéu cao cua khoi lang tru d6. Khi cho s6 canh ddy cua khoi lang tru déu
tang 1én vo han thi dién tich cua da gidc ddy cta khdi lang tru déu cé gidi han
1 dién tich ctia hinh tron ddy cta khdi tru tron xoay. Do do6 ta tinh dugc thé
tich cta khoi tru tron xoay nhu sau :

Goi V 1a thé tich clia kh6i tru tron xoay c6 dién tich ddy B va chiéu cao h, ta
c6 cong thic :

V =Bh
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Nhu vay, néu bén kinh ddy bang r thi B =772, khidé: V = zr2h.

A3 Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D’ canh a. Tinh dién tich xung quanh cla hinh

38

tru va thé tich cla khdi tru ¢ hai day la hai hinh tron ngoai ti€p hai hinh vuéng
ABCDva AB'CD..
5.Vidu

Trong khong gian, cho hinh vuong ABCD canh a. Goi I va H 1an lugt 1a trung
diém ctia céc canh AB va CD. Khi quay hinh vuoéng d6 xung quanh truc IH ta
dugc mot hinh tru tron xoay.

a) Tinh dién tich xung quanh cua hinh tru tron xoay do6.
b) Tinh thé tich clia khéi tru tron xoay duoc gidi han boi hinh tru néi trén.
2

Gidi
a

a) Hinh tru tron xoay c6 béan kinh ddy r = 5 va duodng sinh / = a. Do d6 dién

b) Thé tich ctia khdi tru tron xoay dugc tinh theo cong thiic :

Hinh 2.12



BAI TAP

. Cho dudng tron tam O ban kinh 7 ndm trén mat phang (P). Tu nhitng diém M
thuoc dudng tron nay ta ké nhitng dudng thang vuong géc véi (P). Chiing minh
rang nhitng dudng thing nhu vay nim trén mot mat tru tron xoay. Hay xéc
dinh truc va ban kinh ctia mat tru do.

. Trong moi trudng hop sau day, hay goi tén cdc hinh tron xoay hoac khoi tron
xoay sinh ra bai :

a) Ba canh clia hinh chit nhat khi quay quanh dudng thang chita canh thi tu.

b) Ba canh cua mdt tam giac can khi quay quanh truc doi xting ctia no.

c) Mot tam gidc vuong ké ca cdc diém trong clia tam gidc vuong d6 khi quay
quanh dudng thang chita mot canh géc vuong.

d) Mot hinh chit nhat ké cd cdc diém trong cta hinh chit nhat d6 khi quay
quanh duong thang chita mot canh.

. Cho hinh nén tron xoay c6 dudng cao & = 20 cm, ban kinh ddy r = 25 cm.

a) Tinh dién tich xung quanh cta hinh nén da cho.

b) Tinh thé tich cia kh6i nén dugc tao thanh boi hinh nén do.

c¢) Mot thiét dién di qua dinh ctia hinh nén c6 khoang cach tir tam cta ddy dén
mat phang chia thiét dién 12 12 cm. Tinh dién tich thiét dién doé.

. Trong khong gian cho hai diém A, B c6 dinh va c¢6 do dai AB = 20 cm. Goi d 1a

mot dudng thang thay ddi luon luon di qua A va cdch B mot khoidng bing

10 cm. Ching t6 ring dudng thang d luon luén nam trén mot mat nén, hay xac

dinh truc va géc & dinh cia mat nén do.

. Mot hinh tru c6 ban kinh ddy r = 5 cm va c6 khoang céch giita hai ddy bang 7 cm.

a) Tinh dién tich xung quanh ctia hinh tru va thé tich ctia khéi tru duoc tao nén.

b) Cat khoi tru bdi mot mat phang song song véi truc va cach truc 3 cm. Hay
tinh dién tich cua thiét dién duoc tao nén.

. Cat mot hinh nén biang mot mat phiang qua truc ctia né ta dugc thiét dién 1a mot
tam gidc déu canh 2a. Tinh dién tich xung quanh va thé tich ctia hinh nén dé.

Mot hinh tru 6 ban kinh  va chiéu cao i = r+/3.
a) Tinh dién tich xung quanh va dién tich toan phan cua hinh tru.
b) Tinh thé tich khéi tru tao nén béi hinh tru da cho.
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c¢) Cho hai diém A va B 14an lugt nam trén hai dudng tron day sao cho goc giita
duong thiang AB va truc clia hinh tru bang 30°. Tinh khoidng cich giita
dudng thang AB va truc cla hinh tru.

Mot hinh tru c6 hai ddy la hai hinh tron (O ; r) va (O’ ; r). Khoang céach giita hai

day 1a 00’ = 3. Mot hinh nén ¢6 dinh 1a O’ va c6 ddy 1a hinh tron (O ; r).

a) Goi S; la dién tich xung quanh cua hinh tru va $,1a dién tich xung quanh

9 N z ~ , 9 - S
cua hinh nén, hay tinh ti s6 hd
2

b) Mat xung quanh ctia hinh nén chia khéi tru thanh hai phan, hay tinh ti s thé
tich hai phan do.

Cit hinh nén dinh S béi mat phang di qua truc ta dugc mot tam gidc vuong can

c6 canh huyén bing av/2.

a) Tinh dién tich xung quanh, dién tich ddy va thé tich ctia khdi nén tuong ting.

b) Cho day cung BC cuia dudng tron ddy hinh nén sao cho mat phing (SBC) tao
v6i mit phing chita ddy hinh nén mot géc 60°. Tinh dién tich tam gidc SBC.

Cho hinh tru c6 ban kinh r va ¢6 chiéu cao cling bang . Mot hinh vuong ABCD

6 hai canh AB va CD lan luot 1a cdc day cung cua hai duong tron ddy, con canh

BC va AD khong phai 1a duong sinh ctia hinh tru. Tinh dién tich ctia hinh vuong
d6 va cosin clia goc gifta mat phang chita hinh vuong va mat phing ddy.



§2. MAT CAU

--"'
—

. OFFICIAL
SIZE e wEIGHT

Hinh 2.13

Trong doi s6ng hang ngay ching ta thuong thay hinh anh cta mat cau thong
qua hinh dnh bé mat ciia qua boéng ban, cua vién bi, cia mo hinh qua dia cAu,
ctia qua béng chuyén (h.2.13), v.v... Sau day ching ta s& tim hiéu, nghién cttu
nhiing tinh chat hinh hoc cua mat cau.

I- MAT CAU VA CAC KHAI NIEM LIEN QUAN PEN MAT CAU

1. Mt cau

© Tdp hop nhitng diém M trong khong gian cdch diém O c6
dinh mot khodng khong doi bang r (r > 0) duoc goi la mdt
cdau tam O bdn kinh r (h.2.14).

Nguoi ta thuong ki hiéu mat cau tam O ban 6

kinh r 12 S(O ; r) hay viét tat 1a (S). Nhu vay
ta c6 mat cau SO ;1) ={M|10OM =r}.

— Néu hai diém C, D nam trén mat cau S(O ; r)
thi doan thang CD (h.2.15a) duoc goi 1a ddy
cung cua mat cau do.
Hinh 2.14
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— Day cung AB di qua tam O duoc goi 1a mot duong kinh cua mat cau. Khi dé
do dai duong kinh bang 2r (h.2.15b).

D

a) b)
Hinh 2.15

Mot mat cau dugc xac dinh néu biét tam va ban kinh clia né hodc biét mot
duong kinh ctia mat cau do.

2. Diém nam trong va ndm ngoai mdt cdu. Khoi cdu

Cho mit cau tam O bén kinh 7 va A 12 mot diém bat ki trong khong gian.
— Néu OA = r thi ta n6i diém A ndm trén mat cau S(O ; r).

— Néu OA < r thi ta néi diém A ndam trong mat cau S(O ; r).

— Néu OA > r thi ta n6i diém A nam ngoai mat cau S(O ; r).

% Tdp hop cdc diém thuoc mdt cdu S(O ; r) cung véi cdc diém
ndam trong mdt cdu dé duoc goi la khoi cdu hodc hinh cdu
tam O badn kinh r.

[ o« X % A
3. Biéu dien mdt cdu

Nguoi ta thuong dung phép chi€u vuong goéc 1én
mit phang dé biéu dién mat cau. Khi d6 hinh biéu
dién clia mat cau 1a mot hinh tron.

Muén cho hinh biéu dién ctia mit cau dugc truc
quan ngudi ta thudng vé thém hinh biéu dién clia

mot s6 dudng tron nam trén mat cau do6 (h.2.16).
Hinh 2.16

4. Puong kinh tuyén va vi tuyén cua mdt cdau

Ta c6 thé xem mat cAu nhu 12 mat tron xoay dugc tao nén bdi mot nira duong
tron quay quanh truc chita dudong kinh ctia ntra duong tron d6. Khi d6 giao



tuyén clia mat cdu véi cac nira mit phang c6 bd 1a truc clia mat cdu dugc goi
12 kinh tuyén clia mat cdu, giao tuyén (néu cé) clia mat cAu v6i cidc mat phing
vuong gbc vdi truc dugc goi 12 vi tuyén ctia mat cau. Hai giao diém clia mat
cu véi truc duoc goi 1a hai cuc cua mat cau (h.2.17).

NV tuyén

Hinh 2.17

A1 Tim tap hop tam c&c mat cAu ludn luén di qua hai diém c6 dinh A va B cho trudc.

II- GIAO CUA MAT CAU VA MAT PHANG

Cho mat ciu S(O ; r) va mat phang (P). Goi H 1a hinh chiéu vuong géc cia
O 1én mat phang (P). Khi d6 h = OH 13 khoang cich tir O téi mat phang (P).
Ta c6 ba truong hop sau :

1. Truong hop h > r

Néu M 1a mot diém bat ki trén mat
phéng (P) thi OM >OH. Tux d6 suy ra
OM > r. Vay moi diém M thudc mat
phang (P) déu nim ngoai mat cau. Do
dé mdt phdng (P) khong cé diém
chung vai mdt cau (h.2.18).

Hinh 2.18
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2. Truong hoph=r
Trong trudng hop nay diém H thudc mat cau S(O ; ). Khi d6 v6i moi diém M
thuoc mat phang (P) nhung khéc véi H ta luon luon cé :

OM >OH =r nén OM >r.

Nhu vay H 1a diém chung duy nhét ca mat cau S(O ; r) va mat phang (P).
Khi dé tanéi mdt phdng (P) tiép xiic véi mdt cdu S(O ; r) tai H (h.2.19).

Hinh 2.19
Diém H goi 1a tiép diém cha mat cau S(O ; r) vd mat phang (P), mat phang
(P) goi 1a mdit phdng tiép xiic hay tiép dién ctia mat cau. Vay ta co :
Piéu kién cdn va du dé mdt phdng (P) tiép xiic véi mdt cdu
S(O ; r) tai diém H la (P) vuéng géc véi bdan kinh OH tai
 diém H dé.

3. Truong hop h<r

Trong trudng hop ndy mdt phdng cdt mdt cdu theo duong tron tam H, ban

kinh "= \Vr? —h? (h.2.20).

Hinh 2.20



That vay, goi M 1a mot diém thuodc giao tuyén clia mat phang (P) v6i mat ciu
S(O ; r). Xét tam gidc vuong OMH ta c6 MH = v r? —hz, do d6 M thudc

duong tron tam H nam trong mat phang (P) va c6 ban kinh 1’ = r?—h?.

Ddc biét khi h = 0 thi tam O clia mat ciu thuoc mit phang (P). Ta c6 giao
tuyén clia mat phang (P) va mat cdu S(O ; r) 1a dudng tron tam O bén kinh 7.
Duong tron nay duoc goi la duong tron lon (h.2.21)

Duong tron lon

P -~ -

Hinh 2.21

Mait phing di qua tam O ctia mat ciu goi 14 mdt phdng kinh clia mat cau do.

A 2 a) Hay xac dinh dudng tron giao tuyén clia mat cau S(O ; r) va mat phang (e) biét

rang khoang cach tir tam O dén () bang %

b) Cho mét cau S(O ; ), hai mat phang (a) va (B) co khodng cach dén tam O clia
mat cau da cho lan lugt la ava b (0 < a < b < r). Hay so sanh hai ban kinh clia
cac dudng tron giao tuyén.

III- GIAO CUA MAT CAU VGI PUGNG THANG. TIEP TUYEN CUA
MAT CAU
Cho mit cau S(O ; r) va dudng thang A
Goi H la hinh chi€u vuong goc cta tam O trén A va d = OH 1a khoang cach

th O t6i A.
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Tuong tu nhu trong trudng hop mat cu va mat phing, ta c6 ba trudng hop
sau day :

1. Néu d > r thi A khong cat mat cau S(O ; r) (h.2.22), vi v6i moi diém M
thuoc A ta déu c6 OM > r va nhu vay moi diém M thuoc A déu nim ngoai
mat cau.

Hinh 2.22

2. Néu d = r thi diém H thudc mat ciu S(O ; r). Khi d6 véi moi diém M thuoc A
nhung khéc vé6i H ta luon luon c6 OM > OH = r nén OM > r. Nhu vay H la
diém chung duy nhat cia mat cau S(O ; r) va dudng thang A. Khi d6 ta néi
duong thang A tiép xiic v6i mat cau S(O ; r) tai H. Diém H goi 1a diém tiép
xtic (hodc tiép diém) cia A va mat cau. Pudng thang A goi 12 tiép tuyén cla
mat cau. Vay ta co :

Diéu kién cdn va dii dé dwong thang A tiép xiic voi mdt cdu
S(O ; r) tai diém H la A vuéng géc vdi ban kinh OH tai diém
| Hd6 (h223).

Hinh 2.23

3. Néu d < r thi duong thing A cat mat cau S(O ; r) tai hai diém M, N phan
biét. Hai diém d6 chinh 1a giao diém clia duong thang A v6i dudng tron giao
tuyén clia mat cau S(O ; ) va mat phang (O, A) (h.2.24).



Hinh 2.24

Dac biét, khi d = 0 thi duong thang A di qua tam O va cat mat ciu tai hai
diém A, B. Khi d6 AB la dudng kinh ctia mat cau (h.2.15b).

Nhdn xét. Nguoi ta chiing minh dugc rang :

a) Qua mot diém A nam trén mat cau S(O ; 1) c6 vo s6 tiép tuyén clia mat ciu
d6. Tat ca cdc ti€p tuyén nay déu vuong gdc véi ban kinh OA cla mit cau tai
A va déu nim trén mat phang tiép xiic v6i mat ciu tai diém A d6 (h.2.25).

b) Qua mot diém A ndm ngoai mat cau S(O ; r) ¢6 vo s6 tiép tuyén v6i mat
ciu da cho. Céc ti€p tuyén nay tao thanh mot mat nén dinh A. Khi d6 do dai
cic doan thang ké tir A dén céc tiép diém déu bing nhau (h.2.26).

A

"

Hinh 2.25 Hinh 2.26

I Chit y. Nguoi ta néi mdt cdu noi tiép hinh da dién néu mat cau do tiép xic voi

tat ca cdc mat cua hinh da dién, con néi mdr cdu ngoai tiép hinh da dién néu
tat ca cdc dinh clia hinh da dién déu nam trén mat cAu.

Khi mat ciu noi ti€p (ngoai ti€p) hinh da dién, ngudi ta cling ndi hinh da dién
ngoai tiép (ndi tiép) mat cau.
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A3 Cho hinh I&p phuong ABCD.A'B'C'D’ ¢6 canh bang a. Hay xac dinh tam va ban kinh
mét cau
a) Di qua 8 dinh cla hinh lap phuong.
b) Tiép xuc véi 12 canh cla hinh lap phuang.
c) Tiép xdc véi 6 mat cla hinh lap phuong.

IV- CONG THUC TiNH DIEN TICH MAT CAU VA THE TiCH KHOI CAU

Dung phuong phdp gidi han ngudi ta ching minh duoc céc cong thic vé tinh
dién tich ctia mat ciu va thé tich ctia kh6i cdu nhu sau :

Mat clu ban kinh r ¢6 dién tich 1a :

S = 47r?
Khoi cau ban kinh 7 ¢6 thé tich 1a :
V= i 7[1’3
3

1= Chii y

a) Dién tich S ciia mat cdu ban kinh r bang bén 1an dién tich hinh tron 16n cta
mat cau do.

b) Thé tich V ctia khéi cau ban kinh r bang thé tich khéi chop c6 dién tich day
bang dién tich mat ciu va c6 chiéu cao bang ban kinh cta khéi cau do.

A4 Cho hinh 1ap phuong ngoai tiép mat cau ban kinh r cho trudc. Hay tinh thé tich clia
hinh l&p phuang do.
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BAI TAP

. Tim tap hop tit ca cdc diém M trong khong gian luon luon nhin doan thing AB
c6 dinh dudi mot goc vuong.

. Cho hinh chép tt gidc déu S.ABCD c6 tit ca cdac canh déu bang a. Hay xéc
dinh tam va ban kinh mat cau ngoai tiép hinh chép dé.

. Tim tap hop tam cdc mat cau ludn luon chita mot dudng tron ¢6 dinh cho trudc.

. Tim tap hop tam nhiing mat ciu luon cung ti€p xdc véi ba canh cia mot tam
gidc cho trudc.

. T mot diém M nim ngoai mat cdu S(O ; r) ta ké hai dudng thang cat mat cau
lan luot tai A, Bva C, D.

a) Chiing minh rang MA.MB = MC.MD.

b) Goi MO =d. Tinh MA.MB theo r va d.

. Cho mat cau S(O ; r) tiép xdc v6i mat phang (P) tai I. Goi M 12 mot diém nam
trén mat cau nhung khong phai 1a diém doi xdng véi I qua tam O. T M ta ké
hai ti€p tuyén ctia mat cdu cat (P) tai A va B. Ching minh rang AMB = AIB.

. Cho hinh hop chit nhat ABCD.A'B'C'D’ c6 AA’=a, AB=b, AD =c.
a) Hay xdc dinh tam va ban kinh ctia mat cau di qua 8 dinh cua hinh hop do.

b) Tinh bén kinh clia dudng tron 12 giao tuyén ctia mat phiang (ABCD) véi mat
cau trén.

. Chdng minh rang néu c6 mot mat ciu ti€p xic v6i 6 canh ctia mot hinh t dién
thi tong do dai ctia cdc cap canh doi dién cla t dién bang nhau.

. Cho mot diém A c¢6 dinh va mot duong thang a ¢ dinh khong di qua A. Goi O
l1a mot diém thay déi trén . Ching minh ring cdc mit cdu tAm O bén kinh
r = OA ludn luon di qua mot duong tron ¢6 dinh.

10. Cho hinh chép S.ABC ¢6 bon dinh déu ndm trén mot mat cau, SA = a, SB = b,

SC = ¢ va ba canh SA, SB, SC do6i mot vuong géc. Tinh dién tich mat ciu va thé
tich khoi cau dugc tao nén boi mat cau do.
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ON TAP CHUONG II

. Cho ba diém A, B, C cung thuoc mot mat ciu va cho biét ACB =90°, Trong

cédc khang dinh sau khang dinh nio 12 ding ?

a) Puong tron qua ba diém A, B, C ndm trén mat ciu.

b) AB 1la mot duong kinh ctia mat cau da cho.

c¢) AB khong phai 1a duong kinh ctia mat cau.

d) AB la dudng kinh ctia dudng tron giao tuyén tao bdi mat cAu va mat phang (ABC).
Cho ti dien ABCD c6 canh AD vuong géc v6i mat phang (ABC) va canh BD

vuong gbc véi canh BC. Biét AB = AD = q, tinh dién tich xung quanh va thé tich
ctia khoi nén duoc tao thanh khi quay duong gap khiic BDA quanh canh AB.

. Chitng minh rdng hinh chép c6 téit ca cdc canh bén bang nhau noi ti€p dugc

trong mot mat cau.

Hinh chép S.ABC ¢6 mot mat cau ti€p xic voi cac canh bén SA, SB, SC va tiép
xtic v6i ba canh AB, BC, CA tai trung diém clia mdi canh. Chiing minh rang
hinh chép d6 1a hinh chép tam gidc déu.

. Cho tit dién déu ABCD canh a. Goi H 1a hinh chiéu vuong géc cta dinh A

xuoéng mat phang (BCD).

a) Ching minh A la tam dudng tron ngoai ti€p tam giac BCD. Tinh d¢ dai doan AH.

b) Tinh dién tich xung quanh va thé tich ctia khoi tru c6 dudng tron ddy ngoai
ti€p tam gidc BCD va chiéu cao AH.

Cho hinh vuéng ABCD canh a. Tl tam O cua hinh vuong dung duong thang A

a

vudng géc véi mat phang (ABCD). Trén A 1dy diém S sao cho OS = 5 Xac

dinh tam va ban kinh mat cau ngoai ti€p hinh chép S.ABCD. Tinh dién tich cua
mat ciu va thé tich chia khoi cdu duoc tao nén boi mat cu do.

Cho hinh tru c6 ban kinh day r, truc OO’ = 2r va mat cau duong kinh 00"

a) Hay so sanh dién tich mat cau va dién tich xung quanh cta hinh tru do.

b) Hay so sanh thé tich khéi tru va thé tich khéi cau dugc tao nén boi hinh tru
va mat cau da cho.



CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG II

. Cho hinh lap phuong ABCD.A’B’C’D’ c6 canh bang a. Goi S 1a dién tich xung
quanh cta hinh tru cé hai duong tron day ngoai ti€p hai hinh vuong ABCD va
AB’C'D’. Diéntich S 1a :

(A) 7a®; B) a2 :
2
(©) 7d*\3 ; D) 24 2*5 .

. Goi § 1a dién tich xung quanh cta hinh nén tron xoay dugc sinh ra boi doan
thang AC’ clia hinh lap phuong ABCD.A’B'C’D’ c6 canh b khi quay xung quanh
truc AA’. Dién tich S 1a :

(A) b ; (B) b2 :
() 7b*\3 ; (D) 7b>6.

. Hinh chép S.ABC c6 day la tam gidc ABC vuong tai A, c6 SA vudng goéc véi
mit phang (ABC) va ¢6 SA = a, AB = b, AC = c¢. Mt cdu di qua cdc dinh A, B,
C, § ¢6 ban kinh r bang :

(a) Hatb+o) B) 2Va? +b% +¢2

3

(©) %\/a2+b2+02; (D) Va® +b> +c2.

. Cho hai diém c6 dinh A, B va mot diém M di dong trong khong gian nhung
luon thoa man diéu kien MAB=a véi 0° < a <90°. Khi d6 diém M thuoc
mat nao trong cic mat sau :

(A) Mat n6n ; (B) Mat tru ;

(C) Mat cau ; (D) Mat phang.

. S6 mat cau chita mot dudng tron cho trude 1a :
(A)O; B)1;
O 2; (D) vo s0.
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6.

10.
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Trong cac da dién sau day, da dién nao khong Iuon luon noi tiép dugc trong
mat ciu :

(A) hinh chop tam gidc (¢ dién) ;

(B) hinh chép ngii gidc déu ;

(C) hinh chép t giac ;

(D) hinh hop chit nhat.

Cho ti& dien ABCD c6 canh AD vuong géc v6i mat phang (ABC) va canh BD
vuong gbéc v6i canh BC. Khi quay cdc canh tit dién d6 xung quanh truc la
canh AB, c¢6 bao nhiéu hinh nén dugc tao thanh ?

(A) 1 B)2;

©3; (D) 4.

Cho hinh 1ap phuong ABCD.A’B’C'D’ ¢6 canh bang a. Mot hinh nén c¢é dinh 1a

tam cta hinh vuong ABCD va c6 dudng tron ddy ngoai ti€p hinh vudng
A'B’C’D’. Dién tich xung quanh ctia hinh nén dé 1a :

N vy

(A) 3 (B) S
N a6
© > (D) S

Cho tam gidc déu ABC canh a quay xung quanh dudng cao AH tao nén mot
hinh nén. Dién tich xung quanh cua hinh n6n d6 la :

(A) 7a® ; (B) 2 7a*;

(©) %ﬂaz : (D) %;mz.

Trong cdc ménh dé sau day, ménh dé nao sai ?

(A) Mat tru va mat nén c6 chita cdc dudng thing.

(B) Moi hinh chép luon ndi ti€p trong mat cau.

(C) C6 vo s6 mit phang cat mat cAu theo nhitng dudng tron bang nhau.

(D) Luon ¢6 hai dudng tron ¢6 ban kinh khdc nhau cling nam trén mot mat non.



11. Cho hinh tru ¢6 béan kinh ddy bang r. Goi O, O’ 1a tam cua hai day véi OO’ = 2r.
Mot mat cau (S) ti€p xdc v6i hai ddy cta hinh tru tai O va O’. Trong cdc ménh
dé duéi day, ménh dé nao sai ?

(A) Dién tich mat cau bang dién tich xung quanh cta hinh tru.

(B) Dién tich mat cau bang 3 dién tich toan phan cua hinh tru.
(C) Thé tich khoi ciu bing % thé tich khai tru.

R 4z A N N 2 R o7 At
(D) The tich khoi cau bang 3 thé tich khoi tru.

12. Mot hinh hop chi nhat noi ti€p mat cau va cé ba kich thudc 1a a, b, c. Khi d6
ban kinh r clia mét c4u béng :

(A) %\/a2+b2+c2 : (B) Va* +b* +c? ;
\/az +b2 +02

(©) V2>a? + b+ (D) =

13. Mot hinh tru c¢6 hai ddy la hai hinh tron noéi ti€p hai mat cia mot hinh lap
phuong canh a. Thé tich ctia khéi tru d6 1a :

(A) %a37r ; (B) %a37r ;
(©) %a37z : (D) &°r.

14. Mot hinh t¢ dién déu canh a ¢6 mot dinh tring véi dinh cta hinh nén, ba dinh
con lai ndm trén dudng tron ddy cta hinh nén. Khi d6 dién tich xung quanh
cta hinh nén la :

(A) %nazﬁ; (B) %nazﬁ ;

(©) %zazﬁ : (D) 7a*+3 .
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15.

16.

17.

18.
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Trong cac ménh dé sau day ménh dé nao sai ?

(A) Bat ki mot hinh ti dién nao ciing c6 mot mat cau ngoai tiép.
(B) Bat ki mot hinh chdp déu nao cling c6 mot mat cdu ngoai ti€p.
(C) Bat ki mot hinh hop nao cling ¢c6 mot mat cau ngoai tiép.

(D) Bt ki mot hinh hop chit nhat nao cling c6 mot mat cau ngoai tiép.

Nguoi ta bo ba qua bong ban cuing kich thude vao trong mot chi€c hop hinh tru
c6 ddy bang hinh tron 16n cia qua bong ban va chiéu cao bang ba 1an dudng
kinh qua bong ban. Goi S; 1a téng dién tich clia ba qua bong ban, S, 1a dién
tich xung quanh cta hinh tru. Ti s6 g—l béng :

2
(A)1; B)2;
©) 1,5; (D) L,2.

Nguai ta x€p 7 vién bi c6 cuing ban kinh  vao mot cdi 1o hinh tru sao cho tét ca
céc vién bi déu ti€p xuic véi ddy, vién bi nam chinh giita ti€p xdc véi 6 vién bi
xung quanh va mdi vién bi xung quanh déu tiép xdc véi cdc duong sinh cua lo
hinh tru. Khi d6 dién tich ddy cta céi lo hinh tru la :

(A) 16717 (B) 18772 ;

() 971 ; (D) 36772 .

Cho ba diém A, C, B nam trén mot mat cau, biét ring goc ACB = 90°. Trong
cc khang dinh sau, khiang dinh nao 12 ding ?

(A) AB 1a mot duong kinh ctia mat cau.

(B) Lu6n ¢6 mot dudng tron nam trén mat cdu ngoai ti€p tam gidc ABC.

(C) Tam gidc ABC vuodng can tai C.

(D) Mt phang (ABC) cat mat cAu theo giao tuyén 1a mot dudng tron 16n.



Rhirng van d¢ cé lién quan dén Rinh tuyén
va vi tuyén cia Trai Dat

1. Viéc danh so cdc kinh tuyén va vi tuyén

Trai Dat 1a mot trong cac hanh tinh cia Hé Mat Troi, ¢6 dang hinh cau vé6i
ban kinh r = 6370 km. Puong xich dao 1a vi tuyén dai nhit, dai khoang
40 076 km, chia Trdi Dat thanh hai phan : ban c4u Béc va ban cau Nam. Dé
déanh s6 cdc kinh tuyén va vi tuyén trén bé mat Trai Dat, ngudi ta phai chon
mot kinh tuyén va mot vi tuyén lam goc. Kinh tuyén gdc va vi tuyén goc
déu duoc ghi s6 0°. Kinh tuyén goc di qua dai thién van Grin-uyt & ngoai 0
thanh pho Luan Don (nuéc Anh), tuy hién nay dai thién van nay da chuyén
di noi khac, nhung kinh tuyén géc van & cho ci. Vi tuyén goc chinh la
duong xich dao (h.2.27).

Xich dao :
Vi tuyén goc

Kinh tuyén goc

Hinh 2.27

Nhiing kinh tuyén nam & phia dong cua kinh tuyén goc 1a nhitng kinh tuyén
dong (D) duoc danh s6 tir 1°,2°, ... dén 180°. Kinh tuyén 180° Ia kinh
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tuyén doi dién véi kinh tuyén 0°. Tuong tu, nhitng kinh tuyén nidm phia tay
cta kinh tuyén goc la nhiing kinh tuyén tay (T).

Céc vi tuyén & phia bac xich dao va phia nam xich dao theo tht tu déu duoc
ddnh so tir 1°, 2°, ... dén 90°. Vi trf clia mbi dia diém trén Trai Dat duoc xéc
dinh tai chd cit nhau cta cap kinh tuyén va vi tuyén di qua diém d6. Vi du ta
c6 kinh do va vi do clia mot diém M 1a :

25°P

30° B.
V6i toa do dia Ii cha diém M do, ta hiéu ring diém M nim trén kinh tuyén

25° vé phia dong kinh tuyén goc va nam trén vi tuyén 30° vé phia bac qui
Dia cau.

2. Cdc khu vuc gio trén Trdi Ddt
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Cac khu vuec gio trén Trai D&t
Hinh 2.28




Trai Pat tu quay mot vong quanh truc ctia né trong khoang 24 gio. D€ tién
cho viéc tinh gid va giao dich trén th€ gidi, nguoi ta chia bé mat Trai Dat ra
24 mui gio. Mbi khu vuc c¢6 mot gio riéng, chiéu rong mdi khu vuc bing
15 kinh do va lay gio cta kinh tuyén di qua chinh gitta khu vuc d6 lam gio
chung cta khu vuc. Khu vuc c6 kinh tuyén géc di qua dugc quy dinh 1a khu
vuc gio 0. Nude Viét Nam ta & khu vuc gio thit 7 (h.2.28).

Hoi nghi quoc t€ nam 1884 quy dinh khu vuc ¢6 kinh tuyén gdoc di qua lam
khu vuc gio goc va danh s6 0. Ranh gidi cia khu vuc nay la tr kinh tuyén

7°30" T dén 7°30" . Tir khu vuc gid goc vé phia dong 1a khu vuc c6 so thit
tu tang dan (tr 1, 2, 3, ... dén 23) va moi khu vuc cdch nhau 1 gid. Khu vuc
gio 0 0 tring v6i khu vuc gio s6 24. V€ mat nguyén tac, giGi han cla cac
khu vuc gio 1a cac duong kinh tuyén dugc danh sg, nhung trong thuc t€ &
mot s6 khu vuc, cdc dudng gidi han do lai 1a cdc dudong gap khiic dé phit hop
v6i cac duong bién gidi quoc gia. Poi dién véi khu vue gio goc (0 gio) 1a
khu vuc s6 12 va dé tinh ngdy gid dugc thuan tién trong cic hoat dong
chung clia thé gi6i, ngudi ta quy dinh 14y kinh tuyén 180° qua khu vuc gio
s0 12 ndm giita Thdi Binh Duong lam dudng chuyén (d6i) ngay quoc té.
Neéu di tir phia Tay sang phia Pong qua kinh tuyé&n 180° thi phai i lai mot
ngay lich, con néu di tir phia dong sang phia tay qua kinh tuyén 180° thi
phai tang thém mot ngay lich.

3. Cdc vi tuyén ddc biét : cdc vong cuc va cdc chi tuyén

Trong khi quay quanh Mat Troi, truc Trdi Pat luon nghiéng va khong doi
phuong, ¢6 lic nghiéng ban cau Bac, ¢6 lic nghiéng ban cdu Nam vé phia
Mat Troi. Do dudong phan chia sang t6i khong tring véi truc Bac — Nam cla
Dia cdu nén & ban cau Bac va ¢ ban cdu Nam c6 hién tugng ngay dém dai
ngan khéc nhau.

Céc dia diém nim trén dudng xich dao (& vi tuyén 0°), quanh nam Ilic ndo
cling c6 ngay dém dai nhu nhau.

Viao ngay 22-6 (titc 12 ngay ha chi) cdc dia diém tir vi tuyén 66°33' Bic
dén cuc Béic va vdo ngay 22-12 (tiic 1a ngay dong chi) cdc dia diém tir vi
tuyén 66°33' Nam dén cuc Nam c6 ngay hoic déem dai sudt 24 gid. Cac vi

tuyén 66°33’ Bic va Nam ctia hai ban cdu dugc goi 1a Vong cuc Bdc va
Vong cuc Nam.
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Vao ngay ha chi, Mat Troi chiéu thang géc vao vi tuyén 23°27' Bac va vao

ngay dong chi Mat Troi chi€u thang géc vao vi tuyén 23°27° Nam. Cic vi
tuyén ndy lan luot duoc goi 12 Chi tuyén Bdc va Chi tuyén Nam (h.2.29).

11

22-6

Hinh 2.29

Vao céc ngay 21-3 (tdc la ngay xuan phan) va ngay 23-9 (tic 1a ngay thu
phan) hai ban cau nhan duoc géc chi€u nhu nhau cua Mat Troi, do do6 tiép thu
dugc mot lugng nhiét va dnh sdng nhu nhau (h.2.30).

q Xuan phan
n Ml)a
[/
Q 6,,9
Lap xuan
22-12
6ng chi
Lap déng
W
woa ™

Thu phan

Hinh 2.30



Cac chi tuyén va cac vong cuc la nhitng vi tuyén dac biét lam ranh giGi phan
chia bé mat Trdi Dat ra nam vanh dai nhiét song song véi xich dao. Tuong
ting v4i nam vanh dai nhiét, ngudi ta chia Trai Dat ra nam d6i khi hau sau day
(h.2.31):

Cuc Béc

Nhiét di

Cuc Nam

Hinh 2.31

* Nhiét doi chita xich dao gi6i han tir vi tuyén 23°27' Biac dén vi tuyén
23°27' Nam. D6 1a mién gitta hai Chi tuyén Béc va Chi tuyén Nam. Day la
vung khi hau néng.

* On doéi gom c6 hai d6i khi hau, bao gém tir Chi tuyén Bic dén Vong cuc
Bic va tir Chi tuyén Nam dén Vong cuc Nam. Pay 12 hai khu vuc ¢6 lugng
nhiét trung binh va ¢6 bon mua thé hién rét rd trong nam.

* Han doi gom hai d6i khi hau tir Vong cuc Biac dén cuc Béic, Vong cuc
Nam dén cuc Nam. Day 1a hai khu vuc gia lanh va c6 bang tuyét hau nhu
quanh nam.

Nhu vay su phan hod khi hau trén bé mat Trai Dat phu thudc vao nhiéu yéu

t0, trong d6 ¢6 su phan hoa theo vi do.
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4. Vi tri cua nudc Viét Nam

Xem ban d6 khu vuc Pong Nam A, chiing ta dé dang nhan thay ring viing dat
lién clia nuée Viet Nam & vao viing kinh tuyén tir 102°10" D dén 109°24' D
va & vio viing Vi tuyén tir 8°34' B dén 23°23' B (h.2.32).
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PHUONG PHAP TOA DO
TRONG KHONG GIAN

“* Hé toa do trong khéng gian
“* Phuong trinh mit phing
* Phuong trinh dudng thang

Tru s& Lién Hiép Qudc tai Niu O6¢ (New York)
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§1. HE TOA PO TRONG KHONG GIAN

X720 e % "‘ T

Trai Bat va Tram vii tru ISS (International Space Station) trong khong gian

I- TOA PO CUA PIEM VA CUA VECTO

62

1. Hé toa do

Trong khong gian, cho ba truc x'Ox, y'Oy, z
2’0z vudng goc v6i nhau timg doi mot. Goi

- = =

i, J, k lan luot 1a cdc vecto don vi trén cac
truc x'Ox, y'Oy, z'Oz.

He ba truc nhu vay dugc goi Ia hé truc toa 7y
do Dé-cdc vuong géc Oxyz trong khong
gian, hay don gian dugc goi 1a hé toa do X
Oxyz (h.3.1). Hinh 3.1

biém O dugc goi 1a goc toa do.

Cic mat phang (Oxy), (Oyz), (Ozx) d6i mot vuong géc véi nhau duge goi 1a
cac mdt phdng toa do.

Khong gian vé6i hé toa do Oxyz con dugc goi 1a khong gian Oxyz.



Vi ?, }, k 1a ba vecto don vi doi mot vuong géc véi nhau nén :
2 2 2
Vi ij=jk=ki=0.
A1 Trong khong gian Oxyz, cho mét diém M. Hay phan tich vecto OM theo ba vecto
khong déng phang ?, ; k da cho trén cac truc Ox, Oy, Oz.
2. Toa dé ciia mot diém

Trong khong gian Oxyz, cho mot diém M tuy y. Vi ba vecto ?, ;, k khong
dong phang nén c6 mot bo ba s6 (x ; y ; z) duy nhat sao cho :

OM =xi+yj+zk (h.3.2).
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_________________ )
X
Hinh 3.2

Ngugc lai, v6i bo ba s6 (x ; y ; z) ta c6 mot diém M duy nhéat trong khong gian
thoa man hé thic OM = xi + y; s

Ta goi bo ba s6 (x; v ; z) d6 12 toa do ciia diém M d6i vé6i hé truc toa do Oxyz
da cho va viét :

M =(x;y;z)hoac M(x;y; z).
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3. Toa do cua vecto

Trong khong gian Oxyz cho vecto a, khi d6 luon ton tai duy nhat bo ba s
(a1; ap; a3) sao cho: a =aji+a, j+azk.

Ta goi bo ba s6 (a;; ap; a3) d6 12 tog do cia vecto a doi voi hé toa do Oxyz
cho trudc va viét a =(a;; ap; a3) hodc a(a; ar; a3).

Nhdn xét. Trong hé toa do Oxyz, toa do clia diém M chinh 12 toa do clia vecto OM.

TacO:M=(x;y;z2) < O—M =(x;y;2).
Az Trong khong gian Oxyz, cho hinh hdp chit nhat ABCD.A'B'C'D' ¢6 dinh A triing véi
goc O, co E, KB, AA" theo tha tu cung hudng vai ?, ; k vaco AB = a,
AD = b, AA'= ¢. Hay tinh toa do cac vectd AB, AC, AC’ va AM v6i M 1a trung

diém clia canh CD".

II- BIEU THUC TOA PO CUA CAC PHEP TOAN VECTG

. Dinh i

Trong khong gian Oxyz cho hai vecto a=(ay; ay; a3) va
b=(b; by; by). Taco :

a) G+b=(ay+by; ay +by; a3 +by),

b) d—b= (a1 —by; ay—by; a3 —b3),

c) ka =k(ay;a,;a3) = (kay; kay; kag)

voi k la mot s thuc.
Chitng minh
Theo gid thiét : @ =ayi+a j+ask , b=bji+byj+bsk,
— G+b =(aq +b1)7+(a2 +b2)}+(a3 +b3)% .
Vay d+b=(ay+b;; ay+by; az+b3).

Chting minh tuong tu cho truong hgp b) va c).
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5 Hé qué
a) Cho hai vecto d =(a; ay; a3) va B=(b1; by; by).
ay =b
Tacé:d=be a, =b,
az =bs.
b)Vecto 0 ¢6 toa do1a (050 0).

c)Voi b#0 thi hai vecto @ va b cung phuong khi va chi khi
co mot s6'k sao cho : a; =kby, ay =kb,, az =kbs.

d) Trong khong gian Oxyz, néu cho hai dié??iA(xA;yA; Z4),
B(xB; Vg5 ZB) thi :
o Ezﬁ?—a:(xB—xA; YB— YA ZB—ZA)-
e Toa do trung diém M ciia doan thiang AB la

+ + +
M(XA AB . YATYB . ZA ZB)'

o b

2 2 2

III- TICH VO HUONG
1. Biéu thirc toa do cua tich vé huong
. Dinh If

Trong khong gian Oxyz, tich vo huong cua hai vecto
a=(a;; ar; az) va b= (by; by 5 b3) duigc xdc dinh bdi cong thike

Chitng minh

(ayi+ay j+azk) . (byi+byj+byk)

Q1
Sl
I

—>2 - - — -
albli +a1b2i.j+a1b3i.k+a2b1j.i +

-2 - - - - = -2
+ azsz +a2b3j.k+a3b1 k.i+a3b2 k.j+a3b3/< .
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2 -2 2
Vii =] =k —lvaz] ]k ki=0 nén

a.b= ayby +arb + azbs.
2. (j’ng dung
a) B dai ciia mot vecto. Cho vecto a = (a1; ay; az) .
Ta biét ring lal* = a2 hay |a| :\/21'72. Do d6

|| = a12+a%+a%.

b) Khodng cdch gita hai diém. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém
A(xqs yas z4) va B(xg; yg; zp).Khi d6 khoang céch gitta hai diém A va

B chinh 13 do dai clia vecto AB. Do d6 ta c6 :

AB=|14_B.|=\/(XB—XA)2+(yB—yA)2+(ZB—ZA)2.

¢) Géc giita hai vecto. Néu ¢ 1a goc gilta hai vecto a=(a; ap; a3) va

-
—

b=(b; by by) v6i @ va b khdc O thi cosg = “ﬂ Do dé :
.1

albl +612b2 +Cl3b3
\/0124'612 +Cl3 \/bl +b2 +b3

cos @ = cos(a, B) =

-
—

Tur d@6 ta suyra a 1b < albl + Clzbz + Clsb?, =0.

A3 V6i hé toa d6 Oxyz trong khong gian, cho a = (3; 0 ; 1), b = (1;-1;-2),
¢ =(2;1;-1). Hay tinh a.(h+3) va |5+B|.

IV- PHUONG TRINH MAT CAU

. Dinh If
Trong khong gian Oxyz, mdt cdu (S) tdm I(a ; b ; ¢) bdn kinh r
c6 phuong trinh la :

(x —a)2 +(y —b)2 +(z —c)2 = r2
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Chitng minh
Goi M(x ; y ; z) 1a mot diém thudc mat cau (S) tam / ban kinh r (h.3.3).

Khidé: M e (S) < |M|=r

o —a? +(G—-bP +(-c)P =r
& (x—a) +(y=b)? +(z—c)* =12,

Do d6 (x—a)’ +(y—b) +(z—c)*> =r* 1a phuong trinh clia mat cau (S).

Hinh 3.3

A4 Viét phuang trinh mat cau tam /(1; -2 ; 3) ¢6 ban kinh r = 5.

Nhdn xét. Phuong trinh mit c4u noi trén c6 thé viét du6i dang :

x2+y2+22—2ax—2by—262+d20 Véid=a® +b>+c? —r2.

Ty d6 ngudi ta ching minh dugc ring phuong trinh  dang
X2 +y? +22 +2Ax+2By+2Cz+D =0 véi diéu kien A2 +B>+C>-D>0
la phuong trinh cia mat cau tam I(-A ; —-B ; —C) c6 ban kinh
r=\/A2 +B>+C?-D.

Vi du. Xac dinh tim va ban kinh ctia mat cau c¢6 phuong trinh :

x2+y2+z2+4x—2y+6z+520.
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Giai
Phuong trinh mat ciu da cho tuong duong vé6i phuong trinh sau :

(x+2)% +(y=1? +(z+3)> =32,

Vay mat cau da cho c6 tam [ = (-2 ; 1 ; =3), ban kinh r = 3.

BAI TAP
Cdc bai tap sau day déu xét trong khong gian Oxyz.
Chobavecto @ =(2;-5;3), b =(0;2;-1), & =(1;7;2).
a) Tinh toa do clia vecto d=4a —%l; +3c.
b) Tinh toa do cha vecto ¢ =a — 4h-2¢ .

ChobadiémA=(1;-1;1),B=0;1;2),C=(1;0;1).
Tim toa do trong tam G cta tam giac ABC.

Cho hinh hop ABCD.A'B'C'D'bigt A=(1;0;1),B=(2;1:2),D=(1;-1;1),

C’'= (4;5;-5). Tinh toa do cac dinh con lai cta hinh hop.
Tinh

a) @b v6i G =(3;0;-6), b =(2;—4;0).

b) &d v6i & =(1;-5;2),d =(4;3;-5).

Tim tam va ban kinh ctia cdc mat ciu c6 phuong trinh sau day :
Y 4 —8x—2y+1=0;

b) 3x% +3y” + 327 — 6x + 8y + 152~ 3 = 0.

Lap phuong trinh mat cdu trong hai truong hop sau day :

a) C6 dudng kinh ABVGi A= (4;-3:7),B=(2;1:3).
b)PiquadiémA=(5;-2;1)vacotamC=3;-3;1).



§2. PHUONG TRINH MAT PHANG

Trong hinh hoc khong gian & 16p 11 ta da biét mot s6 cach xdc dinh mat
phéng, ching han nhu x4c dinh mat phang bing ba diém khong thang hang,
bang hai dudong thang cit nhau, ... . Bay gio ta s& x4c dinh mat phiang bing
phuong phap toa do.

7 /
i

Céc blc tudng clia toa nha cao tang hién dai
cho ta hinh anh ciia mat phang trong khong gian

I- VECTO PHAP TUYEN CUA MAT PHANG

. Dinh nghia
Cho mdt phdng (a). Néu vecto n khdc 0 va cé gid vuong
goc véi mdt phdng () thi n duoc goi la vecto phdp tuyén

- cua ().
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15° Chii y. Néu 1 13 vecto phdp tuyén clia mot mat phang thi k7 vé6i k=0, ciing
12 vecto phép tuyén clia mat phang doé.
Bdi todn
Trong khong gian Oxyz cho mat phang (@) va hai vecto khong ciing phuong
a=(ay; ay; az), b=(by; by; by) c6 gia song song hodc ndm trong mat phang
(). Chitng minh ring mat phang (¢) nhan vecto
ﬁ = (a2b3 - a3b2 ) d3b1 —a b3 s b2 - dzb])
lam vecto phap tuyén.
Giai
Taco: a.n =ay(ayby —azby)+ay(azby —aybs) +az(ajhy —arby)
= (d] a2b3 —ara b3) + (a3a1b2 - (13b2 )+ (dzd3b] — a3a2b1 )
=0.

Tuong ty b.7i = 0.

Vay vecto 1 vuong géc véi ca

%

. — N 7 2 ~ N n H
hai vecto @ va b, c6 nghia la b
gid ctia n6 vuong goc véi hai
duong thang cat nhau ctia mat =

a

phing (@) (h.3.4). Suy ra gid
cia n vuong gbéc véi mat

phing (@). Vi d@, b khong
cung phuong nén cic toa do a’
ctia 7 khong dong thoi bang 0,

suy ra 7 #0. Do d6 vecto 7 12

mot vecto phap tuyén cuia mat Hinh 3.4

phéng (a).
Vecto n xdc dinh nhu trén duoc goi la tich cé hudng (hay tich
vecto) ciia hai vecto @ va b, ki hiéu la n=a b hodc
ii=[a.bl.

A1 Trong khong gian Oxyz cho ba diém A(2 ; —1; 3), B4 ;0; 1), C(-10; 5; 3). Hay
tim toa d6 mot vecto phap tuyén clia méat phang (ABC).
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II- PHUONG TRINH TONG QUAT CUA MAT PHANG
®Bdi todn 1
Trong khong gian Oxyz cho mit phéng (@) di qua diém M, (x, ; Yo ; Zo) VA nhan

n (A ; B ; C) lam vecto phéap tuyén. Chitng minh ring diéu kién cin va di dé
diém M(x ; y ; z) thuoc mat phang () 1a :

A(x —xp) + B(y —yp) + C(z — z5) = 0.
Gidi
Tacé MgM = (x—xy:y—Yo: 2 — z9) (h.3.5)
Me(@) o MM (@) < i L MgM
& AMyM=0

< A(x —xg) + B(y —yp) + C(z — z5) = 0.

PP

Hinh 3.5

®Bdi todn 2
Trong khong gian Oxyz, chiing minh réng tap hop céc diém M(x ; y ; z) thoa
man phuong trinh Ax + By + Cz + D = 0 (trong d6 cac hé s6 A, B, C khong
dong thoi bing 0) 12 mot mat phang nhan vecto 7 = (A ; B ; C) 1am vecto
phap tuyén.

Gidi
Ta ldy diém M(x, ; o ; Zo) sao cho Ax, + By, + Czy + D = 0 (chang han néu

’ D
A #0thitalay x,= = 3 Y0=20=0).
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Goi (@) 1a mat phang di qua diém M, va nhan 7 = (A ; B ; C) 1am vecto phéap
tuyén. Ta c6 :

Me(a) © Ax—xp) + By —yy) + C(z =25 =0

< Ax+By+Cz—(Axg+Byy+ Czp) =0

< Ax+By+Cz+D =0 vi D=~ (Axy+ By, + Czg).
Ttr hai bai todn trén ta c6 dinh nghia sau.

1. Pinh nghia

. Phuong trinh c6 dang Ax + By + Cz+ D =0, trong do A, B, C
khong dong thoi bang 0, dugc goi la phuong trinh téng qudt
. clia mdt phang.

Nhdn xét

a) Néu mat phang () c6 phuong trinh tong quat 1a Ax + By + Cz + D = 0 thi
né c6 mot vecto phap tuyén1a n (A ; B ; O).

b) Phuong trinh mét phéng di qua diém M(x, ; ¥, ; Zo) nhan vecto 71 (A ; B ; C)
khéc 0 lam vecto phép tuyén la A(x — xp) + B(y — yp) + C(z — z) = 0.

Az Hay tim mot vecto phap tuyén clia mat phang (o) : 4x -2y -6z +7 = 0.

A3 Lap phuong trinh téng quat clia mat phang (MNP) véi M(1; 1; 1), N4 ;3 : 2),
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P(5;2;1).

2. Cac truong hop riéng z

Trong khong gian Oxyz cho mat
phang (o) :

Ax+By+Cz+D=0. (1) ~
a) Néu D = 0 thi goc toa do O -
c6 toa do thoa man phuong trinh 0 Y
ctia mat phang (). Vay (a) di
qua goc toa do O (h.3.6). g Ax+By+Cz=0

Hinh 3.6



b) Néu mot trong ba hé s6 A, B, C bing 0, chang han A = 0 thi mat phing («)

c6 vecto phdp tuyén 1a n = (0 ; B ; C). Ta ¢6 7ii =0.Do i la vecto chi
phuong ctia Ox nén ta suy ra (&) song song hoac chita truc Ox (h.3.7a).

By+Cz+D=0 Ax+Cz+D=0 Ax+By+D=0
a) b) c)
Hinh 3.7

A4 Né&u B = 0 hoac C = 0 thi mat phang (&) co dac diém gi ?

¢) Néu hai trong ba hé s6 A, B, C bang 0, vidu A =B =0 va C # 0 thi t
truong hop b) ta suy ra mat phing () song song v6i Ox va Oy hoic () chita
Ox va Oy. Vay (a) song song hoac tring v6i mat phiang (Oxy) (h.3.8a).

I
I
[}
|
: |
| |
o | |,
//// /// y
x /D
A
Ax+D =0
a) b) C)

Hinh 3.8
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As NéuA=C=0vaB = OhoacnéuB=C=0vaA = 0 thi mat phang () co dic
diém gi ?

Nhdn xét
Néu ca bon hé s6 A, B, C, D déu

khac 0 thi bang cach dat a = —%’

b:—g’ c:—g, ta c6 thé dua
B C
phuong trinh (1) vé dang sau day :
RN )
a b ¢

Khi d6 mit phang (&) cat cic truc
Ox, Oy, Oz lan luot tai cic diém Hinh 3.9
c6toadola(a;0;0),(0;b;0),

(0;0; ¢). Nguoi ta con goi phuong

trinh (2) 1a phuong trinh cua mdt

phdng theo doan chdn (h.3.9).

Vi du. Trong khong gian Oxyz cho ba di€ém M(1 ;0 ; 0), N(0;2;0), P(0;0; 3).
Hay viét phuong trinh mat phang (MNP).
Gidi
Ap dung phuong trinh ctia mat phing theo doan chén, ta c6 phuong trinh ciia
mat phang (MNP) Ia :
22 i1 hay 6x+3y+2z —6=0.
1 2 3

III- PIEU KIEN PE HAT MAT PHANG SONG SONG, VUONG GOC

A6 Cho hai mat phang () va (/) co phuong trinh
(@) x-2y+3z+1=0,
(D) :2x-4y+6z+1=0.

C6 nhéan xét gi vé vecto phap tuyén clia ching ?
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Trong khong gian Oxyz cho hai mat phang (a;) va (a,) ¢6 phuong trinh
(o) :Aix+Byy+Ciz+D; =0,
(@) :Apx +Byy + Crz + D, =0.
Khi d6 (a) va (ap) c6 hai vecto phap tuyén lan luot 1a
n =(Ay;By; Cy),
Ny, =(Ay; By; Cy).
Ta xét diéu kién dé hai mat phang (a;) v (a,) song song hodc vudng goc

vOi nhau.

1. Piéu kién dé hai mdt phdng song song

Vs
re

%
n,

.
S

Hinh 3.10

Ta nhan thdy hai mat phiang («;) va (a,) song song hodc trung nhau khi va
chi khi chiing cling vuong géc v6i mot dudng thing, nghia Ia khi va chi khi
hai vecto phdp tuyén 7; va 1, cta ching cung phuong (h.3.10).

Khidbtaco: ny =kn,.
Néu D, = kD, thitacé (ap)trung véi (o).

Néu D, # kD, thi (a;)song song véi (a;).
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Viy ta suy ra

(@)l (@) &

0

1~

(Ar; By; C))=k(Ay; By Cy)
Dy =

0

o
o
—
(ot

1 Chit y

(a))cat(a,) < ity # kit, (h.3.11)

& (A3 Bs C) 2 k(Ay; By Cy).

%
n,

4 &

=

Hinh 3.11
Vi du. Viét phuong trinh mat phang () di qua diém M(1 ; -2 ; 3) va song
song v6i mat phang (B) : 2x -3y +z+5=0.
Giai
Vi mat phang () song song véi mat phing (f) nén (&) c6 vecto phdp tuyén
n =(2;-3;1). Mit phing () di qua diém M(1 ; -2 ; 3), vay (@) c6 phuong trinh :

2x—1)=3(y+2)+ 1(z-3)=0hay 2x -3y +z— 11 =0.
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2. Piéu kién dé hai mdt phdng vuong géc

&)

Hinh 3.12
Ta nhan thdy hai mat phang (@) va (a,) vuong goc véi nhau khi va chi khi hai
vecto phép tuyén 7; va 7, tuong ing cla ching vuong goc véi nhau (h.3.12).
Vay ta c6 di€u kién :

(C(])J_(Q'z) = ﬁ].ﬁz =0

= A]Az + B]Bz + C]C2 = 0
Vi du. Viét phuong trinh mat phang (o) di qua hai diém A3 ; 1;-1), B2 ;-1;4)
va vuong goéc v6i mat phang (/) ¢6 phuong trinh :

2x—y+3z—-1=0.

Gidi

Goi n 5 1a vecto phap tuyén clia mat phang (). Hai vecto khong cling phuong c6
gid song song hodc nam trén () 1a :
AB=(-1;-2;5)vaiiz=(2;-1;3).

Do d6 mat phang (@) c6 vecto phdp tuyén :

n, = AB/\ﬁﬁ =(-1;13;5).

Vay phuong trinh cta () 1a :
1 =3)+130- D) +5z+1)=0 & x—13y-5z+5=0.

77



IV- KHOANG CACH TU MOT PIEM PEN MOT MAT PHANG

Dinh Ii
Trong khong gian Oxyz, cho mdt phdng (@) cé phuong trinh
Ax + By + Cz + D =0 va diém My(xy;Yo;29)- Khodng cdch

nr diém My dén mdt phdng (a), ki hiéu la d( My, (a)), duogc

tinh theo cong thiic :

|A.X0 + Byo + CZO + D|

ot = e e

Chitng minh

Goi M (x; ; y; ; z;) la hinh chiéu I,

vuong géc cua My trén (@) (h.3.13). ‘

Xét hai vecto T w
MMy = (xog— X1 Y0~ Y1520~ Z1) Ml‘ ‘
van =(A;B; C),tathdy MM, va o

Hinh 3.13

n cung phuong vi gid clia ching
cung vuong goc voi (). Suy ra :
= |Axg =)+ B(yg —y)+C (20 — 71 )|

= |Axg + Byg +Czy +(—Ax| — By, - Czy)|. (1)

Mat khac vi M, thudc () néntaco:
hay D =-Ax; - By, - Cz,. 2)

Thay (2) vao (1) ta dugc [M;Mq|.[ii|=|Axg + Byg +Czo + D).
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Goi khoang cdch tir diém M, dén mat phang (@) 1a d(My, (@)).

Vay d( My, (o)) = |M M|

_ |Axg+Byg +Czy + D)
- 7]

3 |Ax0 + By +Cz +D|
Bt

Vi du 1. Tinh khoang cach tir goc toa do va tir diém M(1 ; -2 ; 13) dén mat
phing (@) : 2x—2y—z+3=0.

Giai
Ap dung cong thic tinh khoang cch & trén ta c6 :
2.(0)-2.(0)—-(0)+3
{0, (@ = 2O-20-O+3 3.
V222 4?3
2.1-2.(-2)-13+3| 4
dM, (@) = | |=—-

J2r@22 v 3
Vi du 2. Tinh khoang cich giita hai mat phang song song (o) va () cho bdi
cac phuong trinh sau day :
(@) :x+2y+2z+11=0,
P):x+2y+2z+2=0.

Gidi
Ta biét khoang cdch giita hai mat phang song song bang khoang cach tir mot
diém bat ki clia mat phang nay t6i mat phang Kia.

Ta lay diém M(0 ; 0 ; —1) thudc (), ki hiéu d((«), (B)) 1a khoang céch giita
hai mat phang (@) va (f), ta cé :

(0+2.0)+2.(-D+11] 9 3

d(a), (B)=dM, () = _
NN
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A? Tinh khoang céch gitta hai mat phang () va (/) cho bdi cac phuong trinh sau day :
(@) :x—2=0,
(P :x—-8=0.

BAI TAP
Céc bai tap sau day déu xét trong khong gian Oxyz.
1. Viét phuong trinh cia mat phéang :
a) bi qua diém M(1 ; -2 ;4) vanhan n = (2; 3 ; 5) lam vecto phap tuyén ;
b) Di qua diém A(0 ; —1 ; 2) va song song Vi gia cia mdi vecto # = (3;2; 1) va
Vv =(3:0;D;
c¢) Pi qua ba diém A(-3;0;0),B0;-2;0)vaC(@0;0;-1).
2. Viét phuong trinh mat phang trung truc ctia doan thang AB v6i A2 ; 3 ; 7),
B:1;3).
3. a) Lap phuong trinh ctia cdc mat phang toa do (Oxy), (Oyz), (Oxz).
b) Lap phuong trinh ctia cdc mat phang di qua diém M(2 ; 6 ; —3) va lan luot
song song vdi cac mat phang toa do.
4. Lap phuong trinh clia mat phang :
a) Chta truc Ox va diém P(4 ; —-1;2);
b) Chita truc Oy va diém Q(1 ; 4 ; -3) ;
¢) Chita truc Oz va diém R(3 ; —4 ; 7).

5. ChottdiéncocacdinhlaA(5;1;3),B(1;6;2),C(5;0;4),D4;0;6).
a) Hay viét phuong trinh clia cidc mat phang (ACD) va (BCD).
b) Hay viét phuong trinh mat phang () di qua canh AB va song song vé6i canh CD.

6. Hay viét phuong trinh mat phang (&) di qua diém M(2 ; -1 ; 2) va song song
v6i mat phang (B) : 2x —y + 3z + 4 =0.

7. Lap phuong trinh mat phéng («) di qua hai diém A(1;0; 1), B(5; 2 ; 3) va vuong
g6c v6i mat phang () : 2x—y+z—7=0.
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. Xdc dinh cdc gid tri cha m va n dé méi cap mat phang sau day 1a mot cap mat
phang song song v&i nhau :

a)2x+my+3z-5=0 va nx—-8y—-6z+2=0;
b)3x—-5y+mz—-3=0 va 2x+ny—3z+1=0.

. Tinh khoang cach tir diém A(2 ; 4 ; —3) lan lugt dén cdc mat phang sau :
aA)2x—y+2z-9=0;

b) 12x-5z+5=0;

c)x=0.

10. Giai bai todn sau day bang phuong phép toa do :

Cho hinh lap phuong ABCD.A'B'C’D’ canh bang 1.
a) Chitng minh rang hai mat phang (AB’D") va (BC'D) song song v&i nhau.
b) Tinh khoang cdch giita hai mat phang néi trén.

§%. PHUONG TRINH
PUONG THANG TRONG KHONG GIAN

Hinh nh ctia cac duding thdng trong khong gian — cac ciu vuct trong thanh phd va qua séng
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Ta da biét trong hé truc toa do Oxy phuong trinh tham s6 ctia duong thang c6
X=xy+Iiqy
Y=>Y + ta2
Nhu vay trong khong gian Oxyz phuong trinh ctia dudng thing c6 dang nhu
thé nao ? (h.3.14b)

dang { V6i af +a3 #0 (h.3.14a).

v Z
M M

0 - (0] .

X y

A 7 A
//
X
a) Budng thang trong mat phéng b) Budng thang trong khéng gian
Hinh 3.14

I- PHUONG TRINH THAM SO CUA PUONG THANG

A1 Trong khong gian Oxyz cho diém My(1; 2 ; 3) va hai diém M, (1+1t;2+t;3+1),
M, (1+2t;2+2t;3 +2t) di dong véi tham s6 t. Hay ching t6 ba diém M, , M, M,
luon thang hang.

. Dinh If
Trong khong gian Oxyz cho dwong thing A di qua diém
My(xy ; Yo 5 zo) va nhdn a = (a, ; a, ; a3) lam vecto chi
phuong. Diéu kién cdn va du dé diém M(x ; y ; z) ndm trén A
la c6 mot so ' thuc t sao cho

X=Xgt Iy

y=yotiap
z=7zqy+l1az.
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Chitng minh
Taco: MgM =(x—Xxy;y—Yo: 2= Zp)-
Diém M nam trén A khi va chi khi MyM cung phuong véi a, nghia la

D —

MgM =ta v6it1a mot s6 thyc. Diéu ndy tuong duong véi

X=X :tal x=x0+ta1

Y=Yy =tay hay <y=yj+ta,

Z—ZOZZ‘CI:; Z:Zo+ta3.
Dinh nghia

Phuong trinh tham s6 ciia dwong thang A di qua diém
My(xg 5 Yo 3 zg) va co vecto chi phuong a =(a1; ap; a3) la
phuong trinh co6 dang

X=Xyt tal

y=Yygtiay

z=1zyt1az

. trong doé t la tham s0.

15" Chit y. Néu qq, ay, a3 déu khac 0 thi ngudi ta cdn c6 thé viét phuong trinh
clia dudng thing A du6i dang chinh tdc nhu sau :

X=X :y—yo _ zZ—I )
a4 @ a3

Vi du 1. Viét phuong trinh tham s6 cla dudng thing A di qua diém
My(1; 2 ; 3) va c6 vecto chi phuong 1a @ = (1 ; -4 ; =5).
Gidi
x=1+t
Phuong trinh tham s6 cia A la: {y=2-4¢
z=3-5¢t.

Vi du 2. Viét phuong trinh tham s6 ctia duong thang AB véi A(1 ; =2 ; 3) va
B3;0;0).
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Giai

DPuong thang AB c6 vecto chi phuong AB = (2;2;-3).
x=1+2¢

Phuong trinh tham s6 cia ABla: {y =—-2+2¢
z=3-3¢.

x=1+t
Vi du 3. Chiing minh dudng thang d : < y=2+2¢ vuong géc v6i mat phang
z=4+73¢
() :2x+4y+62+9=0.
Gidi
d c6 vecto chi phuwong @ = (1;2;3);
(@) c6 vecto phap tuyén 1 = (2; 4 ; 6).

Tacé n =2a, suyrad 1 (a).

Az Cho dudng thang A c6 phuong trinh tham s6

x=—-1+2¢
y=3-3t
z=5+4t.

Hay tim toa d6 clia mot diém M trén A va toa do mot vecta chi phuong clia A.

II- PIKU KIEN PE HAI PUONG THANG SONG SONG, CAT NHAU,
CHEO NHAU

A3 Cho hai dudng thang d va d' c6 phurong trinh tham s6 1an luot 1

x=3+2t x=2+t
d:{y=6+4t¢ va d:sy=1-¢
z=4+t z=5+2t".

a) Hay chung to diém M(1; 2 ; 3) 1a diém chung clia dva d';
b) Hay chiing t6 d va d' ¢ hai vecto chi phuang khong cung phuong.
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Trong khong gian Oxyz cho hai dudng thang d, d’ c6 phuong trinh tham so
lan luot 1a

— 7 ’ 7
x=xq t+ia; x=xy+t'a
. — S s, 7 ’ 7
d:yy=ygtta, va d’:yy=y,+ta,
_ 7 ’ 7
Z=12zytlay z=zptlas.

Sau day ta xét vi tri tuong doi gilta d va d’, nghia 1a xét diéu kién dé d va d’
song song, cat nhau hodc chéo nhau.

RN
a

1. Piéu kién dé hai duong thdng song song M d
Goi d=(ay; ay; a3) va d@ =(aj; ay; a3) d
lan luot 1a vecto chi phuong cta d va d’. N >
Lay diém M(x,3y:7,) trénd (h.3.15). ¢

Hinh 3.15

Tacod:

: . : , . jd=kd’
d song song voi d’ khi va chi khi ,
Megd'.
Ddc biét :
d=ka

Med'.

d trung voi d’ khi va chi khi {

Vi du 1. Ching minh hai duong thang sau day song song :

x=1+t¢ x=2+2t

d:y=2t va d':<3y=3+41

z=3—¢ z=5-2¢.
Giai

d c6 vecto chi phuong a=(1;2;-1), layM(1;0;3) e d;

d’ c6 vecto chi phuong a' =(2;4;-2).

Vid= %Zz" va M khong thudc d’ nén d song song véi d.
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A4 Chting minh hai dudng thang sau day triing nhau :

x=3-t¢ x=2-3¢
d:Jy=4+t va d:<y=5+3¢
z=5-2¢ z=3-6¢.

2. Piéu kién dé hai duong thdng cdt nhau
% Hai duong thang d va d’ cdt nhau khi va chi khi hé phuong
trinh dn t, t’ sau

X +ta; = xp +t'a)

Yo +tay =yo +t'as q))

zo +taz =zp +1'a5

co6 dung mot nghiém.

1” Chit y. Gia sir hé (I) c6 nghiém (7, #,), d¢ tim giao diém M, cla d va d’ ta
c6 thé thay t, vao phuong trinh tham s6 cua d hodc thay #, vao phuong trinh

tham so cua d'.

Vi du 2. Tim giao diém clia hai duong thang sau :

x=1+t¢ x=2-2t
d:y=2+43t va d:y=-2+¢
z=3_¢ z=1+3¢.
Gidi
1+1=2-2¢ 1)
Xét hé phuong trinh <2+3t=-2+¢ (2)
3—r=1+3¢ (3)

Tu (1) va (2) suy rat =—1 va t'= 1. Thay vao phuong trinh (3) ta thay né thoa
man. Vay hé phuong trinh trén ¢c6 nghiém lar=—-1,¢"=1.

Suy ra d cit d' tai diém M(0 ; -1 ; 4).
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3. Piéu kién dé hai duong thdng chéo nhau
Ta biét rang hai duong thing chéo nhau néu chiing khong cling phuong va
khong cat nhau. Do vay
' Hai duong thang d va d’ chéo nhau khi va chi khi a va a'

khong cuing phuong va hé phuong trinh

X +ta; = xp +1t'a)

Yo +ta, =yo+t'a,

20 +ta3 = Zb +t'a’3

i vo nghiém.

Vi du 3. Xét vi tri tuong doi giita hai dudng thang

x=1+2¢ x=1+3¢
d:qy=—1+3t va d':<y=-2+2¢
z=5+t¢ z=—1+2¢.
Gidi
d
%
/
\\d’
-
a
Hinh 3.16

Tacé:a =2;3;1)vaa =3;2;2).
Vi khong ton tai s6 k dé @ # ka' nén a va a' khong cung phuong. Tir d6 suy
ra d va d'hoic cat nhau hodc chéo nhau (h.3.16).

1+2t=1+3¢
Xét hé phuong trinh : § —1+3¢f=-2+2¢
5+t=-1+2¢"
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Tu hai phuong trinh dau ta duge = —% va t'= —%, thay vao phuong trinh
cuoi khong thoa man.
Ta suy ra hé trén vo nghiém. Vay hai duong thang d va d' chéo nhau.

Vi du 4. Chiing minh hai duong thang sau day vuong géc

x=5-t¢ x=9+2¢
d:qy=-34+2t va d':{y=13+3¢
7 =4t z=1-t¢.
Gidi

d va d'1an luot c6 vecto chi phuong la a =(—=1;2;4)vaa =(2;3;-1).
Tacod a.a' =—2+6—-4=0.

Suyradld.

Nhdn xét. Trong khong gian Oxyz cho mat phang () : Ax + By + Cz+D =0
X=Xy +iy
va dudng thang d : {y =y, +1ta,

Z=12z + ta3 .
Xét phuong trinh A(xqy +ta;)+ B(yg +tay )+ C(zg +taz)+D =0 (t1a an). (1)

— Néu phuong trinh (1) vo nghiém thi d va (@) khong c6 diém chung, vay
d [/ () (h.3.17a).

£ L NSL

a) b) c

Hinh 3.17



— Néu phuong trinh (1) ¢6 ding mot nghiém 7 = ¢, thi d cat (@) tai diém
MO(XO +Ipa15Y0 Tl 52 +t0613) (h317b)

— Néu phuong trinh (1) ¢6 v6 s6 nghiém thi d thuoc () (h.3.17c¢).

As Tim s6 giao diém ciia mat phang () : x + y + z — 3 = 0 véi dudng thang d trong
cac truong hgp sau :

x=2+t x=1+2¢ x=1+5¢
a)d:y=3-t; b)d:{y=1-¢t ; C)d:<y=1-4t
z=1 z=1-t z=1+3t.

BAI TAP

1. Viét phuong trinh tham s6 clia dudng thing d trong mdi trudng hop sau :
a) d di qua diém M(5 ; 4 ; 1) va c6 vecto chi phuong @ =(2;-3;1);
b) d di qua diém A(2 ; -1 ; 3) va vudng géc v6i mat phing () c6 phuong trinh
X+y—-z+5=0;
x=1+2¢
c) d di qua diém B(2 ; 0 ; —3) va song song v&i dudng thang A : {y=-3+3¢;
z=4t

d) d di qua hai diém P(1;2;3)vaQ(5;4;4).

2. Viét phuong trinh tham s6 ctia dudng théng 1 hinh chi€u vuong géc clia dudng
xX=2+t
thangd : {y=-3+2t
z=1+3¢

1an luot trén cdc mat phang sau :

a) (Oxy) ;
b) (Oyz).
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3. Xét vi tri tuong d6i clia cdc cap dudng thang d va d’ cho bdi cidc phuong
trinh sau :

x=-3+2t x=5+t
a)d:y=-2+3t va d:iy=-1-4¢;
z=6+4t z=20+"¢
x=1+t x=1+2¢
b)yd: y=2+t va d:{y=-1+21
z=3—¢ z=2-2t".

4. Tim a dé hai duong thang sau day cat nhau

x=1+at x=1-¢
d:qy=t va d': y=2+21
z=—14+2¢ z=3-1".

5. Tim s6 giao diém cla dudng thang d v6i mat phang (@) trong cdc trudng
hop sau :

x=12+4¢
a)d:y=9+3t va(a):3x+5y—z-2=0;
z=1+t
x=1+t¢
b)d:y=2-t va(a):x+3y+z+1=0;
z=1+2¢
x=1+t¢
c)d:y=1+2t va(a):x+y+z—4=0.
z=2-3t
x=-3+2¢
6. Tinh khoang cdch giita duong thang A : {y=-1+3¢ va mat phang
z=—1+2¢

(o) :2x—2y+z+3=0.
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xX=2+t
7. Cho diém A(1 ; 0 ; 0) va dudng thang A : <y =1+2¢
z=1.
a) Tim toa do diém H 1a hinh chiéu vuong géc clia diém A trén duong thang A.
b) Tim toa do diém A’ d6i xiing v6i A qua dudng thang A.
8. Cho diém M(1 ; 4 ;2) vamat phang () : x+y+z—1=0.
a) Tim toa do diém H 1a hinh chi€u vuong géc clia diém M trén mat phang (a).
b) Tim toa do diém M’ déi xting v6i M qua mat phang ().

c) Tinh khoang céch tir diém M dén mat phang (a).

9. Cho hai dudng thang

x=1-t x=1+¢
d:y=2+2t va d:qy=3-2¢
Z=3t z=1.

Ching minh d va d’ chéo nhau.

10. Giai bai todn sau day bang phuong phép toa do :
Cho hinh lap phuong ABCD.A'B’C'D’ ¢6 canh bang 1. Tinh khoang céch tix
dinh A dén cac mat ph.%lng (A'BD) va (B'D'C).

ON TAP CHUONG III

Céc bai todn sau day déu cho trong hé toa do Oxyz.

1. Chobon diém A(1;0;0),B0;1:;0),C0O;0;1),D(-2;1;-1).
a) Chiing minh A, B, C, D 1a bon dinh ctia mot ta dién.
b) Tim géc gitta hai duong thang AB va CD.
c¢) Tinh d¢ dai duong cao cua hinh chép A.BCD.

2. Cho mat cau (S) ¢6 dudng kinh 12 AB biét rang A(6 ;2 ; —5), B(—4;0; 7).

a) Tim toa do tam / va tinh ban kinh r cia mat céu (S).
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b) Lap phuong trinh cia mat cau (S).

c) Lap phuong trinh clia mat phang () ti€p xtic v6i mat cdu (S) tai diém A.

Cho bon diém A(-2;6;3),B(1;0:6),C(0;2;-1),D(1;4;0).

a) Viét phuong trinh mat phang (BCD). Suy ra ABCD 1a mot ti dién.

b) Tinh chiéu cao AH cua tit dién ABCD.

¢) Viét phuong trinh mat phang () chita AB va song song véi CD.

Lap phuong trinh tham s6 ctia duong thang :

a) i qua hai diém A(1;0; -3), B3 ;-1 0).

b) Di qua diém M(2 ; 3 ; —5) va song song v6i dudng thang A c6 phuong trinh

x=-2+2t
y=3-4t
7z =-5t.

. Cho mat cau (S) ¢6 phuong trinh : (x — 3)> + (y + 2)*> + (z — 1)> = 100 va mat

phéng (@) c6 phuong trinh 2x — 2y — z + 9 = 0. Mat phang (@) cat mat cau (S)
theo mot duong tron (C).
Hay xac dinh toa do tam va tinh ban kinh ctia duong tron (C).

Cho mit phang (@) ¢6 phuong trinh 3x + 5y — z — 2 = 0 va duong thang d c6
phuong trinh

x=12+4¢

y=9+3¢

z=1+t.

a) Tim giao diém M clia dudng thang d va mat phang (a).
b) Viét phuong trinh mat phiang (f) chita diém M va vuong géc véi dudng
thang d.
Cho diém A(-1; 2 ; -3), vecto @ = (6 ; =2 ; —=3) va dudng théng d c6 phuong
x=1+3t
trinh: S y=—-1+2¢
z=3-5t

a) Viét phuong trinh mat phang () chita diém A va vuong géc véi gid clia a .



b) Tim giao diém M cta d va ().

c) Viét phuong trinh duong thing A di qua diém A, vuong goc v6i gid clia a
va cét dudng thang d.

8. Viét phuong trinh mat phang («) tiép xtc v6i mat cau
S): 2 +y?+22—10x+2y+262+170=0

va song song v6i hai dudng thang

xX=-5+2t x=-7+3¢
d:qy=1-3t ; d:y=-1=-2¢
z=—13+2¢ z=38.

9. Tim toa do diém H 1a hinh chi€u vuong géc cua diém M(1 ; —1 ; 2) trén mat
phing (@) : 2x—y+2z+11=0.

10. Cho diém M(2 ; 1 ; 0) va mat phang () : x+3y—z—27=0. Tim toa do diém
M’ d6i xting v6i M qua ().

11. Viét phuong trinh dudng thang A vuong géc véi mat phang toa do (Oxz) va
cat hai dudng thang

x=t x=1=-2¢
d:y=—4+t; d:y=-3+"¢
7=3—¢ z7=4-5¢.

12. Tim toa do diém A’ d6i xing véi diém A(1 ; -2 ; =5) qua duong thang A c6
phuong trinh

x=1+2¢
y=—1-t
z=2t.
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CAU HOI TRAC NGHIEM CHUONG III

Trong khong gian Oxyz cho ba vecto
G=(-1;1;0,b=(1;1;0)vac=(1;1;1).
Sit dung gid thiét nay dé trd loi cdc cau hdi 1, 2 va 3 sau ddy.
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
(A) lal=+2; (B) Icl=+3;
©alb; (D) bLZ.
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
(A) ac=1;

(B) @, b ciing phuong ;

(©) cos(h, &) =—=

7

(D) G+bh+¢=0.

. Cho hinh binh hanh OADB ¢6 OA =3, OB =b (O 1a goc toa do). Toa do clia

tam hinh binh hanh OADB la :

(A)(©031;0); B)(1:;0;0);

O d@50;1); (D) ;150).

Trong khong gian Oxyz cho bon diém A(1 ;0 ;0), BO;1;0),C0O;0;1)va
D(:1;1).

Str dung gid thiét nay cho cdc bai tdp 4, 5 va 6 sau ddy.

Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?

(A) Bon diém A, B, C, D tao thanh mot tit dién ;
(B) Tam gidc ABD la tam gidc déu ;

(C)AB L CD;

(D) Tam gidc BCD la tam gidc vuong.



. Goi M, N lan luot 1a trung diém clia AB va CD. Toa do diém G la trung diém
cua MN la:

1 1 1 1
Gl=:=;= G|l—;—;—
()(333J ()(444]
©ac|2:2.2). oG |11
3 3 3 2’272
. Mat cau ngoai tiép tit dién ABCD c¢6 ban kinh 1a :
3
(A>§; (B) 2 ;
3
(©) 3 ; D)

. Cho mat phéng (@) di qua diém M(0 ; 0 ; —1) va song song véi gid clia hai vecto
d=(1;-2:3)vab=(3;0;5).

Phuong trinh ctia mat phang () 1a :

(A)Sx-2y—-3z-21=0; B) -5x+2y+3z+3=0;

O 10x-4y—-62+21=0; (D)5x-2y—-3z+21=0.

. Cho ba diém A0 ; 2 ; 1), B3;0; 1), C(1 ; 0 ; 0). Phuong trinh mat phang
(ABC) la:

(A)2x—-3y—-4z+2=0; B)2x+3y-4z-2=0;
(C)4x+6y—8:+2=0; (D) 2x-3y—-4z+1=0.

. Goi (@) 12 mat phang cat ba truc toa do tai ba diém M(8 ; 0 ; 0), N(0 ; -2 ; 0),
P(0; 0 ; 4). Phuong trinh cua () 1a :

A Z+2L+2=0; B) ~+2L+Z=1;
8§ 2 4 4 -1 2
(C)x—dy+2:=0; (D) x — 4y +2z -8 =0.

10. Cho ba mat phang (@) : x+y+2z+1=0;

P :x+y-z+2=0;
(»:x—-y+5=0.
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Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao sai ?
A) (@) L(B) B) (L) ;
(ONCIVAVIR (D) () L(p).

11.Cho duong thing A di qua diém M(2 ; 0 ; —1) va cé vecto chi phuong
a = (4;—6; 2). Phuong trinh tham s6 ctia dudng thang A 1a:

x=-2+4t x=-2+2t
(A) yy=-6r B) yy=-3t
z=1+4+2¢ z=1+t¢
xX=2+2t x=4+2t
© yy=-3r (D) {y=-6-3¢
z=—1+t z=2+t.

12.Cho d 1a dudng thang di qua diém A(1 ; 2 ; 3) va vudng géc v6i mat phang
(@) :4x+3y =7z+1=0.
Phuong trinh tham s6 cua d 1a :

x=—1+4t x=1+4¢
(A) Sy=-2+3¢; (B) y=2+3¢;
z=-3-Tt z=3-Tt
x=1+43t x=-1+8¢
(C) sy=2—-4t; (D) sy=-2+6¢
z=3-Tt z=-3-14t.
13. Cho hai dudng thing
x=1+2¢t x=3+4¢
dy :qy=2+3t va dy :y=5+6t
z=3+4t z=T+8t¢.

Trong cidc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?
A d, L d, ; B) d, // dy ;
O d, =4d,; (D) d, va d, chéo nhau.
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14.Cho mat phiang (@) : 2x + y + 3z + 1 = 0 v dudng thing d c6 phuong trinh
x=-3+t
tham s6: < y=2-2¢
z=1.
Trong cdc ménh dé sau, ménh dé nao ding ?

A d L(a) ; (B)d cat (o) ;
Odll(a; (D) d c(a).

15.Cho (S) 12 mat cau tam /(2 ; 1 ; —1) va tiép xiic v6i mat phang () c6 phuong
trinh : 2x -2y —z+ 3 =0.

Ban kinh cua (S) 1a :

2 4 2
(A)2; (B) 37 (©) 37 (D) I

Hinh 3.18
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Trong khong gian cho hai mat phang (@) va () cat nhau theo giao tuyén A.
Tap hop cic mat phiang () chita dudng thing A néi trén dugc goi 1a chim
mat phang xdc dinh béi () va (A va ki hieu 1a ((a), (B)).

Néu (@) va (£) lan lugt ¢6 phuong trinh (@) :Ajx+B;y+Ciz+D;=0
(ﬁ) :A2X+BQy+C2Z+D2=O

thi ngudi ta chiing minh dugc phuong trinh cia chim mat phang (@), (B))
co dang :

véim® +n* = 0.
Phuong trinh (1) ¢6 thé duoc viét tat 1a : m(a) + n(B) = 0.

Ta thdy phuong trinh ctia chim mat phang rat don gidn nhung né lai gitp
chiing ta giai duoc rat nhiéu bai toan vé phuong trinh mat phang mot cach doc
ddo va cuc ki ngén gon.

Vi du. Trong khong gian Oxyz cho hai mat phang (a) va (f) lan luot c6
phuong trinh (@) : x+y+5z—1=0
va P):2x+3y—z+2=0.
a) Chitng minh ring () cét (/) theo giao tuyén A.
b) Viét phuong trinh mat phang () chifa giao tuyén A va diém M(3;2; 1).
Giai
a) Mat phang () va (/) lan luogt c6 cdc vecto phap tuyén :

iy =(13155), 75 =(233;-1).
N . : .
Vi 5 # 3 nén (&) cat (f) theo giao tuyén A.

b) Phuong trinh mat phang () clia chum ((@), (5)) ¢6 dang :
mx+y+5z—1)+n2x+3y—z+2)=0 (1)

DPiém M(3 ; 2 ; 1) thuoc mat phang () nén khi thay toa do ctia M vio (1) ta s&
tinh duoc cdc gia tri cu thé clia cap s6 (m ; n) dé x4c dinh phuong trinh ctia ().



Taco . mB3+2+5-1)+n6+6-1+2)=0<=>9m+13n=0.
Chon m=-13tadugc n=9.

Thay m = —13 va n = 9 vao (1) ta dugc phuong trinh clia mat phing ()) can
tim : 5x + 14y — 74z + 31 =0.

ON TAP CUOI NAM

. Cho lang tru luc gidc déu ABCDEF.A'B'C'D’'E'F’, O va O’ 1a tam dudng tron
ngoai tiép hai ddy, mat phang (P) di qua trung diém ctia OO’ va cit cdc canh
bén cia lang tru. Ching minh ring (P) chia lang tru da cho thanh hai da dién
c6 thé tich bang nhau.

. Cho khéi 1ap phuong ABCD.A’B’C'D’ canh bing a. Goi E va F 1an luot 1a trung
diém ctia B'C’ va C'D’. Mat phang (AEF) chia khéi lap phuong dé6 thanh hai
khoi da dién (H) va (H") trong d6 (H) 1a khoi da dién chita dinh A’. Tinh thé
tich cta (H).

. Cho mat cau (S) tam O ban kinh r. Hinh nén ¢6 duong tron ddy (C) va dinh 1
déu thuoc (S) duoc goi 1a hinh nén noi ti€p mit cau (S). Goi 4 1a chiéu cao cua
hinh nén do.

a) Tinh thé tich ctia hinh nén theo r va A.

b) Xéc dinh & dé thé tich clia hinh nén 12 16n nhat.

. Trong khong gian Oxyz, cho hai diém A(1 ; 2 ; 1), B(7 ; =2 ; 3) va dudng
thang d c6 phuong trinh :

x=-1+3¢
y=2-2t
z=2+72t.

a) Chiing minh rang hai dudng thang d va AB cling nam trong mot mat phang.
b) Tim diém I trén d sao cho Al + BI nho nhat.

. Cho ti diéen ABCD c6 canh AD vuong géc véi mat phiang (ABC). Biét ring
AC=AD=4cm,AB=3cm, BC =5 cm.

a) Tinh thé tich ti dién ABCD.

b) Tinh khodng cach tir diém A t6i mat phang (BCD).
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6. Trong khong gian Oxyz cho mat cau (S) c¢6 phuong trinh X+ y2 +22 =4a®
(a>0).
a) Tinh dién tich mat cau (S) va thé tich clia khéi cdu tuong ting.

b) Mat cau (S) cat mat phang (Oxy) theo dudng tron (C). Xac dinh tam va ban
kinh cua (C).

¢) Tinh dién tich xung quanh cta hinh tru nhan (C) lam ddy va c6 chiéu cao la
a~/3. Tinh thé tich ctia khéi tru tuong tng.

7. Trong khong gian Oxyz cho hai duong thang d, va d, ¢6 phuong trinh

x=1—¢ x=2f
dy:qy=t va dy :9y=—1+¢
z=—t z=t.

a) Ching minh rang hai dudng thang d, va d, chéo nhau.
b) Viét phuong trinh mat phing (@) chita d; va song song véi d,.
8. Trong khong gian Oxyz cho céc diém A(1;0; -1),B3;4;-2),C4;-1;1),
D(3;0; 3).
a) Chitng minh rang A, B, C, D khong dong phang.
b) Viét phuong trinh mat phang (ABC) va tinh khodng céch tit D dén (ABC).
¢) Viét phuong trinh mat cau ngoai ti€p tt dien ABCD.
d) Tinh thé tich ti dien ABCD.
9. Trong khong gian Oxyz cho bon diém A2 ;4 ; —1),B(1;4;-1),C(2; 4 ; 3),
D2;2;-1).

a) Chitng minh ring cdc dudng thaing AB, AC, AD vuong géc véi nhau timg doi
mot. Tinh thé tich khéi ti dién ABCD.

b) Viét phuong trinh mit cau (S) di qua bon diém A, B, C, D.

¢) Viét phuong trinh mat phang () tiép xidc v6i mat cu (S) va song song Véi

mat phang (ABD).
x=1-2¢
10. Trong khong gian Oxyz cho dudng thang d : {y=2+1¢
z=3—t

va mat phang (@) : 2x+y +z=0.
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a) Tim toa do giao diém A cta d va (a).
b) Viét phuong trinh mat phing () qua A va vuong goc véi d.

11. Trong khong gian Oxyz cho cic diém A(-1;2;0),B(-3;0;2),C(1;2;3),
D0 ;3;-2).

a) Viét phuong trinh mat phiang (ABC) va phuong trinh tham s6 ctia dudng
thang AD.

b) Viét phuong trinh mat phang () chita AD va song song vé6i BC.
12. Trong khong gian Oxyz cho bon diém A(3 ;-2 ;-2),B(3;2;0),C(0;2; 1) va
D(-1;1;2)
a) Viét phuong trinh mat phang (BCD). Suy ra ABCD 13 mot tit dién.
b) Viét phuong trinh mat cau (S) tam A va tiép xtic v6i mat phang (BCD).
¢) Tim toa do tiép diém H ctia (S) va mat phang (BCD).

13. Trong khong gian Oxyz, cho hai duong thang :

x=—1+3¢ x=t
di:qy=1+2t va dy: yy=1+1
z=3-2t z=-3+21.

a) Ching minh d; va d, clung thuoc mot mat phéng.
b) Viét phuong trinh mat phang doé.
14. Trong khong gian cho ba di€ém A, B, C.
a) Xéc dinh diém G sao cho GA+2GB-2GC =0.
b) Tim tap hop cdc diém M sao cho MA® + 2MB* — 2MC* = i, v6i k 1a hing so.

15. Cho hai duong thang chéo nhau

x=2-t x=2+2f
d:y=—1+t va d:qy="t
z=1-t¢ z=1+"¢"

a) Viét phuong trinh cidc mat phang (&) va (f) song song véi nhau va lan luot
chuadvad'
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b) Lay hai diém M(2 ; -1 ; 1) vaM'(2; 0; 1) 1an luot trén d va d'. Tinh khoang
cdch tr M dén mat phang (A va khoang céch tir M’ dén mat phang ().
So sanh hai khoang cach dé.

16. Trong khong gian Oxyz cho mat phing (&) ¢6 phuong trinh 4x +y + 2z + 1 =0
va mat phang (f) c6 phuong trinh 2x — 2y + z + 3 = 0.

a) Chitng minh rang (@) cit (f).

b) Viét phuong trinh tham sé clia duong thang d 1a giao clia (a) va (B).
c¢) Tim diém M’ d6i xting vé6i diém M(4 ; 2 ; 1) qua mat phang ().

d) Tim diém N’ d6i xiing véi diém N(O ; 2 ; 4) qua dudng thang d.
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HUGNG DAN GIAI BAI TAP VA BDAP SO

Chuong I. KHOI DA DIEN On tép chuong |

abc

§1. Khéi niém vé khdi da dién 5. OH= :
\/a2b2 12 +ca?

1. va 2. St dung tinh chat : M6i canh clia mot

da dién la canh chung ctia ding hai mat. 6. ) Tis6 thé tich cdn tim Ia 5 :
3. Chia hinh lap phuong ABCD.A'B'C'D' 8
thanh nam t& dién : AB'CD', A'AB'D', 353
BACB', C'BCD', DACD'. b) V¢ pee "9
4. Chia hinh lap phuong thanh hai lang tru
béng nhau réi chia méi lang tru thanh ba 7. Vgape = 8v/3.a°

t¢r dién béang nhau.
abc® (cz2 +b% +2c? )

¢ ~ YIS e o n N 8. V= '
§2. Khéi da dién 16i va khoi da dién déu 6(a* +c2) (b +c2)a® + b +¢?)
2. Tis6 dé bang 24/3. o v 26
3. Goi (H) 1a hinh it dién déu canh a. Khi d6 BT
tam clia cac mat cta (H) tao thanh mot ti 3
10. by V=22
dién (H") c¢6 sdu canh déu bing %- ) 183
4. Dé Yy ring B, C, D, E cich déu A va F 11. Ti s0 thé tich cta ching bang 1.
nén chiing dong phang. a
‘ ] ' 12. a) VADMN :? ;
§3. Khéi niém vé thé tich cua khéi da 5
dién b) Ti 50 thé tich phi tim 12 ==
1 613 ﬁ . ~ Py ~ ~ o
) 12 Chuong Ill. MAT NON, MAT TRU, MAT CAU
3
2. & ;/5 - §1. Khdi niém vé mat trén xoay
3. Tis6 ciia thé tich 1a 3. 2. a)Hinhtry;
4. Tinh dién tich tam gidc theo hai canh va b) Hinh nén ;
gbc xen giita. ¢) Khoéi nén ;
3 d) Khéi tru.
5. Vocmr =5 3. a)S_~25145cm” ;
. 36 . a) v ,5em”
6. Gqu h la\d(f) ’dal dt\rorng’; vu(?flg gée chl\mg b)V ~ 13 089,969 em’ :
cua d va d’, ala géc gitta hai duong 5
thang d va d'. ¢) 500 cm™.
. 1 ' 4. Mat nén nhan AB lam truc, goc & dinh
Khid6 V-, =ghab.sma. bing 60°.
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5. @) S, ~2199lem’; V=~ 549,77 em’;
b) 56 cm?.
3
3
6. S =21d®; v="2 3
Xq 3
— 2. _ 2.
7. )8, = 22372 S = 23+ Dar? ;
b) V= \/572'1”3 ;
3
2
8. a)3;
b)
V2rd? ra*
9. a) = 5 P )
xq 2 day 2
N2
12
23
a~?2
b) Spsse 3
5/ 3

10. SABCD =T ; cosaz\/;~

§2. Mét cdu

1. Tap hop céc diém M luon nhin AB co
dinh duéi mot géc vuong la mat cau
dudng kinh AB.

. ol

' 2

3. Tap hop tam cdc mat cdu ludén chita mot
duong tron ¢6 dinh cho trudc la mot
dudng thang A vudng géc v6i mat phang
chita dudng tron d6 tai tAm cta dudng
tron.

4. Tap hgp tam nhiing mat cdu cing ti€p
xdc v6i ba canh ciia mot tam giac cho
trudc 1a truc cta dudng tron noi ti€p tam
gidc da cho.

5. byd* -~
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7. a) %\/a2+b2+c2 ;
b) %\/b2+c2.
10. S:ﬂ(a2+b2+cz);

V:éﬂ'(a2 +b? +cz).\/a2 +b% +c2.

On tép chuong I
1. Caua)vad) ding.

3
2. S =7T(12\/§; V=ﬂ-
xq 3

5. a) AH:“\E;
3
2 3
DS =27ra \/5 : V=7m \/g
Xq 3 9
2 3
6 r:3—a,S:9ﬂa ;V:9ﬂa )
4 4 16
7. b) =

Chuong Ill. PHUONG PHAP TOA PO
TRONG KHONG GIAN

§1. Hé toa dob trong khéng gian

1. a) 3:(11;1;181) ;
3 3

b) e =(0;-27;3).

2. G=[g;0;i)
3 3

3. A’=@3;5;-6),B'=4;6;-5),
C=2:0:2), D'=@3;4;-6).
4. )Zib
)EZJ



5. a) Mat cau tam O = (4 ; 1 ; 0), c6 ban
kinhr=4;
b) Mat cdu tam [ = (1 ; —%; —2), co

ban kinh r = 3%~

6. a) Mat ciu c6 phuong trinh 1a :
G=32+0+ 1)’ +(z-52=9;

b) Mt cau c6 phuong trinh 1a :
=32+ +3°+(@-1)7°=5.

§2. Phuong trinh mé&t phéng

1. a)2x+3y+5z-16=0;
b)x-3y+3z-9=0;
c)2x+3y+62+6=0.

2. x—-y—-2z+9=0.

3. a)z=0;x=0;y=0;
b)z=-3;x=2;y=6.

4. a)2y+z=0; b)3x+z=0;
c)4dx+3y=0.

5. a)(ACD):2x+y+z-14=0;

(BCD) : 6x+5y+3:-42=0;

b) (@) : 10x+9y + 5z - 74 =0.

6. (@):2x—y+3z-11=0.

7. ():x-2z+1=0.

8. ayn=-4,m=4,

b)n=—£,m=_—9~
3 2
44
9. a)5; b) — ; c) 2.
) )13 )

10. a) Chon hé¢ truc Oxyz sao cho A=(0;0; 0),
B=(1;0;0,D=(0;1;0),A"=(0;0;1).
Sau d6 viét phuong trinh ctia hai mat
phing (AB'D’) va (BC'D), tit d6 suy ra
ching song song véi nhau.

B

b)d= .
Vd=3

§3. Phuong trinh dudng théng trong
khong gian

x=5+2t x=2+t
1. a)yd: {y=4-3t ; b)d: Jy=-1+t¢;
z=1+t z=3—t
x=2+2t x=1+4¢
c)d: y=3t ;0 d)d:qy=2+2¢
7 =-3+4¢t z=3+1.
x=2+t x=0
2. a)d':qy=-3+2t; b)d’':<y=-3+2t
z=0 z=1+3t.
a)dcitd’; b)yd// d.

a=0.

5. a) 1 diém chung;
b) 0 diém chung ;
¢) vo s6 diém chung.

6. d(A, (@)=

3

7. a)H g;O;—l ;

2 2

b)A'(2;0;-1).

8. a)H(-1;2;0);
b)M'(-3;0;-2);
¢) MH = 2/3.

1

E >

10. d(A, (A'BD)) = dA, (BDC)) =

2
3

On tép chuong lli
1. a) Viét phuong trinh mat phang (BCD),
chimg minh A ¢ (BCD) ;
b) Géc giita hai dudng thing AB va CD 1a
45°;
¢) AH =1 (H la chan duong vuong goéc ha
tt A xudng (BCD)).
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2. a)l(1:1:1):r=62;

D) : -1 +@-D*+E-1)’=62;

(@) :5x+y—-6z-62=0.
3. a)(BCD):8x-3y—-2z+4=0;

36
b)AH= — ;
J77
O(a):x—z+5=0.
x=1+2¢ x=2+2t
4. a) qy=-t ; b)sy=3-4¢
z=-3+3¢ z=-5-5¢.

5. Tam J(-1;2;3), ban kinh r'= 8.
6. ayM©0;0;-2);
b)4x+3y+z+2=0.
7. a)6x-2y-3z+1=0;
byM(1;-1;3);
x=1+2¢
c)qy=—-1-3¢t
z=3+6t.

8. 4x+6y+5z+51 £5J77 =0.
9. H(-3;1;-2).
10. M'(6; 13 ; —4).

3
x==
7
25
11. A =——+t
Y 7
18
z=—.
7
12. A'(-3;2;1).

On tép cudi nédm
1. Dung phép d6i xtng tam /.

2. V= £a3
72
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a) V= %7[(21‘—]’1)}12 ;

3

b) V/ dat gid tri 16n nhat bing 2"
khi h= 2T

3
a)d /| AB;
b) 120 4).
a)V=_8 Cm3 ;
b) d(A, (BCD)) = -

NeT

a)S=167ra2; V= %mﬁ ;

b)O0;0;0);r"=r=2a;
c)SXq: 47m2x/§ V= 47m3x/§.

a, #ka
dl d2

a) ;
d] de =

b)(a):2x—y-3z-2=0.

. a) Chiing minh AB, AC, AD khong dong

phéng.

b) d(D, (ABC)) = %z 7.

c¢) Phuong trinh clia mat cau 1a

=32+ =272 +(-05)= 4
D Vpen %%«/—f«f 7.
aw:g;

b) (5) : (x—§)2+(y—3)2+<z—1)2 =% ;
c)(al):z—l—gzo;

(a2)22—1+g=0



10.

11.

12.

13.

a)A—E;E;é ;
4744

b)(f):4x -2y +2z+15=0.
a) (ABC) :3x—-5y—-2z+13=0;

x=—1+t¢
AD : <y=2+t
z=-2t.

b) (@) : 5x -9y -2z+23=0.

a)(BCD) : x+2y+3z-7=0;

b)($): (x=3) >+ (y+2) >+ (z+2)° = 14;

c)HA;0;1).

a)dycitd, taiM2;3;1).

b) Phuong trinh mat phang (d;, d,) 1a
6x—-8y+z+11=0.

14. a) G xac dinh bdi : AG = 2CB.

15.

16.

b) Chitng minh

GM? = k> —(GA® +2GB? -2GC?).

A)():2x—-y—-3z-2=0;
P :2x—y-3z-1=0;

b)dM’, () =dM, (p) =

x=t
b)iy=1 ;
z=—1-2¢
c)M'(-4;0;-3);
d) N(-4;0;2).

1

N
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BANG THUAT NGU

Cc
Canh cta hinh da dién

D
Dién tich m&t cau
Dién tich toan phan cta hinh nén
Dién tich toan phan cla hinh tru
Dién tich xung quanh clia hinh nén
Dién tich xung quanh cta hinh tru

b
Da dién
Day cla hinh nén
DBay cua hinh try
Diém ngoai
Diém tiép xuc
Diém trong
Dinh cla hinh da dién
Dinh cla hinh nén
DPudng kinh mat cau
Dudng sinh clia mat nén
Dudng sinh clia mat tru
Dudng thang ti€p xuc véi mat cau
Pudng tron 16n

G
Gobc & dinh clia mat nén
H
Hai hinh bang nhau
Hé toa d6 Oxyz
Hé truc toa dd Dé-cac vudbng goc
Oxyz
Hinh da dién
Hinh nén tron xoay (hinh nén)
Hinh tru tron xoay (hinh tru)
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32
35
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46
5,6

32
42
31
35
46
45

31

10
62

62

32
35

K
Khoang céach gitta hai diém
Khoénq cach tir mot diém dén mot
mat phang
Khai bat dién déu (hinh tam mat
déu)
Khaéi cau
Khéi chép
Khéi da dién
Khéi da dién déu
Khéi da dién déu loai {p ; g}
Khéi da dién 16i
Khéi lang tru
Khéi 1ap phuaong
Khéi 1ap phuong don vi
Khai tru tron xoay (khoi non)
Khai tru tron xoay (khai tru)
Khéi t&r dién déu
Khoéng gian Oxyz
Kinh tuyén

M
Mat cau
Mat cAu ngoai ti€p hinh da dién
Mat cau ndi ti€p hinh da dién
Mat nén tron xoay
Mat phang kinh
Mét phang ti€p xdc v6i mat cau
Mét phang toa do
Mat tron xoay
Mat tru tron xoay
Mat xung quanh cta hinh nén
Mat xung quanh cta hinh tru
Mién ngoai
Mién trong

66

78

16
42

15
15
14

15
21
32
36
15
62
43

41
47
47
31
45
44
62
31
35
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P
Phan chia va I&p ghép céac khéi

da dién

Phép bién hinh trong khong gian
Phép dai hinh trong khéng gian
Phép d6i xiing qua dudng thang
Phép déi xiing qua mat phang
Phép doi x(ing tam

Phép tinh tién

Phuong trinh clla mat phang theo
doan chan

Phuong trinh mat cau

Phuang trinh tham sé clia

dudng thang

Phuong trinh téng quat cla

mét phéng

o ©O© O ©O© 00 0 O

74
66

83

71

T
Thé tich khéi cau

Thé tich khéi chép

Thé tich khéi da dién

Thé tich khéi hop chii nhat
Thé tich khéi lang tru

Thé tich khdi nén

Thé tich khéi tru tron xoay
Tich c6 huéng

Tich v6 huéng

Tiép dién clia mat cau
Tiép tuyén clia mat cau
Toa d6 clia diém

Toa d6 clia vecto

Truc clia mat nén

Truc clia mat tron xoay
Truc clia mat tru

\")
Vecto don vi
Vecta phap tuyén
Vi tuyén

48
23
21
22
23
34
37
70
65
44
46
63
64
31
31
35

62
69
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MUC LUC

CHUONG I. KHOI PA DIEN

§1. Khéi niém vé khoi da dién

I- Khoi lang tru va khéi chop

II- Khéi niém vé hinh da dién va khoi da dién
III- Hai da dién bang nhau

IV- Phan chia va lap ghép cac khoéi da dién

Bai tap

Bai doc thém. Dinh nghia da dién va khoi da dién

§2. Khoi da dién 16i va khai da dién déu

I- Khoi da dién 16i

II- Khoi da dién déu

Bai tap

Bai doc thém. Hinh da dién déu

§3. Khdi niém vé thé tich ctia khoi da dién

I- Kh4i niém vé thé tich khoi da dién
II- Thé tich khéi lang tru

I11- Thé tich khoi chép

Bai tap

On tap chuong I

Cau hoi trac nghiém chuong 1

CHUONG II. MAT NON, MAT TRU, MAT CAU
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§1. Khéi niém vé€ mat tron xoay

I- Su tao thanh mat tron xoay
II- Mit n6n tron xoay

III- Mat tru tron xoay

Bai tap

§2. Mat cdu

I- Mt cau va cdc khéi niém lién quan dé€n mat ciu
II- Giao ctia mat cdu va mat phang
I1I- Giao clia mit cdu véi dudng thing. Tiép tuyén clia mat cau

Trang

IRV I N

10

12

14
14
15
18
19

21
21
23
23
25
26
27

30
30
31
35
39

41
41
43
45



IV- Cong thiic tinh dién tich mat ciu va thé tich khai ciu 48

Bai tap 49
On tap chuong II 50
Cau hdi trac nghiém chuong 11 51
Ban ¢6 biét. Nhimng vén dé lién quan dén kinh tuyén va

Vi tuyén cua Trai Dat 55

CHUONG III. PHUONG PHAP TOA PO TRONG KHONG GIAN

§1. He toa do trong khong gian 62
I- Toa do cta diém va clia vecto 62
II- Biéu thtic toa do cuia cdc phép toan vecto 64
III- Tich vo huéng 65
IV- Phuong trinh mat cau 66
Bai tap 68
§2. Phuong trinh mat phang 69
I- Vecto phép tuyén ctia mat phang 69
II- Phuong trinh téng qudt clia mat phing 71
I11- Piéu kién dé hai mat phang song song, vuong goéc 74
IV- Khoang cdch tir mot diém dén mot mat phang 78
Bai tap 80
§3. Phuong trinh duong thang trong khong gian 81
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